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SOCIETE    MATHEMATIQUE    DE   FRANCE. 


CONTRIBUTION  A  LA  THÉORIE  DES  FRACTIONS  CONTINUES 
ARITHMÉTIQUES. 

Pau    M.   Albert  Cuàtelet. 


I.  D  après  la  théorie  des  fractions  continues  arithmétiques, 
étant  donné  un  nombre  irrationnel  positif  ->  on  peut  en  déduire 
une  suite  unique  d'entiers  (quotients  incomplets), 


positifs,  non  nuls,  sauf  peut-être  a0  définis  par  la  propriété  sui- 
vante :  si  l'on  considère  la  fonction  liomographiquc  de  u 


J'h(u)  =  a0~\ 


i 


a2-f- .  l 


i 
u 


le  nombre  manifestement  irrationnel  -£-  [quotient  complet)  défini 
par  l'égalité 

est,  quelque  soil  n,  supérieur  à   i.   Il   en  résulte  que  la  fraction 
(  réduite) 

jr  -/■(•) 

a  pour  limite  -  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

P 

XL.  1 


a   _ 


iproquement,  à  toute  suite  d'entiers  positifs  correspond  un 
,   irrationnel  unique  ayant  cette  suite  pour  suite  de  ses  quo- 

lients  in<  omplels. 

P 

QD  s. ni   rimporlance  des  fractions  continues;  les  réduites  — 

istiluenl     les    meilleures    approximations    rationnelles    du 

nombre  \*  II  esl  théoriquemenl  facile  de  déterminer  les  quotients 

incomplets  successifs,   le  nombre  ai  étant  la  partie  entière  de 

avec  la  convention  ^  =  -)•  Pratiquement  cette  recherche  est 

P/ 
malaisée  et,  sauf  un  petit   nombre  de  cas,  on  ne  connaît  pas  les 

développements  <*ii  fractions  continues  des  nombres  incommensu- 
rables  usuels.  On  ne  connaît  pas  non  plus  de  règles  pratiques 
permettanl  d'effectuer  les  opérations  élémentaires  (addition, 
soustraction,  etc.  I  sur  des  nombres  développés  en  fraction  con- 
tinue. 

La  présente  étude  est  une  modeste  contribution  à  cet  ordre  de 

herches.  J'ai  tâché  d'y  établir  un  procédé  méthodique  pour 
faire  une  transformation  homographique  à  coefficients  entiers 
d'une  fraction  continue.  J'ai  divisé  ce  travail  en  trois  parties;  dans 
la  première  j'ai  exposé  quelques  relations  de  la  théorie  des  substi- 
tutions linéaires  avec  celle  des  fractions  continues,  ce  qui  m'a 
conduit  à  des  notations  et  à  des  procédés  de  calcul  assez  com- 
modes.  Dans  la  deuxième  partie,  j'ai  exposé  la  méthode  de  calcul 

S  quotients  incomplets  d'un  transformé  homographique  d'un 
nombre  donné.  Enfin  dans  la  troisième  partie  j'ai  montré  comment, 

ns   cerl  -.    «cite   méthode   pouvait  conduire  à  des  lois  de 

tsion  des  quotients  incomplets  de  certains  nombres,  notam- 

fonctions  homographiques  (à  termes  entiers)  de  en 
!<•  méthode  de  calcul,  ainsi   que  quelques-unes  de  ses  appli- 
avaienl    déjà    lait    l'objet   d'une   Note  à   l'Académie   des 
5ci  '      I  \  avais  fait  une  légère  omission  que  je  suis  heureux 

voir  n '  I  i   . 
Enfin  j'avais  indiqué  dans  cette  même  note  une  propriété  des 
approximations  rationnelles  de  deux   incommensurables  liées  ho- 

-     n 


-  3  - 

mographiquement.  Je  n'ai  pas  cru  devoir  la  développer  dans  le 
présent  article,  quoiqu'elle  soit  une  conséquence  à  peu  près  immé- 
diate de  la  mélhode  de  calcul  exposée.  Elle  se  rattacherait  plutôt, 
en  effet,  aux  fractions  continues  considérées  comme  méthodes 
<1  approximation.  Il  y  aurait  alors  lieu  de  l'aire  une  exposition 
systématique  de  la  notion  du  type{%)  de  l'approximation  d'un 
nombre  irrationnel,  notion  à  laquelle  ouest  fatalement  conduit  par 
L'application  des  idées  de  M.  Borel  sur  la  hauteur  des  nombres  et 
sur  la  croissance  des  fonctions  |  -   . 


1.    —   Su 


BSTITUT10>'S     LINÉAIRES    ET    FRACTIONS    CO.MOIE>. 


2.  La  théorie  des  fractions  continues  est  intimement  liée  à  la 
théorie  des  substitutions  linéaires  qui  permet  d'en  simplifier  l'ex- 
posé et  les  calculs.  Je  vais  rappeler  brièvement  quelques  principes 
de  cette  théorie  en  même  temps  que  les  notations  assez  courantes 
que  j'emploierai  dans  la  suite. 

Etant  donnée  une  substitution  linéaire  de  deux  variabh  - 


x  =  u  y  —  v  y 

T   =  u   y  —  v'  y 


(a?,  x  anciennes  variables  ;  y.  y'  nouvelles),  je  la  représenterai 
soit  par  une  seule  lettre,  soit  par  le  tableau  (3)  (sans  barres  verti- 
cales) des  coefficients  rangés  dans  le  même  ordre  que  les  termes 
du  déterminant  précédent.  La  relation  entre  les  couples  de  nom- 
bres (^ou  pointa)./../  :  r.  y  sera  indiquée  par  l'égalité  symbolique 


X 

U 

V 

= 

X 

X 

U 

V 

Avec  cette  convention  el   d'après  la  rè^; le    ordinaire  élu  produit 


(')  J'emploie   ce   mot  par  analogie   avec   les  types  de  croissance  util  -  - 
M.  Borel. 

(-)  Journal  do  Liouville,  iqoî.  Leçons  sur  la  théorie  de  la  crû  ap.  1 

et  Chap.  V). 

.  Pour  une  théorie  générale  des  tableaux  el  s<  -  applications  aux  formes,  aux 
substitutions,  etc.,    je   renvoie  .'•   mon    Mémoire    {Annale*  \ 

'  / .  .  1 91 1  ). 
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de  deux  substitutions,  les  deux  égalités 


// 

«•      y 

y 

= 

,  x 

u 

y 

y 

X 


entraînent  l'égalité  53  mbolique 


./•  //        P  II]       V\ 

x      , 


r  u       r  // 


■  •il 


mil  -r-  vu  ,         //r,  ■+-  pp, 

—  X 

//'  M|-+-  P  //,      M  Pj  -+-  eV, 


a 

»>„ 

P«-l             *n 

X 

P 

Q* 

Q«-i        Pn 

I  .1  règle  pour  taire  le  produit  de  deux  substitutions  représen- 
s  par  des  tableaux  esl  en  somme  la  même  que  pour  faire  le 
produit  de  deux  déterminants,  en  associant  les  lignes  du  premier 
tableau  aux  colonnes  du  second  ;  d'autre  part  les  égalités  symbo- 
liques  sonl  soumises,  au  seul  point  de  vue  de  la  multiplication, 
aux  règles  ordinaires  des  égalités,  en  tenant  compte  toutefois  de 
Vordre  des  facteurs  dans  les  produits. 

3.  Ceci  posé,  la  relation  homograpbique  (1)  peut  être  considérée 
ime  résultant  d'une  substitution  linéaire  de  art,  jâw  à  a,  ,3 


\  priori  les  coefficients  de  cette  substitution  doivent  vérifier  les 

■  gali 

rT   =  /»(*  7T-1-  =/«(0)  =  fn-l  («), 

qui  justifie  en  partie   leur   notation   identique  à  celle  déjà  em- 
ployée pour-  les  termes  <\'->   réduites.   Pour  déterminer  complète- 
111. ni  «  r>  coefficients  ainsi  que   le  numérateur  et  le  dénominateur 
baque  quotient  complet,  je  supposerai   que  la  relation  hoino- 
ihique  qui  \\r  deux  quotients  complets  successifs 

,  entier  positif  ) 

-. 
la    substitution    linéaire     |  que     j'appellerai    substi- 


—  5  — 
tution  (a)  | 

/  */>  aP         l  %P-\   I  r 

(a)  =  x  (ap  entier  positif  ). 

?p  l      °         r/H-i 

On  en  déduit  l'expression  de  la  substitution  (2)  sous  forme  d'un 
produit  de  substitutions  (a)  (en  supposant  ^  >>  1 


Vn  Pr,_!  -W-W      /(Il  I 


o„   o«_,      11  V  1 


Q*    Q«-i       1J-\i     o 


r  =  0 


La  propriété  bien  connue  du  module  d'un  produit  de  deux 
substitutions  montre  que  cette  substitution  est  modulaire 

(PnQ^1-P„_1Qn  =  ±i); 

P 
on  en  déduit  que  les  fractions  -~  sont  irréductibles,  ce  qui  justifie 

complètement  la  notation  employée  pour  leurs  termes. 

On  voit  d'autre  part  que,  si  l'on  a  rais  le  nombre  primitif  sous 
forme  d'un  quotient  de  deux  termes  bien  déterminés,  chaque  quo- 
tient complet  sera  aussi  le  rapport  de  deux  nombres  bien  déter- 
rai né  s. 

i.  J'ai  supposé -p  supérieur  à  1;  s'il  est  inférieur  à  1 ,  le  premier 

r 
quotient  incomplet  est  nul  et  la  substitution  qui  permet  de  passer 

de  a,  3  à  xn,  fin  est 


i=  n 
O        I  "M— !" 

X 
IO  XX 

J  =  1 


ncti     I 
=  (<T)X(A), 
I        o 


en  désignant  par  (7)  la  substitution  "  J.  C'est  une  substitution  de 
même  forme  (9)  x  (A)  qui  relierait  un  quotient  complet  inter- 
médiaire à  un  quotient  complet  successif. 

En  se  plaçant  au  point  de  vue  des  approximations,  Serrel  (*)« 
introduit  la  notion  de  réduites  intermédiaires.  En  imitant  son  pro- 
cédé, on  peut  introduire,  entre  deux  quotients  complets  consécu- 

(l)   Algèbre  supérieure,  »;-  ('-dit.,  t.  I.  Cf.  aussi  m<>n  Mémoire  cité  Chap.  \\-\ 


6  — 


i    _  ,  quotienls  intermédiaires 

Pi 


•/'»  i 


8* 


'  /'   =  I,  2 «j,—  i), 


! 


1 

0            ïfl+| 

«il 

—    1   7  )    X 

-A 

l                7./;.fl 

ull 

X 

-A 

1                        M 

P/H-l 

I 

«               p/M-1 

lorsque  le  quotient  incomplet  ap  est  supérieur  à  i .  Ils  sont  définis 
par  les  égalités  symboliques 

s:     ;,  (A  =  .,*,...,  a,-.), 

I       O  pp+1 

d'où  Ton  déduit  l'égalité 

On  aurait  encore  une  relation  analogue  entre  un  quotient  inter- 
médiaire et  un  quotient  intermédiaire  successif  du  même  inter- 
valle. On  pa^se  done  des  termes  d'un  quotient  intermédiaire  (ou 
d'un  nombre  inférieur  à  i)  aux  termes  d'un  quotient  successif 
|  intermédiaire  ou   non)  par  une   substitution  de   la  forme  (o-)  ou 

,      X!    \h 

5.  Les  quotients  intermédiaires  ainsi  définis  sont  inférieurs  à  i. 
(  )n  peut  avoir  aussi  a  considérer  leurs  inverses  (supérieurs  à  i ), 
que  j'appellerai  quotients  à  droite.  Ils  vérifient  les  égalités 


-, 


x 


<■/>.] 


a  fi 

//>•  i 

-/' 


ou 

ap  — h 

i 

I              B/M-l 

0    "     fip+x' 

En  rapprochant  ces  résultats  des  précédents,  on  peut  obtenir 
la  relation  générale  entre  deux  quotients  complets  successifs  (non 
nécessairement  consécutifs)  d'un  même  nombre.  Je  distinguerai 
les  quotients  complets  principaux  (non  intermédiaires),  intermé- 
diaires à  gauche  \  plus  petits  que  i)  et  intermédiaires  à  droite 
(inverses  des  précédents);  pour  simplifier  je  considérerai  le 
nombre  lui-même  comme  un  quotient  complet  :  principal  s'il  est 
supérieur  à  i.  intermédiaire  à  gauche  dans  le  cas  contraire.  Dans 
i  onditions  on  passe  d'un  quotient  à  un  quotient  successif  : 


i"  Par  une  substitution  (A)  si  le  premier  quotient  est  prin- 
cipal ou  intermédiaire  à  droite.  l<>  deuxième  étant  principal 
ou  intermédiaire  à  gauche. 

2°  Par  (g-)  x  (A)  si  le  premier  est  intermédiaire  à  gauche. 
le  deuxième  étant  principal  ou  intermédiaire  à  gauche. 

3°  Par  (A  )  x  (c)  si  le  premier  est  principal  ou  intermédiaire 
à  droite,  le  deuxième  étant  intermédiaire  à  droite. 

4°  Par  (c)  x  (A)  x  (V)  si  le  premier  rst  intermédiaire  et 
gauche,  le  deuxième  étant  intermédiaire  à  droite. 


6.  Le  développement  d'une  irrationnelle  en  fraction  continue 
entendre  donc  un  ensemble  de  substitutions  modulaires  à  termes 
positifs.  Réciproquement  on  peut  chercher  si  une  substitution 
modulaire  à  termes  positifs  provient  d'un  développement  en  frac- 
tion continue.  On  peut  d'abord  démontrer  la  proposition  suivante  : 

Une  substitution  modulaire  à  termes  entiers  tous  positifs  ou 
nuls  [exception  faite  de  la  substitution  unité  et  de  (a)] 


P     P' 


P     P 

Q    Q' 


Q    Q" 
est  de  V une  des  quatre  formes 

A,,    (*)X(A),     (A)x(a),     (ff)x(À)x(<r) 

et  vérifie,  suivant  les  cas,  les  systèmes  d'inégalités 

P>  P 

P>P' 


(4) 
(4  bis) 

i  >■ 
qualer  \ 


et 


I  p  p 
I  Q  Q 
I  p  <  P' 
I  QiQ' 


et 


el 


«m 


s  p^Q, 
/  P'|Q\ 

j  P    Q 

I  p 

I  P    n 

/    1>      Q  : 


les  égalités  n'ayant  pas  lieu  simultanément. 

On  peut  démontrer  par  récurrence  que   toute  substitution     \ 


—  8.— 

vérifie  les  inégalités!  \  >.  en  montrant  que  ces  inégalités  étanl  su j>- 
posées  vraies  pour  une  substitution  £,  sont  vraies  à  fortiori  pour 
le  produit  de  -  par  une  substitution  (a).  Le  produit  à  droite  ou  à 
gauche  par  (a),  ;i\.int  pour  seul  effet  une  permutation  des  colonnes 
entre  elles  ou  .le  lignes  entre  elles,  on  déduit  du  résultat  précédent 
que  les  substitutions  (<x)x(A),  (A)  x  (a-),  (c)  x  (A)  x  (a-), 
vérifient  respectivement  les  inégalités  (4  bis),  (4  *£/')>  (4  ^fuater)% 
ce  qui  démontre  la  deuxième  partie  de  I;»  propriété. 

T.  La  première  partie  est  évidente  si  l'un  des  termes  de  S  est 
nul.      \  )  >e  réduit  alors  à  un  seul  facteur  (a). 

Supposons  maintenant  que  l'un  des  termes  soit  égal  à  i;  en 
multipliant  s'il  y  a  lieu  ï  par  (a-)  à  droite  ou  à  gauche,  ou  des 
deux  côtés,  on  peut  amener  ce  terme  i  à  être  le  dernier  de  la  dia- 
gonale principale.  De   sorte  que  l'une   des  substitutions 

S,     (a)xï,         2x(<y),         (*)  X  (S)  X  (cr) 

esl  de  la  forme 

P     P' 

s  = 

Q     i 

Si  deux  de>  termes  étaient  égaux  à  i,  on  ramènerait  encore  à  la 
même  forme,  mais  avec  la  condition  supplémentaire  que  le  déter- 
minant soit  égal  à  -f-i. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  décomposer  S  d'après  l'une  des  deux 
formules,  suivant  que  le  déterminant  est  +i  ou  — i 


P 
Q 

r       p'    i 

I       ='l        0 

Q 

X 

I 

1 

(> 

p 

p       i"— i 

i           i 

1 

X 
0 

1 

1 

i         Q  —  i     i 

X 

()              I          () 

Par  suite  S  est  d'une  forme  (A)  et  S  est  de  l'une  des  quatre 
foi  mes  indiqm 

Supposons  enfin  qu'aucun  des  termes  ne  soit  égal  à  î  ;  en  mul- 
tipliant  s  il  \  a  heu  S  à  droite  par  I  tr),  on  peut  rendre  P  supérieur 

P     O 
à  I*.  Mais  alors  les  fractions  p>  ^,,  ont  même  partie  entière;  en 

effet  en  appelant  y  la  partie  entière  de  --,,  on  a,  en  tenant  compte 


—  ï)  — 
de  ce  que  la  substitution  est  modulaire. 

P  X 

p  =  q  -+*  p?  » 

Q  -        1  +  JL 

Q      "  *         p'  —  PO' 

X   est  un   entier  positif  non  nul,    sinon    le    déterminant  de    la 
substitution  serait  divisible  par  P\  ce  qui  est  absurde.  D'autre  part 
/.  est  inférieur  à  P'  et  comme  par  hypothèse  Qr>  ï,  on  a  raanil 
tement 

°<p.±FTf  <■■ 

ce  qui  montre  que  q  est  la  partie  entière  de  ^,  •  On  peut  alors  poser 


P 

P' 

p 

P"x* 

ï 

Q 

Q'  ' 

:  Q' 

Q"       ■ 

o 

i  •  .  P    Q    i  i 

et.  comme  q  est  la  partie  entière  commune  a  j^t  -j->  les  termes  de 
la  nouvelle  substitution  sont  positifs  et  vérifient  les  inégalités 

P"      P.        0"<Q'. 

Si  P  et  Q"  sont  différents  de  ï ,  on  peut  décomposer  à  nouveau 
cette  substitution  en  un  produit  d'une  substitution  analogue  par 
un  facteur  (et).  Et  ainsi  de  suite  jusqu'à  obtenir  une  substitution 
dont  l'un  des  termes  de  la  deuxième  colonne  soit  i  ;  en  multi- 
pliant au  besoin  à  gauche  par  (v)  on  obtiendra  une  substitution 
de  la  forme  S  et  par  suite  de  la  forme  (A).  En  tenant  compte  de 
la  première  opération  qu'on  a  peut-être  du  faire  subir  à  ï.  on  a 
bien  démontré  que  ï  esl  de  L'une  des  quatre  formes  indiquées. 

La  démonstration    montre  en  outre  que   la  décomposition   de  1 
n'est  possible  que  d'une  seule  manière.  L'algorithme  indiqué  pour 
cette  décomposition  est  identique,  sauf  les  dernières  opération- 
la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  pour  les  nombres  P  et  P   ou  Q  et  Q 

8.  Supposons  maintenant  qu'une  substitution  ï  |  modulaire,  ■ 
termes  positifs)  transforme  les  nombres  a,   3  en  a  .  (3    : 


—    10  ~- 

i,  y.   V  étanl   positifs  el    les  rapports-,  ^-irrationnels,    on 

p    P 

peul  affirmer  que  ces  rapports  sont  des  quotients  complets  (prin- 
cipaux   ou    intermédiaires)   successifs   d'un    même  nombre,  ou 

oc  oc 

encore  que  est  un  quotient  complet  de  Tj-  Les  cas  qui  peuvent 
alors  se  présenter  ont  été  indiqués  au  n°  ;*>  dont  la  propriété  précé- 
dente constitue  une  réciproque. 

Soi t  par  exemple  le  cas  où  S  est  d'une  forme  (  A). 

S  =(a0)x(at)x..  .x(an),         (ap)=     '' 

i       o 

Considérons  les  systèmes  de  nombres  y.py  [ip  définis  par 

t-n  a'  a«-l  .  «/i  OC]  oc, 

.     =(««)  x      ,         r<        =(art_t)x       ,  ...,  =  (a,)x      . 

P"  P  ,-«-1  Prt  pi  p2 

Les   rapports  -^   sont  manifestement  supérieurs  à  i   et  l'on  a, 
d'autre  part,  comme  conséquence  de  (5), 

a  oc. 

Il  en  résulte  que  j£-  est  le  premier  quotient  complet  (principal) 

Pi 

de  -  (également  supérieur  à  i),  -^  est  de  même  le  premier  quo- 

,      2i  *       1         .,  1      a  ...  .a» 

tient  de  jr  et  par  suite  le  deuxième  de  ^  et  ainsi  de  suite,  ^-  est 
Pi  .  p  p« 

oc 
le  /?"me.  Donc  jr,  sera  le  ai  -f-  1    mc  s'il  est  supérieur  à  1,  ou  sera  un 

quotient  intermédiaire  (à  gauche)  entre  le  ri1*™  et  le  n  -h  i,ème  quo- 
tients principaux  sil  est  inférieur  à  1.  On  étudierait  de  même  les 
autres  cas. 

IL         Transformation  d'une  m  action  continue. 
9.   Soient    deux    irrationnelles  positives,    mises   sous    forme   de 

OC        "'     1  . 

quotients  :  Tj  >  -\  liées  par  une  relation  homo graphique  à  coeffi- 
cients entiers  ; 
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qu'on  peut  écrire,  cl  après  les  notations  déjà  employées, 

a  \     A 

'    =T  x      ,  T  = 

S  '^  B     B' 

Je  me  propose  de  montrer  comment,  dans  des  cas  assez  étendus, 
on   peut  déduire  le  développement   en  fraction  continue  de  ï  de 

celui  de  ■*> 

Lorsque  la  substitution  T  est  modulaire  (K.=  db  i),  on  sait  que 
les  suites  des  quotients  incomplets  des  deux  nombres  ne  diffèrent 
que  par  les  premiers  termes. 

On  peut  énoncer  cette  propriété  en  disant  qu'à  partir  d'un  cer- 

tain  rang  p  les  quotients  complets-^-  de  -  le    sont  aus^i  pour  i« 

pu  :  c 

Ou  encore,   en  posant 

a    _  v         a" 

les   substitutions  modulaires  Tx-«i  à   partir  de  n  :p  onl   leurs 
termes    positifs    et   vérifient  même   les  inégalités  (4)  ou   (4  bis) 

suivant  que  j  est  supérieur  ou  inférieur  à  ï. 

Ce  dernier  énoncé  conduit  à  une  méthode  pratique  pour  déter- 
miner le  rang/?  et  les  premiers  quotients  incomplets   de  \  («eux 

de  q  étant  supposés   connus).   Il   suffit  de  chercher  la    premi 

P 
substitution  T  x  £/  [i  =  (o,  i ,  '2,  . . .)]  qui  vérifie  \*>>  inégalités 

ou  (4  bis)  et  de  la  décomposer  en    an  produit   suivant  l»1  procédé 

indiqué  au  n°  7. 

10.    Si  T  n'est  pas  modulaire,   on    peut    toujours,  d'après    une 

propriété   bien  connue  (')  la    décomposer    en    un    produit    dune 

substitution    modulaire    par    une   autre   à    termes    entiers    de    la 

forme 

a         x         [  ab  =  K, 

o       t»  I  o     t       A. 


;    Hermite  a   énoncé  cette  propriété  pour   une  substitution  linéaire  d'oi 

quelconque,  Journal  de  Crelle,  t.  Il,  jm_ 
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Ceci  posé,   je  ne   Ira  itérai  le  problème  que  si -x  a  une  infinité 
de  quotients  complets  supérieurs  if  K. 

En  désignant  par—  le  premier  d'entre  eux  (qui   peut  d'ailleurs 

rire  \  lui-même),  d'après  la  propriété  précédente,  on  peut  écrire 

.J 
la  relation  entre  y,  o  el  y. ,  (3'  sous  la  forme 

a     —  x         y.'  (  ab  =  K, 

'    =  l    X  X 

o  o       b  P'  (  o^x<b, 

I    étant  modulaire.  Alors  en  posant 

5" 
on  aura 


Y=UxY 


8'  O  h  ^ 


,     57 


Le    (iiiotient  7-7  étant   supérieur   à    R   et  à  fortiori  à  — »  et  ses 
1  p  '  J  a 

termes  a\  fi',  étant  positifs,  les  nombres 

v'=aa'— .r3\  o'  =  b$ 

t 

son!  aussi  positifs.  Je  vais  chercher  le  développement  de  -^  >  celui 
de  ;  s'en  déduira  d'après  la  méthode  du  numéro  précédent. 

I  I.    ^oit  75  un  quotient  complet  supérieur  à  K,  successif  de  ^ 
1  par  exemple  le  deuxième  quotient  de  ^  qui  remplit  cette  condi- 

r 
Y 

non  ».  Il  est  lié  à  -,  par  une  relation  de  la  forme 

a  1  P      P'         a" 

8'        o       h        '  Q     O'  X   £"" 

L  artifice  <<>n->i-ir  alors  à  permuter,  pour  ainsi   dire,  le  produit 
du  deuxième  membre,  en  cherchant  une  égalité  de  la  forme 

a     —r        I'     I'  S     S'        «j     —  xx 

l>  Q     Q'  "   T     T'  '      o        6, 
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Cette  égalité  donne  pour  S.  S '.  T,  T   lei>  valeur- 

S  =  ±(aP  —  xQ).  T  =  ^, 

Cl\  d\ 

S'  =  — ^[(flP-^Q)^-faP  -rO'ia,];  T'  =  -^-  (  0  r,  -  (  >'a,  ,. 

a  i  o  i  «1^1 

On  déterminera  «,.  bf.  xK  par  la  condition  que 

,       S     S' 
T     T' 

soit   modulaire  à  termes    positifs.    Cette    condition    conduit    aux 
règles  suivantes  (*  ") 

o      p.  g.  c.  d.  de  '(  el      Q, 

«i     p.  g.  c.  d.  de     aP —  a?Q     et     />o. 

«!&!  =  K. 
i;>  i-/P-a:Q'K/'1-!«],-/0')ai  =  o  K   , 

17  bis)  I  K/'i  —  Q'«i  =  o  (modo 

;ar1<6,  I. 

12.  Je  me  contenterai  de  montrer  (jue  ces  règles  conduisent  à 
un  seul  système  de  valeurs  pour  <?,.  A,.  ./:,  et  que  ces  valeur-  véri- 
fient la  condition  imposée.  On  vérifierait  sans  difficulté  que  1 
le  seul  svstème  remplissant  cette  condition  (il  faudrait  se  servir 
du  fait  que  Q  et  Q'  sont  premiers  entre  eux);  mai-  cette  vérifica- 
tion n'est  pas  indispensable  pour  le  but  poursuivi. 

Posons.  0  avant  été  déterminé  comme  il  est  dit. 

à  =  oa'.  Q  =  oQ|. 

a\>  —  XQ  =  &i  a'V—  vQ 

a{   est  donc   divisible  par    o  et   le  quotient    a\  est   le   p.  g,  c.  d. 
de  a'  P  —  a*  Q,  et  de  h.  Posons 

a'P  —  a:Qi  =  a\  A,        b  =  a\l>'. 
Ceci  posé,  la  congruence  ^7  61*5)  esl  équivalente  à 
Qi^i—  Q'a'isso        (moda'), 


('     Dans  la  Note  citée  ces  règles  avaient  été  indiq  n  incomplète    la 

deuxième  congruence  ayant  été  omise. 


—  u  _ 

Comme  Q<  el  a1  sonl   premiers  entre  eux,  celle  congruence  a 

une  infinité  de  solutions  données  par  la  formule 

V\  =  A.Q'a'j  -+-  X«', 

a  étant  un  entier  indéterminé  el  A  une  solution  de  la  congruence 

\(v>,  -     i       o         (  moil  a!  i. 

En  écrivant  que  xK  est  solution  de  (7),  on  obtient  la  congruence 
en  a 

)  a  (Œp  _^Q)+  a\[a\  AQ'P  —  P'o)  —  a?Q'8(AQ,-f-  i)J  =  o        (modib), 
qui  esl  équivalente  (après  division  par  ax.a\)  à 

À  h  -h  ( AQ' P  -f-  P'o)  -  x Q'  AQl ^  '  =o         (modo'). 

f-w  11  AOi  +  i 

Dans  celle  nouvelle  congruence  — ~ est  un  entier;  comme 

h  et  6'  sont  premiers  entre   eux,  elle  a  une  infinité  de  solutions 
données  par  la  formule 

1  =  X0  +  \ib'. 

De  sorte  que,  finalement,  les  congruences  (7)  et  (7  bis)  auront 
des  solutions  communes  données  par  la  formule 

AQV,  -+-  X0a'-h  \xa  b'  =  B  -1-  |jlaj. 

On  peut  disposer  de  l'indéterminée  <j.  et,  ceci,  d'une  seule  façon 
pour  que  cette  solution  soit  comprise  entre  o  inclus  et  bs  exclu  (  '  ). 

D  après  le  choix  de  a<,  S  est  un  entier  (égal  à  A),  il  en  est  de 
même  de 

T       b(±       A'n 

T  =  —^  =  b  Q,. 

Les  congruences  (7)  et  (7  bis)  montrent  que  S'  et  T'  sont  aussi 
entiers.  D'au  ire  part,  d'après  le  choix  de  bt,  le  déterminant  de  S' 
est  égal  à  -f-  1 . 

Enfin  les  termes  de  L"  sonl  positifs  :  c'est  évident  pour  T  et  T'. 

('j<  monstration  de  l'existence  de  a?,  est  aussi  une  méthode  de  calcul. 
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Pour  S  et  S',   ce  fait   résulte  de  ce   que  ^  est  supérieur  à  K.    Ed 

P        P' 

reprenant  le  raisonnement  du  n°  7.  on  peut  démontrer  que  -^  et  ^-, 

sont  alors  supérieurs  ou  égaux  à  K  —  i  (c'est  aussi  ce  qui  résul- 
terait des  propriétés  d'approximation  des   réduites)  et  a  fortiori 

à  -•  Donc  aV — :rQ  el  a\y  —  xQ'  sont  positifs  ou  nuls  et  il  en 

est  de  même  de  S  et  S  . 


13.    La  substitution  I    et    les   nombres  ^/,,   bu  j^   étant   ainsi 
choisis,  déterminons  *-".  o    par  L'égalité 

(6  ois  m    =  x 

o        6, 

On  en  déduit  la  relation  entre  y7,  8'  el  Y  .  S    : 

i  i 

■ 


Mais   d'après  l'hypothèse  faite,  y-,  étant  supérieur  à  K  et  a  for- 

P 

tiori  à  — i  les  nombres 

sont  posi t ifs.  Donc,  d'après  la  propriété  du  n"  8,  J=  est  un  quotient 

complet  principal  ou  intermédiaire,  à  droite  ou  à  gauche,  el  l'ou 

aura  les  premiers  quotients  incomplet-  de  i  en  décomposant  I  en 

un  produit  d'après  la  méthode  du  n    7. 

L'égalité  (6  bis)  est   de  la  même   forme  que  (6);  en   appelant 

—   un  quotient  de  =   supérieur  à    K.  on    peut    recommencer   le 

me  calcul  el  déterminer  des  nombres     t,  6s,  ./-._,.   une  substitu- 

V  "  .  "... 

tion  X  et  un  quotient  complet  4j  de  ~  el  par  suite  de  *;  •  Et  ainsi  de 
suite,  la  méthode  est  indéfiniment  applicable,  d'après  l'hypoto 
faite  sur  les  quotient.»  de  s  •  Lu  réunissant  les  suites  partielles  de 
quotients  incomplets  on  obtiendra   la  suite  d«  s  quotients  incom 
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plots  de  <-•  Dans  le  cas  OÙ  ç —  sciait  intermédiaire,  il  \  aurait  lieu 

I  g'  o   /'  7  J 

■  ■  •  lJ  -  1 

d'ajouter  le  dernier  quotient  incomplet  obtenu  pour  l  _    et  le  pre- 
inier  obtenu  |n»ur  :-•  •  Ceci,  comme  conséquence  de  légalité 


X  X  = 

1        o  I       O  I       <)  I  O 


I  i.  Exemple.  —  Soit,  par  exemple,  un  nombre  u  =  z  ayant 
pour  premier^  quotients  incomplets 

i5,      '.     i .     i3,     17,     S.     6,     .>.().     2,     2,     21 , 

el  proposons-nous  de  former  le  développement  de 

1  6a—  p 

2  2J3 

Le  déterminant  de  la  substitution  est  12.  Séparons  les  quotients 
incomplets  proposés  en  groupes  commençant  par  un  nombre  su- 
périeur à  12.  On  obtient  les  substitutions  modulaires 

46       3c  i3       i 

(i5     <(-2)x(i)=  ,  (i3)  = 

D  2  IO 

Sj9     107  io2     4» 

l-       <(8  (6)=  ,  (20)X  (2)X(2)  = 

En  appliquant  la  méthode  indiquée  on  trouve  successivement 
les  résultats 

6     —  1         4()      3i  91       46         3       0 

x     .  =  x  , 

0         2  î  2  2  1  O  j 

3       o  i3        1  i'i       10  1      —  3 

X  =  X  , 

0  4  10  4  I  O  12 

i     —  >         83g     i.)~         173     iî>3         i      — 2 

X  =  X 

12  [g        S  147     i3o         0        3 

i     — 2         102       ii  398     345  1     — 10 

X  =  X 

o         \  .  -  1  ô        i3  o         12 

En  décomposaol  en   produit  chacune  des   substitutions  modu- 
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) aires  trouvées,  on  obtient  : 

91      46 

=  (45)x(i)x(i), 

)Q         10 

=  (9)X(!)X| 

I  1 

f 70     i53 

=  (i)x(5)x(i)x  (i)x(i)x(7)x(i), 

398     3 \  5 

=  (26)x(i)x(i)x(6)x(i). 

r>        la 

Les  premiers  quotients  incomplets  de  v  sont  donc 
45,     1,     1,     9,     f.     3,      1.     5,     1,     1.     [.     7.     1,      >(i,     1,     1.     6,     1. 

et  le  quotient  complet  (principal')  suivant  est  : 

a'  —  10  y         m'         10 
riji'      =  la  ~~  îi  ' 

t 

en  désignant  par  u'  =  -»  le  quotient  complet  de  m  qui  précède  le 
quotient  incomplet  ai   (le  dernier  indiqué'). 

111 .    —   Applications. 

15.  La  méthode  indiquée  permet,  théoriquement  au  moins,  de 
trouver  le  développement  de  -1 1  connaissant  celui  des*  Dans  la 
pratique  on  n'obtient  que  les  premiers  quotients  du  développement . 
puisqu'on  ne  peut  faire  qu'un  nombre  fini  d'opérations. Toutefois 
on  pourrait  se  proposer,  connaissant  une  loi  de  succession  des  quo- 
tients incomplets  de  ^>  d'en  déduire  une  loi  de  succession  des  quo- 
tients de  <•  Ce  problème  peut  encore  être  considéré  comme  th< 
riquement  résolu  :  puisqu'on  peut  calculer  un  nombre  indéfini  de 
quotients  de  ïj  on  peut  dire  que  leur  calcul,  constitue  par  des 
opérations  bien  définies,  est  une  loi  de  succession.  Mais,  ainsi  que 
dit  M.  Poincaré  ('  ),   eu   général   un   problème  n'esl   pas  Ou  résolu 

(')  L'Avenir  des   Mathématiques  (Congrès  <!<'  Rome  ou   Si  l/éfi 

Flammarion,  éd.,  it 

\i  .  i 
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ou  non  résolu,  il  est  plus  ou  moins  résolu.  Si  la  loi  de  succes- 
sion pour  j  esl  simple  \  '  >,  la  réponse  précédente  semblera  évi- 
demment  une  solution  insuffisante  et  trop  compliquée,  il  est  naturel 
de  chercher  une  loi  simple  pour  -<•  C'est  ce  que  je  vais  essayer  de 
faire  pour  quelques  cas,  d'ailleurs  assez  restreints. 

On  pourrait  d'abord  vérifier  sans  difficultés  que,  si  le  dévelop- 
pement de  -s  est  périodique,  il  en  est  de  même  de  celui  de  4-  Mais 
ce  n'esl  pas  là  un  résultat  bien  remarquable,  puisqu'il  peut  se 
ramener  à  ce  fait  qu'après  une  transformation  homographique  (à 
coefficients  entiers),  un  nombre  algébrique  du  deuxième  degré 
esl  encore  algébrique  du  deuxième  degré. 

16.  Soit  ui)  nombre  u,  a  priori  quelconque,  et  une  transforma- 
tion de  déterminant  K. 

Séparons    la  suite   des    quotients  incomplets    de   u  en  groupes 

commençant  chacun  par  un  nombre  supérieur  à  R,  et  faisons  les 

produits  des  substitutions  (a)  correspondantes. 

Soit 

p     Pi 

~=  Q    V 

l'un  de  ces  produits.  Je  supposerai  connue  la  loi  de  succession  des 
substitutions  ï. 

Dans  la  recherche  de  chaque  groupe  de  quotients  incomplets  du 
transformé  v  de  w,  on  peut,  en  somme,  distinguer  deux  opérations  : 
i°  la  recherche  de  la  substitution  (voir  n°  II). 

o        ai 

2°  la  recherche  de  la  substitution  modulaire,  produit  de  substitu- 
tions (a)  de  v 

S     S' 

T     V 

La  détermination  de  6,  ne  dépend  que  des  restes,  module  K,  de 


(')  Il  ot  difficile  de  préciser  ce  mot,  en  particulier  dans  le  cas  présent  où  il 
'  d'une  loi  de  succession  «le  nombres  entiers. 
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P.  P',  Q,  Q';  je  désignerai  par  -.  -',  p,  p'  ces  restes  supposés  com- 
pris entre  o  inclus  et  K.  exclu.  Pour  trouver  une  loi  simple  pour 
le  développement  de  r,  il  y  aura  donc  intérêt  à  connaître  une  loi 
simple  de  succession  des  substitutions 

R=  '         . 

17.  Supposons,  ce  qui  semble  la  loi  la  plus  simple,  que  la  suite 
des  R  soit  périodique.  On  peut  encore  énoncer  ce  fait  en  disant 
que  la  suite  des  -  se  reproduit  périodiquement,  à  des  multiples 
près  de  K,  pour  les  valeurs  des  coefficients. 

Alors  la  suite  des  0  est  périodique  ;  ceci  résulte  de  ce  que.  pour 
une  valeur  de  K,  les  substitutions  0  différentes  sont  en  nombre 
fini  N,  leurs  termes  vérifiant  les  inégalités 

o  <  a  _  k .  <>     ;  b     I\ .         o     x  <  b  1  K . 

Soit  en  effet 
•    Ri,     Rg,     ...,     i\/t  ;         Ri,     ....     R/i;         Ri,     ...: 

la  suite  (  ■  )  des  K,  h  étant  la  période,  et  soit 

V    K   h "//•    Ga+i; 

la  suite  des  0,  h0  étant  la  substitution  initiale  donnée  et  04, 
^2-  •••,  ^h)  •  ••  celles  qui  ont  été  déterminées  par  la  méthode  du 
n°  1  i  appliquée  successivement  à 

0ox  R»,    0,x  R2,    0,      i;,.     ....    BA-i  xR*; 
Or  parmi  les  \  —  i  nombres  0 

0„.     B,,,     82/l,     ....     h 

il  v  en  a  nécessairement  deux  identiques 

^xh  =  U(a-H»)A* 

Pour  déterminer   le  suivant   de   0  a+//  ^   il   faudra   appliquer   la 


i  J'ai  supposé  la  ^ntr  périodique  simple,  ce  qu'on  pont  toujours  supi    s< 
remplaçant,  s'il  >  a  lion,  //  par  un  de  ses  quotients  complets. 
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Ri  =  ''a//  <  Ri, 

()m  trouvera  donc  une  substitution  identique  à  8aA+i  et  ainsi  de 
suile.  I  es  deux  suites  combinées  des  0  et  des  R  seront  donc  pé- 
riodiques  el  de  période  nh%  les  premiers  termes  de  la  période  étant 


"-, 


Xh 


18.  Passons  maintenant  à  la  recherche  de  Sy,  en  supposant  tou- 
jours  la  suite  des  R  périodique.  Une  substitution  2  peut  s'écrire 

p  +  q  k      p'       gr'  k  : 

el  supposons  connu  9/  («,  6,  a?)  précédant  et  0/+,  (a',  6',  .r')  sui- 
vant ï.  On  déterminera  S'  par  l'égalité 

Ce  qui  donne  pour  les  termes  de  £'  les  expressions 

v  =  7  -f-  b1 (ap —  xq), 

S'  =  <x'  ■+■  (  <?/?  —  .r  </  )  a:'  -f-  (  ap' —  x  q  '  )  a'  ; 

T'=-'  —  b(qx'  +  q'a')\ 

■7.  z  t.  t'  ne  dépendent  que  des  termes  de  R  et  par  suite  seront 
les  mêmes  pour  deux  substitutions  S  d'indices  j,  (3  +  nh  (j3  >>  a//  |. 
Sans  niire  hypothèse  que  la  précédente,  on  ne  peut  affirmer  a 
priori  que  les  S'  se  reproduiront  aussi  à  des  multiples  de  K  près 
pour  leurs  coefficients.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  suffit  que  les 
restes,  module  K  de  p,  p\  q,q'  soient  aussi  périodiques,  ce  qui 
revient  à  supposer  que  les  restes,  module  K-,  des  termes  des  S, 
si  reproduisent  périodiquement.  C'est  ce  qu'on  vérifie  aisément 
par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  numéro  précédent;  si  /// 
esl  la  période  des  />.  //,  q,  q\  la  période  des  S'  sera  innh  ou  un 
de  ses  <h\  iseui  s. 

En  résumé  si  les  termes  des  ï  sont  tels  que  leurs  restes  rela- 
tivement <m  module  k-  se  reproduisent  périodiquement,  on 
peut  groupei   les  quotients  incomplets  de  v  de  façon  que  les 
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termes  des  substitutions  ï    aient  des  restes,  module  k.  qui  se 
reproduisent  périodiquement. 


19.  Dans  ce  qui  précède,  je  ne  me  suis  occupé  que  de  la  pério- 
dicité des  termes  de  X,  sans  rechercher  comment  elle  élait  produite 
par  les  quotients  incomplets,  (les  considérations  devraient  être 
précisées,  dans  les  différents  cas  possibles.  Je  vais  les  appliquer 
maintenant  à  une  loi  déterminée  pour  la  suite  des  quotients  incom- 
plets de  u.  Je  supposerai  que  les  termes  de  cette  mite  se  partagent 
en  groupes  de  N  termes,  lés  nombres  correspondant  de  chaque 
croupe  étant,  ou  é^aux,  ou  congrus,  module  k-\ 

Séparons  les  nombres  de  chaque  groupe  en  ensembles  partiels 
tels  que  les  termes  de  chaque  ensemble,  à  l'exception  du  premier, 
soient  égaux  à  leurs  correspondants;  un  ensemble  pouvant  ne  ren- 
fermer qu'un  seul  terme.  En  représentant  les  termes  d'un  ensemble 
par  une  même  lettre,  et  en  supposant,  pour  fixer  le<  idée-,  ti 
ensembles  dans  chaque  groupe,  la  suite  des  quotients  incomplets 

i  par  exemple  (en  remplaçant   us  s'il  y  a   lieu,  par   un  quotient 
complet) 


f-4-atK»,     /,.     /,. 

/--x2K2.     lu     /,, 


m. 

mu     . 

n. 

nt ,     ... 

:      w-HPiK», 

piti,     . 

•  •:      n-~,W. 

a,,      .  .  . 

;      m  —  P  |  k  - 

m , .      . 

.  ;       n  —  V|  k 

n   .       ... 

Faisons  les  produits  de>  substitutions  correspondant   iux termes 
de  chaque  ensemble  partiel  : 

S,  =  i/)X(/|)xi/i)x £t=(m)      (m,)x... 


Soit  à  faire  sur  u  une  transformation  0.  nous  appliquerons  la 
méthode  à  ces  substitutions  S,  les  nombres  / -+-  a4-K2,  m  —  'j,  k  . 
r»-f- y,- K.2  étant  supposés  supérieurs  à  k.  Les  considérations  des 
numéros  précédents  sont  applicables;  les  -  ayant,  de  >  .  n  >.  leurs 
termes  congrus,  module  k-.  Donc  la  suite  des  8  sera  périodique, 
de  période  37/  :  supposons  par  exemple  que  la  période  commence 
au  premier  terme    et   cherchons    la    relation   «ulre  1,  el   1  or- 

respondanl  à  il,  et  - ,/,+, . 
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In  posant 

P      P 

l?!   Q     Q" 


nn  iura 

,     XhK*       v         P-h«AK«Q     P'-t-a/4K*Q 

o         i  Q  Q    . 

.m  l'on  calculera  Sj  el  ï, /,_,_,  par  les  égalités 

s,     ï.x'i,.       Ox^,-ri/)Mx'),. 

de  sorte  que  si  les  termes  de  Sj  sonl  S.  S',  T,  T  et  ceux  de  8  el  0, 
respectivement  a,  6,  x\  af,  A,.  ./■,,  on  aura 

S  —  a&,  ka;,  ()     S'—  a  a/,  K(Qa"|-f-  Q'  a{  > 
y    ,       — 

ou 

S-t-«*a*KT    .S'-+-aAa*KT' 

s    ,       — 

Il  en  résulte  que,  si  la  décomposition  de  Sj  en  un  produit  de 
substitutions  (a)  est  (*  ) 

S'l==(/')  <(/,  .x(/,)x.... 

celle  de  1". h   ,  n'eu  diffère  que  par  le  premier  terme 
1, ,*,.,  =  (f+  %h  ^K)x(/i)x(/;)x.... 

On  ferait  la  même  démonstration  pour  Si  et  S'sA+2,  etc.  Donc, 
<-ii  tenant  compte,  s'il  y  a  lieu,  des  réductions  possibles  entre  les 
différents  groupes  de  quotients  incomplets  ainsi  obtenus  pour  ç>, 
on  eu  conclut  que  la  suite  des  quotients  incomplets  de  e,  vérifie 
la  même  loi  que  la  suite  de  u. 

20,  C'esl  en  somme  celte  propriété  que  j'ai  énoncée  dans  la 
uoti  citée.  Je  supposais  toutefois  que  les  premiers  termes  de 

chaque  ensemble  partiel  se  reproduisaient  périodiquement  relati- 
vement à  tout  module  entier. 

Il  en  esl  alors  de   même   de   la  suite  des  y.\h  et  par  conséquent 

I     p  nul. 
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aussi  des  premiers  termes  des  ensembles  partiels  de  e.  On  obtient 
ainsi  la  propriété  suivante  : 

Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  certains  quotients  incom- 
plets cl' un  nombre  u  se  reproduisent  périodiquement,  et  si  les 
autres,  tout  en  augmentant  indéfiniment  ont.  relativement  à 
un  module  entier  quelconque,  des  restes  se  reproduisant  pério- 
diquement, la  même  propriété  est  encore  vraie  pour  tout  trans- 
forme homographique  de  u.  la  transformation  ayant  des  coef- 
ficients  entiers  et  un  déterminant  K  différent  de  <». 

L'hypothèse  que  les  quotients  augmentent  indéfiniment  esl 
nécessaire  pour  qu'on  puisse  toujours  appliquer  la  méthode  <!<' 
transformation,  le  nombre  Iv  étant  quelconque.  Pour  la  même 
raison  on  n'a  rien  supposé  sur  les'  premiers  quotients  de  //.  ou  de 
son  transformé  en  affirmant  seulement  que  la  propriété  esl  vraie 
à  partir  d1  un  certain  rang.  Je  signale  à  nouveau,  ici,  que 
M.  Hurwitz  a  été  conduit  par  des  procédés  différents  à  un  résultat 
analogue  ' '•  ). 

21.  Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  les  quotients 
incomplets  de  u  se  répartissent  en  plusieurs  progressions  arith- 
métiques dont  certaines  peuvent  être  de  raison  nulle.  Le  calcul 
précédent  est  applicable.  On  a  alors  : 

*\h  =  >•  '". 

et  le  premier  quotient  incomplet  déduit  de  2'z\h+\  est 

Par  conséquent,  les  quotients  incomplets  de  v  se  répartissent 
encore  en  progressions  arithmétiques  de  raisons  en  général  diflfé- 
rentes  des  précédentes. 

Ce   qui    fait   L'intérêt    de   ce    cas,  c'est    que   des   irrationnelles 

i 

connues,  e" ,  la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction  de  Bessel  pour 

X  =  i ont  des  développements  de  celle  forme.  Je  r<  n\  oie  pour 

ces  résultats  à  une  méthode  de  sommation  des  fractions  continues 

(l)  Viertelj.  Naturf.  Ces..  Zurich,  i8g 
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.|(i<>  j'ai  exposée  dans  une  .Note  parue  aux  Comptes  rendus  de 
I'  icadémie  des  Sciences  '  ».  .!<■  me  contenterai  de  traiter  ici  un 
exemple  déterminé. 

La  suite  des  quotients  incomplets  de 

,i         e34-i 
//  =  cot  h  -  =  — 

e*  —  i 

esl 

3,    g,     i5,    ?.  i >      (>n 

■> 
On  peul  on  déduire   le  développement  de  v  =  e:i  qui  est  lié  à  // 
par  une  relation  homographique  qu'on  peul   écrire   sous   la  forme 


V          1 

1 

II 

V             I 

1 

1 

—  I 

u 

]               ! 

X 
1 

I 

OU 

i          I 

() 

X 

() 

2 

X 

! 

Le  déterminant  de  la  substitution  étant  2,  on  peut  appliquer  la 
méthode  au  nombre  u  lui-même,  en  groupant  i  par  i  ses  quotients 
incomplets  et  en  posant  par  conséquent 


>  -h  6 ■  (  n  —  i  )     i 
i  o 


La  substitution  formée  par   les  restes,  module  K,  est  la  même, 
quel  que  soit  n 


i      i 

I      o 


En   appliquant  à  cette    substitution   la   méthode  du  n°  11  pour 
trouver  la  période  des  Q  on  trouve  comme  9  successifs 


I 

f>0  = 

—  I 

À 

o 

I 

0 

»l 

= 

0,= 

o 

2 

0 

1 

0 

a 

Pour   obtenir    les  X    il  suffira    donc  de   calculer  SJ,   X  .  L",  ou 
plutôi  1  Six+j- 


mai  iqio, 


-  m  - 

On  obtient  ainsi 

i     —  i         >  -+-  X  1 8      i  i     -  X  9  i  >       o  ,  1  -+-  >.  1 1  i 

o      2  r  o  i  o  o       i  i  o 


I 

2 

o 

0 

0 

I 

1 

l 

0 

X 

0 

0 

1 

2       o  qh-XiS      1         i8h-X36  1  10  ,  18  -+-X36  i 

x  ==  x  ,         X  )    >  = 

0  1  I  O  I  ()()2  I  0 

1  o  i5  -h  X 18     1        1 5  -f-  X  1 8     8  -+-  X  q        1     —  1  1 5  -+•  X 18     8  -+-  X g 

x  =  '   x  ,         S3)  n  = 

0  2  I02  1.0-2  '  1 

Ejx+i  et  E3X+2  se  composent   d'une  seule  substitution  (a),  2 
décompose  en  un  produit  de  trois 

1  ■">  —  À  18     8  h-  Xq        7  ■+■  Xq     1         11         11 

=  XX. 

2  I  I  O  I       o  I       o 

Les  quotients  incomplets  de seront  donc 

1,     18,     7,     1,     1,     10,     34,     16,     1.     1 

1-1-9X,     I8-+-36X,     7-1-9X,     1,     1 

2 
et  ceux  de  e3  seront  les  mêmes,  mais  précédés  du  nombre  1. 

Les  considérations  des  nos  17  et  18  pourraient  encore  s'appli- 
quer à  d'autres  cas,  par  exemple  lorsque  la  substitution  ï/;  est  de  la 
forme  (*)  UxS",  U  et  S  étant  d'une  forme  (A).  Je  crois  inutile 
de  m'étendre  plus  longuement  sur  ces  cas  qui  ne  comprennent  pas 
de  développements  d'irrationnelles  connues. 


REMARQUES  SUR  LE  THÉORÈME  DE  M.  PICARD; 
Par  M.   Paul   Lk\  i . 

I  vrr.oni  CTIOH 

Le  théorème  de  M.  Picard,  d'après  lequel  une  fonction  entière 

(*)  Un  exemple  de  ce  cas  sérail  donné  par  le  nombre  ayant  pour  suite  de  quotients 
incomplets  1,1,2,1,1,3,1,1,1,2,..., 
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qui  ne  prend  .tii«-ii ii<*  des  valeurs  zéro  et  un  se  réduil  nécessaire- 
ment à  une  constante,  a  été  complété  en  1904  par  AI.  Landau,  qui 
tabli  l«-  théorème  suivant  : 

s  fonction 

aQ      a^x  -h...      a,  ">  —  . . . 

est  régulière  et  différente  de  zéro  et  de  un  pour  toutes  les 
leurs  de  x  de  module  inférieur  à  R.,  nu  a 

r0  ,   désignant     une   fonction    convenablement    déterminée 
de  a9. 

Peu  <lc  temps  après,  M.  Schottky,  complétant  dans  une  nouvelle 
voir  le  théorème  de  M.  Picard,  a  obtenu  le  théorème  suivant  : 

s     une  fonction 

■  >  =  a0-+-  atx  -h. .  .-h  anxn-*r. . . 

est  régulière  et  différente  de  zéro  et  de  un  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  de  module  inférieur  à  R,  on  et 

|log/(*)|i*(a„e)         (6=  -^<i), 

(I>  a ,,.  0  1  étant  une  fonction  convenablement  déterminée  de  a0 
'  I"  détermination  considérée  de  log  f(x)  étant  telle 
que  s<>n  module  soit  aussi  petit  que  possible  pour  x  =  o. 

Ucui-  la  formule  (1  l  nous  pouvons  supposer  que  s(a0)  désigne, 
pour  chaque  valeur  de  a0,  la  plus  petite  quantité  pour  laquelle  le 
théorème  énoncé  soit  exact.  Nous  ferons  une  hypothèse  analogue 
pour  $   '/,..  ')  . 

Les  expressions  exactes  de  ces  fonctions  s(a0)  et  &(rt0,  h)  onl 
été  obtenues pai  M.  Carathéodorj ;  elles  se  déduisent  simplement 
de  la  fom  non  modulaire  elliptique.  M.  Landau  en  a  conclu  que  la 
fonction  <l>  a#f0  .  pour  8  voisin  de  un,  reste  inférieure  à  une 
fonction    rationnelle   de   f;  ésultal    avait    été   obtenu    d'une 

lémentaîre  par   M.   Schottky,  qui  en  avait   déduit  une 
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démonstration    nouvelle    du    second    théorème    fondamental     do 
M.  Picard. 

Il  peut  être  utile  de  connaître  plus  exactement  l'ordre  de  gran- 
deur de  ^(V/o,  8)  quand  h  est  voisin  de  un.  Dans  le  paragraphe  1, 
j'établirai  que  (i  —  9)<ï>(a0,  0")  reste  compris,  quand  G  tend  vers 
un,  entre  deux  limites  finies,  fonctions  de  a0  seulement. 

Le  résultat  obtenu  par  M.  Caralhéodory  justifie  d'une  manière 
remarquable  l'intervention  de  la  fonction  modulaire  dans  le  théo- 
rème de  M.  Picard.  Mais  cela  ne  diminue  pas  l'intérêt  que  peuvent 
présenter  les  démonstrations  élémentaires  de  et*  théorème,  car  on 
peut  chercher  à  établir,  en  partant  de  ces  démonstrations,  une 
théorie  nouvelle  de  la  fonction  modulaire  elliptique. 

La  question  se  présente  sous  deux  aspects  entièrement  différents 
suivant  que  l'on  suppose  connu,  ou  non,  le  théorème  de 
M.  Schwarz  d'après  lequel  on  peut  obtenir  la  représentation 
conforme  sur  \m  cercle  de  toute  région  simplement  connexe 
limitée  par  un  contour  de  forme  quelconque. 

Supposons  d'abord  ce  théorème  connu,  ainsi  que  celui  que 
M.  Poihcaré  en  a  déduit,  d'après  lequel  toutes  les  fonctions  uni- 
formes sur  une  surface  de  Riemann  donnée  peuvent  s'exprimer 
en  fonction  uniforme  d'une  même  variable  t . 

Considérons  en  particulier  la  surface  de  Riemann  S  définie  par 
M.  Lindelôf  (  ■  ),  présentant  une  infinité  de  feuillets  qui  se  per- 
mutent autour  des  points  o,  i  et  x,  et  qui  est  simplement  connexe. 
Le  théorème  de  M.  Poincaré  nous  apprend  que  nous  pouvons 
obtenir  la  représentation  conforme  de  cette  surface,  soit  sur  un 
plan  tout  entier,  soit  sur  L'intérieur  d'un  cercle;  >i  la  théorie  de  la 
fonction  modulaire  n'est  pas  connue,  nous  ne  savons  pas  a  priori 
lequel  des  deux  cas  est  réalisé.  Mais  si  l'on  se  trouvait  dans  le 
premier  cas,  la  fonction  réalisant  cette  représentation  conforme 
serait  une  fonction  entière  ne  prenant  aucune  des  valeurs  zéro  ei 
un.  Il  suffit  doue,  d'avoir  établi  par  un  procédé  quelconque  le 
théorème  de  M.  Picard  pour  en  déduire  < j u< *  la  surface  S  peu!  être 
représentée  sur  un  cercle. 

Rappelons  maintenant  le  principe  qui  a  sen  i  <le  point  de  dépari 


('_   Sur  le  théorème  de  V.  Picard  dans  la  théorie  des  fonct 
(Congrès  des  Mathématiques  à  Stockholm,  1909;  Teubner,  1910). 
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.i  M.  Lindelof.  Soil  i  im^  région  à  contour  simple  sur  une  sur- 
face de  Riemann,  el  >oit  une  représentation  conforme  de  cette 
région  sur  le  cercle  |  t 1  <<  i  faisant  correspondre  un  point  donné  a0 
,ui  centre  du  cercle;  au  cercle  |/|  =  0(<  i)  correspond  alors  une 
courbe  bien  définie  y.  Si  maintenant  nous-  considérons  une 
fonction  /{  t),  dont  les  râleurs  pour  \  t  \  <<  i  soient  représentées 
pur  des  points  de  la  région  A,  sa  valeur  pour  t  —  o  étant 
représentée  par  le  point  a0i  ses  valeurs  pour  |/|<0  seront 
représentées  par  des  points  intérieurs  à  la  courbe  y. 

Il  suffil  d  appliquer  cet  énoncé  à  la  surface  de  Riemann  con- 
sidérée  plus  haut  pour  obtenir  le  théorème  de  M.  Schoitky.  Donc, 
quel  que  > * > 1 1  le  procédé  par  lequel  on  ait  établi  le  théorème  de 
M.  Picard,  le  théorème  de  M.  Schotlkv  peut  s'en  déduire.  Il  faut 
remarquer  d'ailleurs  qu'on  pourra  sans  doute  toujours  L'établir, 
sans  avoir  recours  aux  considérations  qui  précèdent,  en  précisant 
convenablement  la  démonstration  considérée  :  c'est  bien  le  cas 
pour  la  méthode  de  M.  Borel. 

Ayant  établi  la  possibilité  de  représenter  la  surface  S  sur  un 
cercle,  nous  pouvons  définir  la  fonction  modulaire  par  cette 
représentation.  Il  est  facile  d'en  déduire  la  propriété  qui  sert  ordi- 
nairement de  définition  à  cette  fonction.  Traçons  en  effet,  sur  un 
des  feuillets  de  la  surface  S,  le  segment  de  l'axe  réel  compris 
entre  les  points  zéro  et  un;  il  divise  la  surface  -S  en  deux  parties 
symétriques  lune  de  l'autre.  La  courbe  qui  lui  correspond  doit 
donc  diviser  le  cercle  1 1 1  <  i  en  deux  parties,  pouvant  être  repré- 
sentées l'une  sur  l'autre  avec  conservation  des  angles,  mais  chan- 
gement de  leur  sens,  chaque  point  de  cette  courbe  se  corres- 
pondant à  lui-même:  il  est  bien  facile  de  voir  que  cette  courbe  ne 
peut  être  qu'un  arc  de  cercle  orthogonal  au  cercle  |  J  |  =  i .  Le 
même  raisonnement  -/appliquant  pour  les  autres  portions  de  l'axe 
réel  tracées  sur  le  même  feuillet  de  la  surface  -S.  nous  voyons  que 
la  représentation  conforme  considérée  fait  correspondre  un  demi- 
plan  ;i  un  triangle  curviligne  formé  par  trois  arcs  de  cercle 
tangents  entre  eux.  On  retrouve  bien  la  définition  ordinaire  de  la 
t' 'fiction  modulaire. 

Il  serait  bien  plus  intéressant  d'obtenir  des  résultats  analogues 
u  ceux  < 1 1 1 1  précèdent  sans  utiliser  le  théorème  de  M.  Schwarz.  Je 
n'ai  pu  v  parvenir,  mais  j'ai   obtenu  quelques  résultats  qui  pour- 
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ront  peut-être  aider  à  atteindre  ce  but,  et  que  j'exposerai  dans  le 
paragraphe  2. 

Le  paragraphe  3  est  consacré  à  une  généralisation  du  théorème 
de  M.  Landau,  que  j'ai  déjà  publiée  dans  les  Comptes  rendus  du 
9  octobre  1911.  Cette  généralisation  montre  que,  si  une  fonction 
est  régulière  et  différente  de  zéro  et  de  un  pour  \x\  <<  R,  et  vérifie 
en  outre  deux  conditions  d'égalité  convenablement  choisies,  on 
peut,  en  général,  déterminer  une  limite  supérieure  de  R. 

Je  démontre  d'abord  qu'on  peut  prendre  pour  ces  deux  con- 
ditions 

/(È)  =  «?        /(È')  =  *        (*?*«). 

On  peut  alors  déterminer  une  limite  supérieure  de  H.  Ce  résultat 
était  d'ailleurs  certainement  connu  de  MM.  Schotlky  et  Lindelof, 
car  il  résulte  immédiatement  de  leurs  travaux;  mais  je  ne  crois 
pas  qu'il  ait  été  énoncé  explicitement  sous  celle  forme.  En  partant 
de  ce  cas  particulier,  je  démontre  qu'on  peut  remplacer  les  con- 
ditions ci-dessus  par  d'autres  beaucoup  plus  générales. 

1.  Appelons  t  =  v(z)  la  fonction  qui  définit  la  représentation 
conforme  du  cercle  |  t\<^  1  sur  la  surface  S,  de  manière  que,  pour 
£  =  0,  z  ait  une  valeur  donnée  aQ.  Cette  fonction  n'est  définie 
qu'à  un  facteur  constant  près,  de  module  égal  à  un  et  d'argument 
quelconque;  il  nous  sera  inutile  d'en  préciser  la  définition.  Nous 
appellerons  z  =  X  (t)  la  fonction  inverse. 

Les  points  du  plan  des  t  auxquels  correspondent  des  valeurs 
réelles  de  z  forment  des  arcs  de  cercle  orthogonaux  au  cercle 
|  £  |  =  1 ,  divisant  la  surface  de  ce  cercle  en  triangles  curvilignes  I 
dont  les  sommets  sont  sur  la  circonférence.  Un  point  A.  somme) 
d'un  de  ces  triangles,  est  aussi  somme!  d'une  infinité  de  triangles 
analogues  dont  les  autres  sommets  forment  une  suite 

...,     A_i,     A0,     A] A/t,     A/,-4-1,     .... 

Par  une  inversion  par  rapport  au  point  \,  on  obtient  une  suite  d< 
points  éq  ni  distants, 

cela  résulte  aisément  des  propriétés  connues  de  la  fonction  modu- 
laire. 
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Nous  pouvons  supposer  que  les  deux  points    \„  et  A//+l  mis  en 

évidence  son!   situés  de  pari  el  d'autre  du  diamètre  issu  de  A.  Il 

esl     évident    que    les    distances  A0A,.   \,  V.,...    (comptées   en 

ligne  droite  ou  sur  le  c<  rcle  I  vont  en  croissant  jusqu'à  A„  \/l+l  el 

ûssenl  ensuite,  et  qu  on  a 

V  \u    i      AA»_i,         \V„>  AA„   i. 

Soii  d'autre  pari  T0  celui  des  triangles  T  qui  contient  le  point 
t=o.  Ses  côtés  ne  pouvant  pas  couper  l'arc  AA„+,,  ou  bien  il 
coïncide  avec  A  \„  A,/+l,  ou  bien  ses  trois  sommets  sont  sur  celui 
des  an  s  \ n  \„+{  du  cercle  |  t  \  =  i  qui  ne  contient  pas  le  point  A. 
Donc  cel  arc  est  au  moins  égal  au  plus  petit  des  arcs  interceptés 
sur  le  cercle  |i|  =  i  par  le  triangle  T0.  Donc  B„  \>„+\  a  un  mini- 
mum indépendant  du  point  A;  B,  B„  et  AB,  sont  alors  au  moins 
de  Tordre  de  grandeur  de  /i,  et  l'on  a 

i  /iAA,<C. 

C  étanl  une  quantité  indépendante  du  choix  des  points  A  et  A,  . 
Elle  ne  peut  être  très  grande  que  si  le  triangle  T0  a  un  de  ses 
côtés  très  petit,  et  cela  n'arrive  que  si  a0  est  très  grand  ou  très 
voisin  de  zéro  ou  de  un. 

Ces  résultats  préliminaires  étant  établis,  l'expression  de  la 
fonction  <!>('«„,  9),  donnée  par  M.  Garathéodory,  est 

<I»(a0,  6  i  =  max  |  log  Ai  t)  |, 

la  détermination  considérée  de  log  X(f)  étant  telle  que  son  module 
soit  aussi  petit  que  possible  pour  t  =  o.  Je  me  propose  d'établir 
que  celte  fonction  reste  comprise,  quand  b   tend  vers  un,  entre 

deux   limites  de  la  forme  r>    K  désignant  des  fonctions  conve- 

i  —  0  ° 

nablement  déterminées  de  a0. 

L'existence  d'une  limite  inférieure  de  cette  forme  se  vérifie 
facilement.  Désignons  par  t0  La  valeur  de  t  correspondant  à  un 
sommet  d'un  triangle  T  dans  le  voisinage  duquel  à(j)  tende  vers 
l'une  des  valeurs  o  ou  ce;  on  sait  que,  dans  le  voisinage  de  ce 
point,  log  /.'  t    a  pour  valeur  asymptotique,  à  un  facteur  constant 

près, •  Son   module  esl    donc   supérieur  à   une  limite   de   la 
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forme      __ .  »    qui    est  aussi  a  fortiori    une    limite   inférieure    de 

*(o.,e>. 

Pour  établir  L'existence  d'une  limite  supérieure  de  la  même 
forme,  il  suffit  d'établir  que  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire 
de  logA(/),  sur  le  cercle  1 1  \  =  9,  ont  toutes  deux  leurs  modules 
inférieurs  à  une  limite  de  cette  forme. 

Pour  la  partie  réelle,  cela  résulte  d'une  formule  obtenue  par 
M.  Landau  (*).  En  désignant  par  g(t)  une  fonction  régulière,  dif- 
férente de  zéro  et  de  un  pour  1 1 1  -<  \  ,  eette  formule  s'écrit 

log|ff(Ol  </J,s"-'o)|  }_\t,         CI'K'  • 

En  l'appliquant  aux  fonctions  X(/)  et  — — on  obtient  le  résultai 
énoncé. 

Quant  à  la  partie  imaginaire  de  logA (t),  son  module  est  au  plus 
égal  à  t:  (N  -f-  i  ),  en  désignant  par  N  le  nombre  de  fois  que  X(/  ) 
prend  une  valeur  réelle  quand  on  va  du  point  t  à  l'origine  en 
suivant  une  ligne  droite,  c'est-à-dire  le  nombre  de  fois  qu'on 
coupe  un  côté  d'un  triangle  T  en  suivant  le  chemin  indiqué.  Soit 
d'autre  part  AAoA,  celui  des  triangles  T  qui  contient  le  point  t  à 
son  intérieur;  appelons  s-  et  2  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des 
distances  des  points  A,  A0  et  A{  deux  à  deux,  comptées  sur  le 
cercle  |l|=i;  nous  pouvons  supposer  sans  faire  aucune  res- 
triction que  S  est  l'arc  AA,.  i  —  |  1 1  =  i  — 0  étant  de  Tordre  de 
grandeur  de  S  ou  plus  petit,  nous  sommes  ramenés  à  démon  lier 
que 

(5)  NS<K, 

k  désignant  une  quantité    indépendante  du   triangle  AA„  V,.   el 
fonction  de  a0  seulement. 

En  allant  du  point  t  vers  l'origine  en  suivant  une  ligne  droite. 
on  quille  d'abord  le  triangle  A  \0A,  pour  entrer  dans  un  triangle 
A  A,  A2  ;  nous  supposerons  que  A,  désigne  celui  des  points  \  ri  V, 
qui  est  entre  A0  et  A2;  l'arc   ^0Aa  étant  très  petit  (sauf  pour  un 
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nombre  fini  de  triangles  A A0  A,),  le  point  A,  ainsi  désigné  est 
bien  détermine.  L'arc  A«A2  est  supérieur  à. Tare  A0A,,  et  par 
suite  à  7.  La  quantité  analogue  à  2  relative  an  triangle  AA,  A2  est 
donc  supérieure  à  -  —  t.  On  verrait  de  même  que  les  quantités 
analogues  relatives  aux  autres  triangles  ï  qu'on  traverse  en  allant 
du  point  /à  l'origine,  sont  supérieures  respectivement  à  £  +  23-, 
1  iT.  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  (prou  atteigne  le  triangle  T0. 
Tour  le  triangle  qui  précède  T0  elle  sera  donc  supérieure  à 

£-+-(N  —  i)ff>  Nœ 
et  comme  elle  est  inférieure  à  îî,  on  a 

(6)  \-<-. 

Soit  maintenant  A  A„AW+,  le  dernier  des  triangles  considérés 
qui  ait  A  pour  sommet;  Aw  et  A,i+,  sont  alors  situés  de  part  et 
d'autre  du  diamètre  passant  par  A,  de  sorte  que  la  formule  (4) 
s'applique.  En  augmentant  un  peu  la  valeur  de  la  constante  C,  on 
peut  évidemment  remplacer  AA,  par  S,  et  il  vient 

(7)  *2<C. 

Désignons  par  tr'  et  N'  les   quantités  analogues  à  1  et  JN  relatives 
.m  triangle  AA„A„+I.  On  a  évidemment 

\  =  rt  +  N', 
et,  d'après  les  formules  (3),  n  étant  au  moins  égal  à  2  ('), 

La  formule  (6), appliquée  au  triangle»  AAflAn+,;  donne  alors 

Ln  tenant  compte  de  la  formule  (7),  il  vient 

NI<--C, 


(')  Cette  conclusion    suppose  que   le   plus    petit   cote   du  triangle  A A„An+1   ne 
soit  pas  \    \        Cela  ne  peut  être  faux  que  si   \  \, ,A,    ,  coïncide  avec  T0,  el  dans 
\  le  sorte  que  la  formule  (8)  est  toujours  exacte. 


-  33  - 

inégalité  de   la  formule   (5),   qui,    par   >uite,  établit  le   théorème 
énoncé. 

!2.  Considérons  l'ensemble  des  fonctions  /(x) qui  sont  régulières 
et  différentes  de  zéro  el  de  un  pour  I  x  I  <C  R,  et  qui  prennent  la 
valeur  a0  pour  x  =  o.  Représentons  leurs  valeurs  sur  la  surface 
de  Riemann  8  dont  il  a  déjà  été  question,  en  partant  pour  ^  =  o 
du  point  z  =  «0  marqué  sur  un  feuillet  bien  déterminé  de  celte 
surface.  Les  points  représentant  les  valeurs  de  toutes  ces  fonctions 
pour  |  x  1 <  f)R  (9  <<  i),  forment  une  certaine  région  'l  sur  la  sur- 
face S. 

D'après  le  théorème  de  M.  Schottkv.  tous  les  points  de  cette 
région  #_  sont  intérieurs  à  un  cercle  avant  l'origine  pour  centre  et 
un  rayon  convenablement  déterminé;  ils  sont  de  même  extérieurs 
à  deux  cercles  de  rayons  suffisammenl  petits  avant  respectivement 
pour  centres  les  points  z  ==  O  et  z  ■=  i.  Il  n  en  résulte  pas  que  la 
région  Si.  soit  finie  ;  il  faut  encore  prouver  qu'elle  est  située  tout 
entière  sur  un  nombre  fini  de  feuillets  de  la  surlace  S.  li  su  fût 
pour- cela  de  montrer  qu'on  peut  aller  du  point  a9  à  un  point 
quelconque  P  de  <•!  en  décrivant  un  chemin  de  longueur  finie 
intérieur  à  «R.  Ov,f(x)  étant  celle  des  fonctions  considérées  dont 
la  valeur,  pour  #  =  ?,  (|  £|59R),  est  représentée  par  le  point  P, 
le  chemin  représentant  les  valeurs  de/(;r),  quand  x  va  de  o  à  ;  eu 
suivant  une  ligne  droite,  est  de  longueur  finie;  cela  résulte  du 
théorème  de  M.  Landau,  qui  nous  donne  une  limite  supérieure 
de  l/V-'';!  pour  les  valeurs  de  x  considérées,  puisque  f{  x  |  ne 
peut  être  ni  très  grand,  ni  très  voisin  de  zéro  ou  de  un.  La  région  il 
est  donc  sur  la  surface  S  une  région  finie.  Remarquons  qu'il  n  esl 
nullement  évident,  du  moins  au  poinl  de  vue  élémentaire  où  nou- 
nous plaçons  ici,  que  le  contour*'  limitant  cette  région  son  simple. 

Nous  allons  maintenant  établir  que  la  région  •!  contient  son 
contour  y,  autrement  dit,  il  faul  montrer  que,  P  étanl  un  poinl 
de  y,  parmi  les  fonctions  f  (x)  considérées,  il  eu  existe  une  donl 
la  valeur,  pour  #  =  8R  par  exemple,  soil  représentée  par  le 
pomi  I*.  Or  P  peui  être  considéré  comme  limite  d'une  suite  de 

points 

I»          p  p 

intérieurs  à  R.  Il  existe  sûrement  .parmi  les  fonctions  considéra 

3 
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une  fonction  fn(x)  don l  la  valeur,  pour  x  =  8R,  soil  représentée 

par  le  point  IV,.  Or  l'ensemble  des  fonctions /"(a?)  considérées  est 
compact,  d'après  un  théorème  de  MM.  Landau  et  Carathébdorv  (')• 
Donc,  parmi    les  fonctions  fn(x),  on  peut  choisir  une  infinité  de 

fou.  (ion-,  initiant  vers  un»'  1 1 m i t e  /'( './•  ».  D'après  le  théorème  cité. 
elles  le  m  le  ni  vers  f(x)  'inné  manière  uni  (orme  dans  tonte  région 
intérieure  au  cercle  |  x  |  =  R  ;  il  en  résulte  que  f(x  >  vérifie  tontes 
les  comlit ions  indiquées. 

Je  dis  maintenant  que  cette  fonction  /(x)  admet  le  cercle 
|x|=  R  comme  coupure.  Pour  le  montrer,  je  supposerai  qu'elle 
soil  régulière  sur  un  certain  arc  de  ce  cercle,  et  je  montrerai  que 
celte  hypothèse  conduit  à  une  contradiction. 

En  faisant  cette  hypothèse,  il  existe  un  contour  C,  composé 
d  un  arc  du  cercle  |#|  =  R  et  d'un  arc  de  courbe  extérieur  à  ce 
cercle,  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  /*(#)  soit  régulière  et  diffé- 
rente de  zéro  et  de  un.  Considérons  la  représentation  conforme  de 
la  région  intérieure  à  C  sur  l'intérieur  du  cercle  |â?|  =  R;  on  peut 
le  faire  sans  utiliser  le  théorème  de  M.  Schwarz,  car  on  peut 
prendre  pour  C  un  contour  formé  de  deux  arcs  de  cercle,  et  alors 
celte  représentation  s'obtient  à  l'aide  d'une  fonction  élémentaire. 
A  tout  point  x'  intérieur  à  C  correspondra  ainsi  un  point  x'  inté- 
rieur au  cercle  considéré;  on  peut  établir  cette  correspondance  de 
manière  que  x  et  x1  soient  nuls  en  même  temps.  On  sait  que  dans 
ces  conditions  on  aura  toujours 

|  x  |<  |  x1 1 
pour  les  points  x'  intérieurs  à  C.  Posons 

La  fonction  g(x)  est  régulière  et  différente  de  zéro  et  de  un  pour 
i  'W.  ci  prend  la  valeur  <t0  pour  x  =  o.  Elle  prend  une 
valeur  représentée  par  le  point  I*  pour  x' =  OH,  c'est-à-dire  pour 
|j;|<;0ll.  Les  valeurs  qu'elle  prend  pour  |.r|  =  9R  sont  donc 
représentées  par  des  points  entourant  complètement  le  point  P, 
dont  certains  sont  par  suite  extérieurs   à  la   région  M .   Cela  étant 
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impossible,  d'après  la  définition  même  de  la  région  s&.  le  résultat 
énoncé  est  établi. 

On  sait  que  cette  fonction  f(x)  ne  peut  être  qu'une  fonction  de 

la  forme  \(ax),  a  étant  une  constante  de  module  .- •  On  peut  donc 

dire  que  les  raisonnements  précédents  conduisent  à  une  définition 
nouvelle  de  la  fonction  X(£),  et,  en  parlant  de  cette  définition  et 
par  des  raisonnements  élémentaires,  nous  avons  établi  que  celte 
fonction  admet  le  cercle  |l|  =  1  comme  coupure.  C'est  ce  qui  m'a 
fait  penser  qu'on  pourrait  de  cette  manière  retrouver  les  autres 
propriétés  de  celte  fonction. 

Il  suffirait  d'établir  (pie  la  fonction  f(x')  considérée  donne 
la  représentation  conforme  de  la  surface  -S  sur  le  cercle  \x  |  <<  R. 
Je  n'ai  pu  l'établir  par  des  raisonnements  élémentaires,  ainsi  que 
je  l'ai  déjà  dit,  el  j'ai  seulement  pu  ramener  ce  problème  à  la 
démonstration  du  théorème  suivant  :  il  existe  une  fonction  régu- 
lière et  différente  de  zéro  et  de  un  pour  |x|<<R,  prenant  la 
valeur  a0  pour  x  =  o,  et  dont  les  valeurs,  pour  tous  les  points  du 
cercle  \x\  =  9R,  sont  représentées  sur  la  surface  S  par  des  points 
de  la  courbe  y. 

3.  Dans  l'énoncé  du  théorème  de  M.  Scliouks.  l'inégalité  (2)  peut 
être  remplacée  par  l'inégalité 

(9)  \f(x)-a0\-,W(a0.ih  (0=  i£i  <i  ). 

La  fonction  xl'(a0,  8),  pour  une  valeur  déterminée  de  0.  reste 
finie  quand  a0  n'est  ni  très  grand,  ni  très  voisin  de  zéro  el  de  un. 
MM.  Landau  et  Bernays  ont  même  montré  qu'elle  reste  finie  quand 
aQ  est  voisin  de  zéro  ou  de  un.  \  cause  du  rôle  analogue  des  deui 
nombres  zéro  et  un,  il  suffît  d'établir  ce  résultai  en  supposant  a9 

voisin  de  un.  Or,  en  considérant  la  détermination  de  yf(x) 
qui  est  voisine  de  —  1  pour  ./•  =  o,  et  en  lui  appliquant  l'iné- 
galité (y),  on  obtient  une  limite  supérieure  de  \  -\  at  \ 
el  par  suite  de  \f(x) —  tf0 1  (lm  reste  finie  «pi. nid  a«  tend 
vers  un. 

La    différence    f(x)  —  a%    s'annulanl     pour    1       «>    el    ajanl 


an,  -    »  on  a 
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pour  |  X  |  <  —  SOI!  module  an    plus  égal  à  M'  (  a0,  -  ) 

!/<*)-«.    îl^L»(o,,i)  =  i|fLi,(«,),      (m<*)- 

Si  donc  r/„  n'est  pas  très  grand,  cl  si  f  (x)  prend  pour  x  =  ç  une 
valeur  donnée  6,  |ç|  n'élanl  p.is  très  grand  et  \h —  <70|  n'étant  pas 
1res  petit,  on  peut  déterminer  une  limite  supérieure  de  R. 

En  faisant  un  changement  d'origine  dans  le  plan  des  x,  on 
obtient  le   théorème  suivant: 

Si  une  fonction  f(x  )  est  régulière  et  différente  de  zéro  et 
de  un  pour  \  x  |  <  R,  et  si  Von  a 

fi\)  =  *\       /({')  =  *        (***), 

on  peut  déterminer    une  limite  supérieure  de  \\    en  fonction 
de  ;,  ;',  a  et  h. 
Si  Von  a  de  plus 

(10)  |«|<0J.  |  6  —  «|  >  £, 

(h)  \\\$*\     iri^', 

on  peut  déterminer  une  limite  supérieure  de  R  en  jonction 

de  s.  tù  et  u)1 . 

Je  vais  maintenant,  comme  je  l'ai  annoncé,  établir  un  théorème 
plu»  général  dont  voici  l'énoncé  : 

Soient  a  et  b  deux  constantes  et  {]  f  et  Vf  deux  fonction- 
nelles vérifiant  la  condition  suivante  :  lorsque  la  fonction  f(x) 
tend  uniformément  vers  une  constante  quelconque  a  dans  une 
région  finie  «fil  du  plan,  Vune  au  moins  des  inégalités 

i  ■  U/  —  a  r/.  o,         V/—  b  ,    9 

est   vérifiée  à  partir  d  un   certain    instant  ;  il  en  est  de  même 

lorsque  -r-, —  tend  uniformément  vers  zéro  dans  la  région  ,i|. 

Dans  ces  conditions,  si  f(x)  est  une  fonction  régulière  et 
différente  de   zéro  et    de   un  pour  !./|-<ll,  et  si  Von  a  de 
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plus 

i3  Vf=a,         Xf=b. 

on  peut  déterminer  une  limite  supérieure  de  \\. 

Par  hypothèse,  il  existe  un  nombre  (•>  tel  que  l'inégalité 

|/(ar)|>w5 

supposée  vérifiée  dans  toute  la  région  &,  entraîna  l'une  au  moins 
-  inégalités     i  !    .    De   même,    pour  chaque  valeur  finie  de  x.  on 
peut  déterminer  un  nombre  z  tel  que  l'inégalité 

|/(*)-a|<6, 

supposée  vérifiée  dans  toute  la -région  A,  entraîne  Tune  au  moins 
des  inégalités  (12). 

.le  dis  d'abord  qu'on  peul  supposer  ce  nombre  e  indépendanl 
de  la  valeur  considérée  de  a.  La  démonstration  <le  ce  faii 
analogue  à  celle  de  la  continuité  uniforme  des  fondions  continues. 
Remarquons  d'abord  que  pour  I  a  |  >>  co  -+-  1  on  peut  prendre 
z  =  1 .  Si  donc  le  résultat  énoncé  était  faux,  on  pourrait  trouver 
une  suite  de  valeurs  de  a,  tendant  vers  une  limite  finie  x',  telles 
que  les  valeurs  de  z  correspondantes  tendent  nécessairement  vers 
zéro;  or  il  ne  peut  en  être  ainsi  :   car,  en  appelant  z    La  valeur  de  : 

correspondant  à  a',  la  valeur  —  convient    certainement    pour  tous 
les  nombres  y.  tels  que 

Nous  pouvons  donc  supposer  1  indépendanl  de  x. 

La  démonstration   du   théorème  énoncé  esl  alors  immédiate.  Il 
existe  certainement  dans  H  un  nombre  ;  tel  que 

car  autrement  les  égalités  (1 3)  ne  pourraient  pas  être  vérifiées.  Il 
existe,  pour  la  même  raison,  un  nombre  ;'  tel  que 

1/(6')  — «I  =  |6-a|> 

Ln  appelant  w'  la  plus  grande  distance  à  I  origine  d  un  point  de  la 
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région  !R  .  <>n  ;> 

|:|    '<■>'•  ;'!<»'■ 

Les  quatre  inégalités  précédentes  sont  identiques  aux  inéga- 
lités (10)  et  (in.  ()n  peut  donc  déterminer  une  limite  supérieure 
de  R,  ce  qu'il  fallait  établir. 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  les  restrictions  imposées 
aux  fonctionnelles  Uf  sont  très  peu  restrictives.  Les  fonctionnelles 
que  l'on  considère  en  gênerai  sont  continues,  c'est-à-dire  tendent 
vers  une  limite  quand  la  fonction  dont  elles  dépendent  tend  uni- 
formément dans  la  région  Si  vers  une  fonction  limite  o(x),  sauf 
peut-être  pour  certaines  déterminations  particulières  de  'f(^).  Il 
en  sera  donc  ainsi,  en  général,  de  LJy,  si  Ton  prend  pour  co(#) 
une  constante  a  différente  de  certaines  valeurs  exceptionnelles  (a'). 
Pour  les  autres  valeurs  de  x,.  la  limite  de  Uf  sera  une  fonction 
continue  de  a,  qui  peut  être  égale  à  a  pour  certaines  valeurs  (a"). 
La  seconde  condition  ('3)  conduit  de  même  à  considérer  des 
valeurs  ((3')  et  (fjv)  de  a.  Ces  valeurs  exceptionnelles  de  a  for- 
meront le  plus  souvent  des  suites  finies  ou  dénombrables,  de  sorte 
qu'en  général  aucun  nombre  Mini  ou  infini)  ne  figurera  à  la  fois 
dans  Tune  des  suites  (a!)  ou  (a")  et  dans  l'une  des  suites  (fi') 
ou  (fi").  Les  hypothèses  faites  dans  l'énoncé  du  théorème  pré- 
cédent sont  donc  vérifiées  en  général. 

Considérons  par  exemple  une  condition  de  la  forme 

(i4)  /(£)  =  «, 

le  point  ;  étant  intérieur  à  la  région  M. .  Il  n'y  a  aucune  valeur 
exceptionnelle  (a'),  et  la  suite  (a")  se  réduit  au  nombre  a.  Si  donc 
on  prend  deux  conditions  de  cette  forme,  avec  deux  valeurs  dif- 
férentes  du  second  membre,  le  théorème  considéré  s'applique  et 
l'on  retrouve  le  théorème  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ. 
Soit  maintenant  une  condition  de  la  forme 

(15)  /<*>({')  =  6. 

La  Mille  i  v' i  >«•  réduit  à  la  valeur  y  =  oo.  On  voit  donc  déjà  que 
deux  conditions  de  cette  forme  ne  conviendraient  pas,  car  celle 
valeur  serait  singulière  pour  les  deux.  Les  nombres  (  y")  com- 
prennent   tous  le->   nombres  si  6  =  o,  ci  n'en  comprennent  aucun 
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-i  b  -=£  o.  Dans  ce  dernier  cas,  on  peut  donc  prendre  une  condition 
de  la  forme  i  14  )  e\  une  de  la  forme  1  ■>  .  el  le  théorème  considéré 
s'applique.  Si  ;' =  ;,  on  retrouve  ainsi  le  théorème  de  M.  Landau 
généralisé  par  M.  Schottky. 

Le  théorème  qui  vient  d'être  établi  permet  de  former  un 
exemple  de  Jonction  de  fonctionnelles^  c'est-à-dire  de  quantité 
dépendant  dune  fonctionnelle  comme  une  fonctionnelle  dépend 
d'une  fonction.  En  effet,  les  nombres  positifs  R  se  divisent  en  deui 
catégories  suivanl  qu'il  est  ou  non  possible  de  déterminer  une 
fonction  f\  x  >  régulière  et  différente  de  zéro  et  de  un  poui  j  \\ . 
et  vérifiant  en  outre  les  conditions  (1 3).  Ces  deux  catégories 
nombres  ont  une  limite  commune  bien  déterminée  1.  Supposons 
pour   fixer    les   idées  que   la    première  des   condition  ait   la 

forme 

/'(  o  |  =  a         (a  -----  o.  a  -~  \ 

0  ne  sera  alors  infini  que  dans  le  cas  où  a  est  une  valeur  exception- 
nelle relative  à  la  seconde  condition  considérée, et  ne  sera  nul  que 
dans  le  cas  également  particulier  où  cette  condition  sera  incompa- 
tible avec  la  première.  Cette  quantité  z  est  une  fonction  de  la 
fonctionnelle  Vf —  /!>,  et  qui  varie  d'une  manière  continue  a 
les  éléments  qui  servent  à  définir  cette  fonctionnelle. 


SURFACES  DONT  LES  LIGNES  ASYMPTOTIQUES  SE  DÉTERMINENT 
COMME  CELLES  DE  LA  SURFACE  DES  ONDES; 

Par   M.   K.   Keravai.. 


\u  Tome  IV  de  sa  Théorie  des  sur/aces,  dans  un.-  Note  sur  la 
surface  des  ondes  de  Fresnel,  M.  Darboui  a  démontré,  pour  cette 

surface,  la  proposition  suivante  : 

En  tons  les  points  de  chaque  ligne  asymptotique  de  lu  sur- 
face, le  plan  tangent  à  lit  surface  est  tangent  nu 
complexe  de  Chasles  dont  le  tétraèdi  damental 

fuir  les  (>l<ins  de  symétrie  et  le  /dan  de  l'infini. 
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L'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  des  lignes 
isymptotiques  est  alors  de  la  forme 

(i)  \/*z+-i/—$px      \       yqy  =  0> 

où  a,  p,  V  sont  trois  constantes  de  somme  nulle. 

Réciproquement,  M.  Darboux  cherche  ensuite  toutes  les  sur- 
faces pour  lesquelles  l'équation  différentielle  des  lignes  asympto- 
liques  esl  de  la  forme  (i)  et  il  trouve  d'abord  les  surfaces 
tétraédrales  el  ensuite  toutes  celles  <p«i  vérifient  l'équation  aux 
dérivées  pari  ielles 

s      rt  -  Tï~-{f'r  +  'l-y~  z  ' 

avec  cette  diiïérence  que  pour  les  surfaces  tétraédrales  seulement 
la  génératrice  de  contact  du  cône  du  complexe  et  du  plan  tangent 
coïncide  avec  une  tangente  à  une  ligne  asymptotique  de  la  surface. 
C'est  cette  équation  (2)  que  je  me  propose  d'étudier.  Je  vais  faire 
voir  qu'on  peut  ramener  son  intégration  à  celle  de 

1     à*z         X(i  —  X)  .        « 

r-  —  t 7T  pour  A  =  -, 

Z   ÙX  dy         ( :r        y  )-  ■>. 

qui  est  l'équation  de  Poisson.  On  sait  que  pour  celle-ci  on  ne  peut 
obtenir  «I  intégrale  générale  explicite  bien  qu'on  puisse  écrire  sans 
aucun    signe   de  quadrature  les   équations  de  chaque  système  de 
caractéristiques.  Il  en  est  de  même  pour  l'équation  (2). 
Cette  équation  (2)  étant  de  la  forme 

s2  —  rt  =  F(a?,  y,  z.  p.  q  i. 

\r^  caractéristiques  sont  les  lignes  asy m pto tiques  des  surfaces 
intégrales.  Ce  sont  donc  des  courbes  dont  le  plan  oscillateur  est 
tangent  au  cône  d'un  complexe  tétraédral.  \u  lieu  de  la  forme  (1) 
je  prends  la  forme 

b  \J p  r  —  \J q  y  ■+■  a  yz  =  o         avec         a-  —  b-  =  i  : 

,i  tout   système  de  valeurs  de  a,  6  correspond  un  complexe.  Soit 

maintenant 

p    X  —  a      h  q\  \       y)       Z 

l'équation   <lu   plan  oscillateur  à  la  courbe  au  point  ..••,   r,  z.   Ces 
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Irois  quantités  a?,  y,  s,  ainsi  que  />.  y,  sont  fonctions  d'un  para- 
mètre X.  Je  dérive  deux  fois  par  rapport  à  X  et  j'exprime  que  les 
équations  obtenues  sont  vérifiées  pour  X  =  x,  Y  =  y,  L  =  z. 
Au  lieu  de  garder  p  et  q  j'introduis 

^=A,         2£  =  B. 

J'ai  ainsi 

A^-+-B-  —  -=A-t-B— i. 

:r  y        z 

En   effectuant  les   opérations   que   j'ai  indiquées  on   trouve  les 

deux  équations 

x'  y'       z 


x  y 


Z  V'  =  A'-  -t-B'21. 


\  ^  /         \  y  )       \  *  i  *         y 

x'  y'  z' 

Je  vais   poser   pour  abréger   —  =  X,  —  =  Y,  —  =  Z,  X,  Y,  Z 

3"  y  ~ 

n'ayant  pas  naturellement  la  même  signification  que  plus  haut.  J  ai 
alors 

(  V\  +  BY  =  Z. 

/  A\2-BV^—  Z*  =  VX-B'Y. 

Or,  pour  vérifier  (3),  on  peut  poser 

A  =  ):-.         B  =  (a  -+-6X)*, 
d'où 

A'  =  2À.         B'='i6(a-4-^X). 

Si  j'élimine  Z  entre  les  équations  (4). Ie  trouve 

l(A  —  i)X«-4-B(B  —  i)Y«       iABXI        \\     -B'Y  =  o. 

Cette  équation  en  \,  ^  représente  une  conique  demi  le  discri- 
minant A  est  nul  si  l'on  remplace  A  et  B  en  fonction  de  X.  Cette 
équation  se  décompose  donc  et  donne 

/  i  A2-n\  +X(a  -  ■  A) .v-\       i=±[i-+-  Y(a-f-6X)(aX-+-6)]. 

Si  je  prends  le  signe  -f-  je  trouve 

a\       6(a  --/>>  )V  =  o 
ou 

\  \     m 
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dans  ce  cas  la  génératrice  de  contact  coïncide  avec  la  tangente  à  la 
courbe,  il  faut  donc  prendre  le  signe  — 

A  I  X«  -     I  |  \         |  a  -\-  h  X)(6  >.-        2  a  A  H-  h  )  }    +■  2  =  (». 

A\  -h  IÎY  =  Z. 

La  première  équation  va  nous  donner  x  et  yen  fonction  de  a, 
la  deuxième  donnera  z. 

Pour  plus  de  symétrie  on  peut  introduire  une  deuxième  variable  u. 
liée  à  la  première  par  la  relation 

(ji  =  a  -f-  6 À. 
(  )n  ;i  alors 

6X(X*  —  i)  —  h-  u( u*—  î) £-  -+-  26  =  o. 


Posons 


<]  ou 


^°g^  =  !4fA2  —  0?"  "+■  b(i  —  3^2)cp5  -f-  662  ja  0^  —  6£3<p 

et  (5")  devient 

Log^  =  —  6*[X(X«  —  1) <p'^  -t-  (i__3X2)cp"+6X«)'—  69]  —  Log^— =^ 

f* 

On  a  ensuite 

26  p. 


-  =  62  À  f*  (  a  X*  -h  2  6  À  h-  a  )  ©J 


a*  —  1 


et   il   suffit    de   remplacer  s,N  par  une  dérivée  d'ordre  cinq  pour 
pouvoir  intégrer  sans  aucun  signe  de  quadrature. 

Théorème.  —  V intégration  de  V équation  de  M.  Darboux 

•  a  1  .v2  —  ri  —  -t-i-  (  />  x  -t-  a  y  —  z) 

se  ramène  à  celle  dr  Véquation  cPEuler 

1     '/-  c         K(i  —  K  ,  ,         1 

=   ou  k  =   -  • 

■  r  ôy  1 
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Je  pose  comme  plus  haut 


^  =  A,         ^Z^b, 


À  =i/-^-(pv-ï-qY—  s)  =  —  l/AB(A-+-  B  —  i  >. 
V    xyz  *•  xv 

Si  a,  3  .ço/*£  /e.v  paramètres  des  lignes  asympto tiques,  les 
équations  des  caractéristiques  me  donnent 

ôq  _          .  o.v  a/,  .    d) 

O'J.  <)v.  <)y.  i)-j. 

dq             .  (Àr  <ty?  dy 

5p  —  "4_-  dp"'  dp  =  d 
Je  pose 

X  =  Logar,         Y  =  Lo^r.         V  =  Log/>,         Q    =  Loggr, 
F  =  V7AB(A  -f-B  — n. 

Les  quatre  équations  précédentes  deviennent  alors,  en  rem- 
plaçant a,  [j  par  a?,  y  qui  désigneront  les  paramètres  des  lignes 
asjmpto tiques  : 

dQ  F  dX 

1   da?  I>  da? 

(1) 


1  <>Q 

1    dy 

F  dX 

(   dP 

F  (A 

A  ().r 

j  dP 

F  dY 

(  ~ 

A  " 

(") 


Or,  A  et  I)  sont  les  mêmes  ;iux  poi n t >  homologues  de  toutes  les 
surfaces  intégrales,  c'est-à-dire  ;mv  points  qui  correspondent  aux 
mêmes  valeurs  des  paramètres.  On  peut  donc  poser  par  analo{ 

avec  les  quadriques 

\    —    ->  !>    =    -» 

y   -  -     y)* 

d'où 

(xj       1 1 1  ./•  •    v)(xj       i 

I'    =   : — » 


i 

F       i  ./•       i         r  +  i)  i  -i 

\    '"  i  r     -    y  i  -  l)  B 
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Si  je  pose,  en  adoptant  \o>  notations  de  M.  Darboux, 


2  dr  ffy 
je  sais  que  le  système  (I)  conduit  à  l'équation 

Or, 

V    B  = 


i.r-'i-      r)2        (x*  —  ^*)s 


Je  suis  donc  ramené  à  intégrer  l'équation 


rer  i  eqi 


i      à-  z  .r)'  3.rj' 


^  ôx  ày  |  r2  r2  —  i  )2        (  <r2  —  ^  )-' 

Je  pose  x2=za,y2=  fi,  cette  équation  devient 


i      0*  z  —  i 


s  tedg        4(0$  — i)*         i(o  —  3  i2 
Je  change  encore  de  variables  et  je  prends 


2  -r-  I  .  3-1-1 

.r  =  ,  ^  =  i ; 


l'équation  devient,  en  mettant  xy  au  lieu  de  r' v'. 


£(*)  = 


4  4 


<^-+-.r>-      (a?  —  r)a 
klle  est  de  la  forme  considérée  par  M.  Darboux  au  Tome  II  de 

a. 

>a  Théorie  des  surfaces 
en  posant 

;*=-       •  ;,   =--; 

»»n  peut  augmenter  u' d'une  unité  et  prendre 

;jl  =  u  =  -J , 
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ce  qui  donne 


>       (x  +  y)*'*'  (x  +  y)*' 

*{Z)~  (x*-y*)*' 
en  prenant  pour  variables  x2=  a,  y2  =  j,  on  aura 

C'est  bien  l'équation  de  Poisson.  On  pourrait  faire  de  même  pour 
le  système  (II),  mais  je  préfère  indiquer  une  deuxième  méthode. 

Théorème  1.  —  On  passe  de  l'équation 

(A)  s*—rt=  I2-(px  +  qy-z) 

xyz  '^ 

à  l'équation 

(B)  x(x —  \)r  -+-  -ixys  -T-  y(y  —  i)£  =  o 

par  une  transformation  de  contact. 

Je  pars  de  l'équation  (A)  à  laquelle  j'applique  la  transformation 

ponctuelle 

x  =  ex'.        y  =  e.y  ' ,         z  =  ez\ 
d'où 

p  =  p'  ez'~x  ,         q  =  q'  ez'~y' , 

r  =  e*'-**'[r'+p'(p'-i)l 

t  =  et'-iy'lt'+q'iq'—i)], 

$=  e*'    ''  y,\s'-hp'q'\. 

Les  exponentielles  disparaissent  dans  (A)  qui  de\  ient,  en  suppri- 
mant les  accents, 

(G)  (s2—  rt)  -+-  ipqs  —  />(  p  —  \)t  —q(q  —  i)r=  o. 

A  celte  équation  j'applique  la  transformation  de  Legendre 
P  =  x\        </  =  y\        s*—rt  =  _!_. 

Cette  équation  devient,  en  supprimanl  les  accents, 

(D)  ri  x  —  i)r       ixj  s       y(j       i)t      i 
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Si  alors  s  =  I  (x}  y)  esl  une  solution  particulière  de  cette  écfua- 
i  ion  en  posanl 

S==  V{.r.  y)  +  zu 

elle  prend  la  forme  (B). 

Il  résulte  «le  là  que  l'équation  (  \  )  de  M.  Darboux  admet  un 
groupe  d'ordre  infini  de  transformations  de  contact,  car  si  dans  (6) 
on  change  z  par  c  +  ;,,  zt  étant  une  intégrale  particulière  quel- 
conque, l'équation  ne  change  pas. 

1  héorème  II.  —  L'équation 

I  E  »  x--''  (x'c—  i)r  -f-  ixys  -+-  y-   ''•  (y1-—  \)t  =  o, 

y///  correspond  à  la  déformation  infiniment  petite  des  surfaces 
tétraédrales )  s'intègre  complètement  (mais pas  explicitement)] 
elle  est  équivalente  à  l  équation  d'Euler 

i     d2z  'ai  i  —  il) 


z  dx  dy       (x  —  y)2 

La  surface  tétraédrale  qui  correspond  à  (E)  esl 

xk-h-  yk ■-+-  zk  —  i. 

Pour  k '  =  i ,   l'équation    (E)   devient    l'équation    (D);    la    surface 
tétraédrale  est  alors  un  plan.  On  peut  prendre  alors  la  surface 

z  =  (x  -+-  y  —  ii  Log(  x  •+•  y  —  i)  —  x  Loga?  —  y  Logy. 

k  et  m  sont  liés  par  la  relation 

k  -  '?. 

.le  considère  l'équation 

d*js         r     I*  P'  R^  H'J'    1  oz 

,  a  ;  — —  — 1 1 i — 

dx  dy        \jX  -+-  y        y  —  x        xy  -+-  i         xy  —  i  J  dx 

yx  -\-  y       x  —  y        xy  -+- 1        xy  —  i  J  ày 

où  les  constantes  PP'RR'  sont  liées  par  la  relation 

I-       V      R       R'=  c. 
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Cette  équation  a  ses  invariants  é^<ni\  et  égaux  à 

P(P  —  i)        1'    P'  —  i)  _     K    H  —  i  IV (R  -  i 

r  -+■  y  Y~      ( x  —  y  Y        ry  -t-01       (jry  —  '  J 

En  cherchant  si  cette  équation  (  a)  admet  des  solutions  de  la 
forme 

x  —  {  x  —  y  )V-(x  —  y  |H  I  xy  —  i  -  -  i    -  . 

je  trouve  que.  pour 

2  2  '2  2 

l'équation  (a)  admet  les  deux  solutions 

Ix-r-  y  i"1  _  _  /./;r  —  i  k" 

"  ~~  \y— x )  Z"      v  —  .- 

de  telle  sorte  qu'en  changeant  de  variables  el  en  posanl 

la  nouvelle  équation    sera  linéaire  et  homogène  par  rapport  aui 

dérivées  partielles  du  deuxième  ordre. 

<  )r.  si  l'on  forme  cette  équation  en  remplaçant  y..  [3  par  .r.  r.  >>u 
trouve  précisément  l'équation  !  E),  à  condition  de  poser 

-  =  /.. 

m 

Ainsi  l'équation  (E)  et  l'équation  (  ai.  où  P.  P'.  R.  H  uni  le-  va- 
leurs indiquées,  se  correspondent  par  une  transformation  ponc- 
tuelle. J'ai  donc  à  ramener  cet t <■  équation    X)  à  l'équation  d'Euler. 

Or.  cette  équation  i  X)  a  été  -  nvis  _  sous  sa  forme  réduite  par 
M.  Darboux  au  Chapitre  des  équations  harmoniques.  La  forme 
réduite  ne  change  pas  si  l'on  change  P'  en  î  —  P  :  oi  P'=  i  —  P. 
(  )n  peut  donc  prendre 

p      ,.  _  £L±i. 


On  peut  augmenter  R  et  R   chacun  d'une  unité,  alors 


K=m-,       R  si-m 


;         : 
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On  remplace  IV  par  i  —  R/  =  R,  alors 


K=R'=^^- 


Enfin  on  peut  augmenter  K  et  W  de  un,  alors 


«   P'=R=R  =  iîL±i 


el  la  forme  réduite  de  l'équation  (a)  est  alors 

a       m* — i  r     ■  ■  •  'i 


ou 


*«>  =  <»*-.  )  [^t^î  +  (ii^bjï] 


et,  en  prenant  pour  variables  #2  =  a,  y2=  fi, 

i     cPz;  m2— i 

Je  pose 


m2— i  r       i  i       "I 


a  =  >  o  =  > 

a?  —  i  y  —  i 


une  dernière  transformation  donne 


j>  .   .       i  —  //i-  i 

£(*)  = 


Enfin  je  }>ose 

(Tailleurs 
d'où 


4        (*-.r)5 
m  =  i  —  i  (Ji, 


£(*)  = 


f.r       y)2' 


»l  I  —  2  [A 

*  -  2 


Solutions  particulières  de  l'équation 

(A  I  /7  =  J-L-lpx        (iy  —  z). 

xyz 
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Il  est  clair  d'abord  que  l'équation  (A)  admet  toutes  les  transfor- 
mations homographiques  qui  conservent  le  tétraèdre  fondamental  T 
formé  des  plans  de  coordonnées  et  du  plan  de  l'infini.  On  vérifie 
facilement  (pie  (A)  admet  la  solution 

quel  que  soit  b  et,  par  suite, 

z  =  xY(y)         et         z  =  y¥(x); 

on  trouve  encore 

x*yPzY  =  C. 

Je  vais  maintenant  associer  à  l'équation  (A)  une  autre  équa- 
tion (A')  qui  me  conduira  à  quelques  surfaces  intéressantes. 
J'applique  à  (A)  la  transformation  d'Ampère 

*'  =  />»          y'=y:  z'=z—pr,         p'=  —  x,  q  '=  q 

et  j'ai  l'équation 

(A')  r  =  py  z~px 

t         qx  z  —  qy 

Or,  cette  équation  (A')  est  vérifiée  par  les  surfaces  tétraédrales 
de  Lamé,  donc  l'équation  (A)  admet  comme  solution  les  transfor- 
mées de  ces  surfaces  par  la  transformation  d'Ampère.  On  .1  ainsi 

les  surfaces 

1  1 

(S)  z  =  A(x*+h)*{y$+k)P 

avec 

1        1 

On  trouve  les  mêmes  surfaces  en  cherchant  les  solutions  de  (  \  I 

qui  sont  de  la  forme 

z  =  F(x)G(y). 

Lorsqu'on  a  l'équation  d'une  surface  vérifiant  (A),  on  a  immé- 
diatement ses  lignes  asvmptotiques,  puisqu'il  suffit  de  poser 

px  __  (uv  —  I  1"  (  //  - ■-  v 

~7"  r  "   (  u  —  e  Y-  '  ??"  ]~     ~~  ' 

//  et  e  étant  les  paramètres  des  lignes  asymptotiques. 

XL.  I 
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Le>  surfaces  (S^   rapportées  à  leurs  lignes  asymptotiqucs  ont 

pour  équations 

(uv  —  i)2 


(«i_i)(pi-i) 
v»»B(-HP),> 


mp 


•a+S  =  r  1 £ . , 


avec 


i         i 

a         fi 


lin  particulier,  en  transformant  les  quadriques 

\x*-+-  Bjk2-+-  G52-r  D  =  o 


par  la  transformation  d'Ampère,  on  trouve  une  surface  intéres- 
sante dite  sur/ace  de  l'arrière  voussure  Saint- Antoine  (Picard, 
Traité  d' Analyse,  t.  I,  et  Rouché,  Comptes  rendus,  mars  1877). 
On  peut  l'écrire 

el  rapportée  à  ses  lignes  asymptoliques, 

.        0       (i*p  — i)2 

a?2  =  a' 


J2=62 

~2  _ 


(tt*—l)(f>*— l) 

(**4-P)2 
4MP 

a262  (a  —  »>)« 


c2     4  mp(m2— i)(p2  — 1) 

Cette  surface  rentre  dans  la  catégorie  de  celles  étudiées  par 
M.  E.  Blutel  dans  sa  Thèse  sur  les  surfaces  qui  sonl  en  même 
temps  lieux  de  coniques  et  enveloppes  de  cônes  du  second  degré. 
\ppelons  ces  surfaces  des  surfaces  S. 

Si  I  on  transforme  par  la  transformation  d'Ampère  une  surface 
réglée  absolument  quelconque,  on  obtient  une  surface  S.  Le  fait 
est  à  peu  près  évident  et  résulte  de  ce  que  la  transformation 
'I  Ampère  fait  correspondre  à  une  droite  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique de  plans  directeurs  zOx  et  zOy,  c'est-à-dire  une  quadrique 
passant  par  deux  arêtes  de  T.  Soient  A,  B,  C  les  poinls  à  l'infini 
sur  Ox,   Or,   Oz  :  T  sera   Je  tétraèdre   OABC  el    à  un   lieu   de 
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droites  il  correspondra  en  général  un  lieu  de  coniques  s 'appuyant 
sur  CA,  CB. 

Si  l'on  se  donne  une  droite  A  et  des  plans  tangents  passant 
par  A  et  correspondant  homographiquement  aux  points  de  contact, 
la  transformation  d'Ampère  leur  fera  correspondre  une  conique 
avec  plans  tangents  le  long  de  la  conique  enveloppant  un  cône. 

On  peut  généraliser.  Les  transformées  par  homographie  de  la 
transformation  de  Lie  fournissent  des  transformations  de  contact 
qui,  à  une  droite,  font  correspondre  une  quadrique  passant  par  une 
conique  fixe.  Par  exemple,  les  deux  égalités 

—  xz'  -h  zx' '-h  y' —  Z  =  O, 
-+- yz' — zy' -h  x' -h  i  =  o 

définissent  une  transformation  de  contact  qui  fait  correspondre,  à 
une  droite,  une  quadrique  passant  par  le  cercle  z  =  o,  x1  -\- y'1  =  i . 
De  pareilles  transformations  transforment  une  surface  réglée  en 
une  surface  S  engendrée  par  une  conique  mobile  s'appuyanl  sur 
une  conique  fixe.  Il  est  facile  de  voir  (pie  le  théorème  de 
M.  E.  Blutel  sur  les  courbes  conjuguées  des  coniques  se  déduit 
dans  ce  cas  particulier  du  théorème  bien  connu  sur  les  lignes 
asymptotiques  des  surfaces  réglées. 

Dans  la  surface  Saint-Antoine  on  retrouve  les  propriétés  indi- 
quées par  M.  E.  Blutel  pour  les  surfaces  du  quatrième  degré  avant 
deux  paires  de  points  doubles.  Il  y  a  deux  séries  de  coniques 
passant  par  les  couples  de  points  doubles  :  les  cônes  circonscrits 
le  long  des  coniques  d'une  série  ont  leurs  sommets  sur  la  droite 
qui  joint  les  points  coniques  de  l'autre;  les  deux  systèmes  de 
coniques  sont  donc  conjugués. 

L'équation  (A')  peut  fournir  des  solutions  intéressantes  de 
l'équation  (A).  Par  exemple,  la  fonction 


A  xy  -i-  B  x  -+-  G  y  -+-  D 


est  une  solution  de  (A').  La  transformation  d'Ampère  la  chang< 
en  une  solution  de  (A).  On  trouve  ainsi  une  surface  du  quatrième 
degré  engendrée  par  le  déplacement  (rime  conique  tangente  à  CA 
en  un  point  variable.  Pour  \       o  on  a  une  surface  -,  puisque  i  es! 
la  transformée  dune  surface  réglée. 


—  &  — 

Celle  surface  en  fourmi  d'autres  plus  générales  en  appliquant  le 
théorème  suivant  <|ui  me  paraît  être  une  des  propriétés  intéres- 
santes de  celle  équation  |  V)  : 

lin  orî  mi:.  —  L'équation 

\  r  -  EL  Z~PX 

t  "  qx  z  —  qy 

ne  change  pas  si  on  lai  applique  la  transformation 

x'  =  X'», 

y'  =  y"'i 

3'=    3'», 

où  m  est  quelconque. 
Effective  m  eut  ou  trouve 


p'  = 

■P 

(i 

r 

1 

'/ 

-«( 

,Yi 

m—\ 

) 

m  xl 

m— 

2 
-  /•' 

=  r 

(ni 

\)p{z- 

■px) 

-m 

-1 

zx 

7 

ni  y-"1 

.0 

t' 

—  / 

(  m 

- 

i)q(- 

z  — 

■qy) 

;,»-]  Zy 


d'où  facilement  le  résultat  énoncé.  On  peut  également  appliquer 
la  méthode  indiquée  par  M.  Goursat  pour  ce  genre  de  question, 
c'est-à-dire  se  servir  des  caractéristiques. 


SUR   LIRRATIONNALITÉ  DES  SOMMES  DES  SÉRIES  DONT  LE  TERME 
GÉNÉRAL  EST  UNE  FONCTION  RATIONNELLE  DE  L'INDICE; 

Par   M.  E.   Cahen. 

Les  séries  dont  nous  nous  occupons  sont  de  la  forme 

n=  oe 

fin) 


y  son 

Âd  gin) 


f  et  g  étanl  des  polynômes  entiers  en  //.   le  degré  de  /(// )  étant 
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inférieur  à  celui  de  g  d'au  moins  deux  unités.  Le  nombre  //„  est 
un  nombre  entier.  Enfin  nous  supposons  que  g  (n)  n'a  aucune 
racine  entière  supérieure  ou  égale  à  /i0  (sans  quoi,  certains  termes 
de  la  série  n'auraient  pas  de  sens). 

On  peut  d'ailleurs  supposer  /i0  —  i ,  car  si  //0  7^  '  on  peut  faire  le 
changement  de  notation  consistant  à  remplacer  n  par  /?  —  />„ —  1. 
Dans  la  suite  nous  supposerons  donc  que  la  somme  est  prise  de 
riz=z\  à  n  =  00  et  nous  supprimerons  l'indication  des  limites  1  etoc 
qui  seront  sous-entendues. 

Nous  nous  proposons  d'abord  de  trouver  quelle  fonction  (l<> 
coefficients  de /"et  et  de  g  est  la  somme  d'une  telle  série. 

Un  tel  résultat  n'est  pas  seulement  d'un  intérêt  théorique,  il 
peut  être  utile  dans  le  calcul  numérique  de  la  somme,  comme  on 
en  verra  des  exemples  plus  loin. 

Théorème.  —  La  somme  (V une  série  de  la  forme 

fin) 


s'exprime  au  moyen  de  fonctions  rationnelles,  de  nombres  ra- 
tionnels, des  coefficients  de  f(n)  et  de  g(n),  des  racines  de  g 
de  la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction  eulérienne  Y.  enfui 
des    dérivées   de   cette    dernière  fonction  jusqu'à   un   certain 
ordre. 

En  efiet,  décomposons  —, —  en  fractions  simples.  Nous  aurons 
r  ff(n)  l 

des  termes  de  la  forme 

(K/>  ia) 


(n  —  a)i> 
et  des  termes  de  la  forme 


\ 


n  —  a 


Nous  allons  chercher  d'abord  à  exprimer  la  somme  des  termes 
de  la  première  forme 

\V ! 

4md(n—  a)P 


84 


Soil  l'i./')  la  fonction  enlérienne  bien  connue.  On  a 

r7^^'-,:--|"I('-  T,)-   " 


n        \ 


I  (  !  étant  La  constante  d'Euler). 

Appelant  // (x)  la  dérivée  Logarithmique  du  premier  membre 
[c'est-à-dire  la  dérivée  Logarithmique  de  Y(x)  changée  de  signe] 
nous  avons 

(ï)  h(.r)=  -  -;-G-.rV 


x  —à  n ( x  -1-  n) 


d'où,  en  dérivant/?  —  i   lois, 


#/>-i) (a?)  =  (_i)/'-i(i  .<2. .  ,p  —  i)y 


Il  en  résulte  que 

.  v^  «  (— i)P~l  A hlp-U(i  —  a) 

(2)  A   7 —   = ; : 

Zd(n  —  a)i>  i.i...(p  —  i) 

A' 

Passons  maintenant  aux  termes  de  la  forme -•  Réunissons- 

n  —  a 

les  avant  de  les  sommer;  soient 

A'  B'  L' 


n  —  a        n  —  b  n  —  / 

ces  termes  ;  on  peut  les  écrire 

Ma  B'b  VI  M -h  B'  -h...  -4-  L' 

H : t-  -K..-+- 


/?  (  n  —  a  )        n  (  n  —  6  )  «  (  n  —  /  )  /i 

Or 

V+B'  +  ...+  L'=  o. 

[On  le  voit,  soit  en  exprimant  que  1<'  degré  de  f(n)  est  inférieur 
d'au  moins  deux  unités  à  celui  de  ,*,''(//),  soit  en  remarquant  que  si 

Ai       m/  i  /      «  t  ii  A  -)-  B  -+- . . .  -f-  L     , 

-+-D  -H  . . .  -+-L   n  était  pas  nul,  le  terme  -  donne- 

rait naissance  à  une  série  divergent*'.  | 

Ma 

n  (  n  —  a  ) 

MaS 


A  '  n 

Les  termes  de  la  forme  —, donnent  par  sommation 

n  I    ii  /-»   l 


n  i  //  —  a  ) 


oS   — 


Or,  d'après  la  formule  (i), 

(3)  ^5,-7-^ ï  =  X'\h(-a)-C-h-]  • 

£A  n( n  —  a)  a] 

En  résumé  on  a  obtenu  la  somme  de  la  série  par  des  termes  de 
la  forme  de  ceux  qui  constituent  les  seconds  membres  des  égalités 
(2)  et  (3). 

Les  nombres  a  sont  les  racines  de  g\  rc),  les  nombres  tels  que 
A  et  A/  s'expriment  rationnellement  en  fonction  des  nombres  tels 
que  a  el  des  coefficients  de  f  et  de  g  ;  quant  nu  nombre  C  on 
peut  le  remplacer  par  A(i).  Enfin  l'entier jo  ne  dépasse  pas  7.  qui 
est  le  degré  de  multiplicité  de  a.  Donc  le  théorème  est  démontré. 

Différentes  expressions  de  Ici  somme.  —  On  peut  d'ailleurs 
modifier  les  expressions  (2)  et  (3)  d'après  les  relations  fonction- 
nelles auxquelles  satisfait  la  fonction  h(x). 

On  a 

(4)  h{i-i-x)  =  h(x)  —  -, 

X 


d'où,  en  dérivant/?  —  1  fois, 

fc(/»-i)(H-  X)  =  Wp-V(  x)  -+-  (—  \)p 

Donc  la  formule  (2)  peut  s'écrire 


i.a. .  •(/>  —  1) 


xp 


(5) 


aV- î— —  =(-i)HA, 


r  frP-»(-q)     ^     1  1 
Ll.2. .  .(/>  —  I)      rtpj 


On  a  aussi  la  relation  fonctionnelle 

(0)  h(x)  —  h(—  x)  sa h  zcot(-r  |, 

d'où,  par  (/>  —  1)  dérivations. 

(7)  ^(p-i)(a?)-+.(—  i)#»A<p-«>(—  ar) 

(—  i)p-»  1  .->..  .{p  —  1)  dP-  «  cot(- 

xp  H.rP   ' 

de  sorte  que  la  formule  (5)  peut  encore  s'écrire 

*  V        '  v  ,.     s        '/;'  '  ,'"tl  ~"  '1 

À^{n       a)P        1  .'...(/>  —  1  )  'A/"  « 
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De  même  la  formule  (3),  par  l'emploi  de  la  formule  (§),  peut 
s'écrire 

VaS  — — ! ■  =  A/[A(a)  — C  —  ic  cot(na)l. 

Exemple  : 

\^  i  _  /<(fl)  +  /t(-fl)-aC  _  ).h(a)  —  - cot(7ca)  —  2 0  1 

— d /?(/»*    -a*)"  *    \a'  -ut*  "Ta»' 

Il  résulte  du  théorème  précédenl  (jue  l'étude  des  irrationnalités 
que  peuvenl  présenter  les  séries  dont  nous  nous  occupons  est 
ramenée  à  celle  des  irrationnalités  que  peuvent  présenter  la  fonc- 
tion //  et  ses  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre  pour  les  différentes 
valeurs  de  la  variable. 

Celle  étude  n'est  pas  encore  faite.  Le  théorème  que  nous  dé- 
montrerons plus  loin,  relativement  au  cas  où  la  variable  a  une 
valeur  rationnelle,  peut  en  être  considéré  comme  le  début.  On 
sait  d'ailleurs  combien  elle  est  peu  avancée  pour  les  fonctions  en 
général.  Elle  n'est  guère  faite  que  pour  les  fonctions  algébriques 
el  pour  les  fonctions  circulaires  et  exponentielles. 

Nous  allons  maintenant  considérer  des  cas  particuliers,  cher- 
chant principalement  ceux  dans  lesquels  la  fonction  h  et  ses  déri- 
vées disparaissent  de  l'expression  de  la  somme  ;  cherchant  dans 
les  autres  à  réduire  au  moindre  nombre  d'irrationnelles  possibles. 

Premier  cas.  —  g(n)  a  toutes  ses  racines  entières  et  dis- 
tinctes. —  Dans  ce  cas  la  somme  de  la  série  est  un  nombre  ration- 
nel. C'est  un  fait  bien  connu  et  qui  se  démontre  facilement  sans 
l'emploi  de  la  fonction  h.  Il  résulte  immédiatement  de  la  for- 
mule (3).  En  effet,  a  est  dans  ce  cas  un  entier  négatif  ou  nul. 
<  )d  peut   même  dire  (pu*  a  est  plus  petit  que  zéro,  car  si  a  =  o  le 

00 

terme  A'«    7   — esi  nul. 

— -  n(n  —  a) 
1 

Soit  donc 


a  =  —  a  , 


a  étant  >>  o. 
Vlors 


h(-a)=  G-  (-       -      ...      -t-Î— ) 
1        2  a  —  1  / 


—  57 

et  par  suite 


jLU  n{n  —  a)  [  i         2  a  J 


D'ailleurs  A'=  4^- 
En  résumé, 


2d(n 


fin) 


(/H-fl')(n  +  i')...(K+  /' 


^     \V—d)..M'-a!)  |_i  "2       '•       a'J' 

«',  b'  ,...,V 

résultat  qui,   encore   une  fois,  se   démontrerait  simplement   sans 
l'intervention  de  la  fonction  h. 

Deuxième  cas.  —  é?(n)  a  t0ll^es  ses  racines  rationnelles  et 
distinctes.  —  Dans  ce  cas,  la  somme  de  la  série  s'exprime  au 
moyen  de  nombres  algébriques  et  de  fonctions  logarithmes» 

Puisque  les  racines  de  g(n)  sont  supposées  distinctes,  l'expres- 
sion de  la  somme  ne  contient  d'après  le  théorème  fondamental  que 
des  nombres  rationnels,  et  la  fonction  //. 

Donc  le  théorème  que  nous  avons  en  vue  revient  au  suivant  qui 
est  celui  annoncé  plus  haut  : 

Pour  des  valeurs  rationnelles  de  .r,  la  fonction  //(.;)  s'ex- 
prime au  moyen  de  nombres  algébriques,  de  la  constante 
d'Euler,  et  de  fonctions  logarithmes. 

Les  deux  théorèmes  sont  équivalents,  démontrons  le  second. 

D'abord  on  peut  supposer  que  la  valeur  de  x  pour  laquelle  on 
veut  calculer  /*(./;)  est  négative,  car,  d'après  la  formule  (6)  le 
calcul  de  //  pour  une  valeur  positive  de  x  se  ramène  au  calcul  de 
h  (  —  x). 

Ensuite  on  peut  supposer 

—  i  <  x  -0, 

en  vertu  de  la  formule  (4). 

La  valeur  rationnelle  de  x  pour  laquelle  <>u  veut  calculer  x  peut 


—  K8  — 
donc  se  désigner  par 

_  L 

<i 

w\  ec 

7  >  o,        o    /><7. 

Ceci  posé  on  a,  d'après  la  formule  (i), 

V      ql  P  rjLin{gn—p) 

—  —  J-  -+.  (_,  -f-  g  > 

p  AmÀ  qn  — p         qn 

et  tout  revient  à  calculer  la  série  du  second  membre.  Pour  cela  nous 
partons  de  la  formule 

i        x       x*  —  L  (  i  —  x  ) 

! 1 h.  .  .  = 

I  2  ô  X 

qui  est,  comme  on  sait,  valable  pour  les  valeurs  de  x  dont  le  mo- 
dule est  i ,  sauf  pour  la  valeur  x  =  i . 

Faisons  donc  x  égal  à  une  racine  qxeme  de  l'unité  différente  de  i , 
soit  a  cette  racine.  Il  vient  : 

i         a        a2  L(i  —  a) 

I.2Î  a 

ou,  en  réunissant  les  termes  (')  dont  les  rangs  diffèrent  entre  eux 
d'un  multiple  de  //, 

> -i-  a  >  ; -4- . . .  -+-  y//-1  >  —  =  : '-  • 

ÂmÀqn  —  {q—\)  jm^qn  —  (q  —  2)  -Uqn  a 

Maintenant,    dans    cette*    égalité,     faisons    a    égal    successive- 


(')  On  introduit  ainsi  clans  le  calcul  des  séries  divergentes  >    ,  il  suffit 

— '  7"  -  P 

n 

de    lire   7    el    de   De    faire    croître    //    indéfiniment    que   dans    le   résultat 

*mà  qn  —  p 
1 

définitif. 
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ment  à 

2i~  2.2»t:  {q  —  \)-H7Z 

ei ,    en,     ...,     e      7      , 

puis,    multiplions    les    égalités  obtenues   par  des  coefficients   /., , 
X2,  ...  7  ^q-\  7  et  ajoutons  ;  il  vient  : 


(9)  (^ii+„,+v,^      ; 


2/71  2.2 /7T  ÎI7C 


^àqn  —  (q—  a) 


2t7T                         ,                       2;  ~ 
<7  — P  — 1)  2  <7  — D  — 1   

X,e  *   -+-X2e 


\q-i\[q-p-\  ,zl±\^  j 

-h  v,  e  7  ;  > 

-I- 

(2ilZ  Un  Un 

Ai  e  '/  4-X0C  ''  +...+  L_ie  '/  '  >  — 

JmU   (/Il 

[(         2i2E\  /         --/7C\                                  7    1  -»/-  ~| 
XtlAi— g  q  )  ,    ÀoUi-e    ?  7  \tl-x\\\—e      'I [ 
2/71  2.2 /7T                                                                           Ii« 
:  
e  1  e   'I                                   e           'l            J 

Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  déterminer  a,,  A2,  ....  \q  (, 
par  les  conditions  suivantes  :  à  savoir  que  les  coefficients  des 
séries  dans  le  premier  membre  soient  Ions  nuls,   saut  celui  de  la 

série    >  qui   soit  éiral  à   1  ;  et  celui  de  la  série  ^  —  égal 

à  — 1,  pour  obtenir  la  valeur  de   la  série  qui  entre  dans   la    for- 
tin 
mule  ((S)  en  fonction  du  nombre  algébrique  <' ''    <-i  de   fonctions 


logarithmes. 


On  obtient  ainsi  q  équations  du  premier  degré  pour  le^  q —  1 

indéterminées),,,  Xa ^0-1  j  mais  elles  son!  compatibles,   car 

en  les  ajoutant  on  trouve  une  identité. 

Exemple  : 

h  (_  *)  =_  ?+  c  +  ,,  V  _^ .?  +  C       ;  V  (      '  '  ). 


-  (.11 


L'égalité  (9)  devienl  ici 


2  lit 


3 


71=1 

V/~  8/7Tx     °° 


rt=:l 


[- 


^-d      1// 


—  e  :<  )       à,l(i  —  e~~" 


ftlTi 


] 


Posons 


d'où 


X1-hX2=i, 

2/tt  ;/- 

Xj  0   3      -)-  X2  €      '     =   O, 


HT 
,   3 


x,= 


A9  = 


—  1 

■Ht. 

e1"  — 1 


4/7T 


8/71 


équation  A,  e 

y(_! l 


\*e*  -  1  se  trouve  satisfaite  et  l'on  trouve 


ïiT 

LU  —  e"1" 


■V/7T 


1 —  e 


•2/7: 

~~ r 


1  —  e 


W7T 
3 


et 


k3        t:  y/3 

1 —  (  =  0.8/1 16 1  ) 

2  18 


*f-î).— hc  +  |LS  +  =£ 


On  en  tire 


H =  G  H LH r—  > 

2  2  () 


»(j).»(5)_,.C-.*ÎL.4.^, 

On  peul  même  donner  une  expression  générale  de  //  ( j  <*n 

résolvant  les  équaiionsen  ).  par  la  règle  n!e  Cramer. 
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/  utres  exemples  : 

/J  —, ; — :    =2(1  —  L2)  =  0,6l37, 

mmi  n  (  1  n  -s-  I  )  ' 

V  '  n  >    ,    .,  «  V^ 

>  — 7^ =  i  —      1>  -» =—  =  0 , 4452, 

S^Tô^^"  2(L3",j- 

Nous  vérifions  sur  ces  exemples  ce  que  nous  avons  annoncé  au 
début  de  ce  travail.  Si  ces  séries  se  présentent  dans  un  calcul 
numérique,  il  est  plus  simple  de  les  calculer  par  leurs  expres- 
sions aux  seconds  membres,  que  directement. 

Remarque.  —  Si  les  racines  de-g(n)  étant  commensurables . 
leurs  différences  deux  à  deux  sont  entières,  la  somme  est  un 
nombre  commensurable . 

Car  les  nombres  désignés  plus  haut  para,  b,  ...,  /  diffèrent  enlre 
eux  d'entiers  e,  les  quantités  h  (a),  h(b),  ...,  h(l)  sont  égales  à 
des  nombres  rationnels  près,  on  peut  les  réduire  à  la  seule  quan- 
tité A  (a).  Comme  de  plus  A  +  B -f-. .  .  =  0,   le  coefficient  de  h 
disparaît 

Exemple  : 


Ad  (in  —  i)(2n-f3)         > 

Voici  une  formule  plus  générale  (');  soient 

c,     c  —  qu     ...,     c  —  (jr.         </i<Y2<---      </, ,. 

les  racines  du  dénominateur;  soit 


.  .-*- 


n  —  r        n  —  c  -+-  q\  n  —  c  -+-  q  r 

le  terme  général  décomposé  en  éléments  simples,  la  somme  de  la 


(')  E.  Pabry,  Théorie  des  séries  à  termes  constants,  i>.  79,  Paris,   Hermann, 

uni. 
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série  esl 


-A,  ( 1 ; ;-  .  .  .  +     ) 

—  <  a0  —  a,  )  (   ' h... -H )   -K  •  • 

\  —  C  ■+■  q\  -t- 1  —  c  -+-  r/2  / 

+  (  X0  -r-  À,  -f-  .  .  .  -4-  <7/;  )  (    ! h  ...  H J )  • 

Troisiî  mi:  cas.  —  Les  polynômes  f  {n)  et  g  |  n  \  ne  contiennent 
'jin'  des  puissances  paires  de  n  . 

Alors,  dans  la  décomposition  de  — —  en  éléments  simples,  à 

1  g  (  n,  )  ' 

chaque  terme 

A' a 

— <a^o) 

n(n  — >  a) 

correspond  le  terme 

\  a 


el 


n  (  n  H-  a  ) 
Or 

A'a  >  — ; =  A'  I  h(-  ■a)-CH 

£^  n{îi  —  a)  a  \ 

A'«Y  — J =-  A'  \h(a)  —  C-  -1 

Ces  deux  sommes  en  se  réunissant  donnent 

X'ïhi—a)  —  h(a)-+-  -1 
ou 

A'[-*cot(«a)+l]. 

donc  la  fonction  h  disparaît  dans  ces  termes. 
Il   \  ii  ensuite  des  termes  de  la  (orme 


(n-a)i' 
à  chacun  desquels  correspond  le  terme 

(-ivaY  ; ! - 

Or 


.  v  '  A  fl(      ,  <ti'   l  cot(ua)l 

\  >  = //■/<   [Ha)— j - 

—  (n  —  a)P        i ./  . . .  (/;      m  daP   ' 
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et 


(_I)pAyr— L_ 


A 


1.2.  ..(/?  —  l) 


(—  i)pA<p-^(—  a)  —  - 


&P-i  col  (-a)"] 


Ces  deux  lermes,  en  se  réunissant,  donnent 

U</>-i>(a)-t-(— i)/'/f/>    '  (—a)  — 271 3 -    > 

î  .2. .  Ap  —  i)  L  rfa/'-1 


c'est-à-dire,  d'après  la  formule  (7), 


c/i'   1  cot(ita) 


«/J  1  .->...( p  —  \)  da'>   • 


de  sorte  que  Ja  fonction  A  disparaît  aussi  dans  ces  termes.  Restent 
enfin  les  ternies  correspondant  ix  a  =  o  el  qui  sont  de  la  forme 


Or,  on  sait  que 


A 


AV    '         A- 


22*~  »  B/, 


-ï* 


,2...(2Jt)  ' 

l)/f  étant  un  nombre  rationnel,  le  klème  nombre  de  Bernoulli 

Exemples  : 

V"i        1  1  A" 

7 = col  ri  a. 


^2—  «2 


y  — 

.MB*   /t*  -f- 


2  a2        2  a 

1  -  e^a  -h  e~7ta 


a' 


2  a2        a  e™  —  e  -*« 


y ; =  _l 

2 


-.; 


tn>  TC  </ 


i-- 


8  (cl   sin3  ica         iG<i;  sin-  ~a 

'i  —  s 


)  -  col  ic  a 
16a 
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Quatrième  cas.  —  §>{n)  a  srs  racines  entières,  mais  imil- 

tiples.   —    Dans   ce  cas,   les   tenues  de   la   Forme 


n  \  11  —  <M 


SOIll 


rationnels  ;  ceux  de  la  forme  ^    —  (a>  i)sc  ramènent  1 


III  Mil" 


-  M  — 
diatemeol  .1   J  —  »  somme  qu'on  désigne  par  Ç(a)  ou  encore  à 
/f(a-o  /,\    si  />  csl  pair,  ils  s'expriment   en  fonction 

rationnelle  de  -;  sinon,  ce  sont  des  transcendantes  sans  aucun 
rapport  connu  avec  |es  transcendantes  algébriques,  circulaires,  etc. 
Il  peut  d'ailleurs  arriver  <|iie  ces  derniers  termes  disparaissent. 

I   mn/)  le  : 

^  -  /i(/i  ■+•  1)  -+-  •>. 

—*      />■>(  n  -+-  [)5 

=  y|  jL_±+± i ? •>■     1 

=  aÇ(5)-3Ç(4)  +  aÇ(3) 

-a[«5)-i]-3[;(4)-i]-aK(3)-i] 


t-4 


=  —  6Ç(4)-H7  ^7  —  — =  0,5062. 

Cinquième  cas.  —  g{n)  a  ses  racines  commensur cibles  et  mul- 
tiples. —  La  série  proposée  se  ramène  à  des  séries  de  la  forme 


[q(n  —  i)  -+-/>]a 


où  Ton  peut  supposer  o  <^pSq.  Nous  disons  que  ce  sont  les  séries 
de  période  q. 

i°  Soit  q  —  \.  Alors/?  =  1 ,  la  série  est 

y  =  2 .  Al  ors  /?  =  1  ou  p  =  2 . 
Si /?=  1,  la  série  est 

E(I7r=rT7:  =  (,-i)Ç(:l)- 

Si  p  =  2,  la  série  est 

3°  7     ;.  Uors/?=i,  :>,  :;. 


—  65  - 
Si  p  =  i ,  la  série  est 

c'est  une  transcendante  nouvelle  ('),  appelons-la 

Cm(«)« 

Si  p  =  2, 

2  (37T^7)ï=(I-p)  5(«>-U.(«) 
Si/?  =  3, 

-_d(3/i  —  i)a  ""  3aS,v  ";" 

4°  ^=4-  Alors  p=  i,  2,  3,  4- 

Si  /?  —  i , 

__d(4/i  —  3)* 

est  une  transcendante  nouvelle  w/l}3  (a). 
Si  />=2, 

Si/?  =  3, 

5°  q  =  nombre  premier  impair  quelconque.  A.lors 

/J=  I,  2,   ....  7. 

Pour .1)  =  1  j  2,  . . .,  7  —  2,  on  a  des  transcendantes  nouvelles 
Pour/;  =  7,  on  a 


a  ,/ a 


(  7/1  »*  ({ 


(l)  'l'ont  .m  moins  elle  n'a  pas  été  ramenée  aux  transcendantes  précédente? 
XL. 
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Enfin  pour  />  =  q —  '  «  on  a 

£<f»-ip"'('~yOC('t)~C"   it->— -«•*-■<«) -^«♦..<«>- 

6°  </  quelconque 


<l  où  les  7  séries 


V L 

^d|flr(/i-i 


^[y(n-i)  +  i]«       ^[?(w  — i)H-a]«  ^  (  </(/*  -  i)  4-  ?]a 

(  lelles  de  la  forme 

y i 

jLk  \q(n  —  i)-r-p  |a 

où/?  n'est  pas  premier  àc/,  s'expriment  par  des  séries  de  période 
inférieure  à  q. 
Restent  les  séries 

V^  I 


[?(n  —  i)-hrw] 


/ ',,  r2j  ••  -,  r<ù{q)  étant  les  entiers  positifs  plus  petits  que  q  et  pre- 
miers avec  lui.  Mais  elles  ne  constituent  pas  o[q)  transcendantes 
nouvelles.  En  effet,  soient  d  un  diviseur  de  q  et  /•  un  nombre  de  la 

suite  r,,  r>,  .  . .,  t\{q)\  on  a 

2 


[<7<  n  —  i)  -h  rja      jLà  [q(n  —  i)  ■+■  t£ -h  r]* 

^r ,',    , -i--2 


[?(„_l)+ (2  _,),*  +  ,.]"     ^t»(»-« 


)  +  »■] 


a 


(  )n  pourra  écrire  }>(q)'$(q)  telles  relations,  A(</)  étant  le 
nombre  des  diviseurs  de  q.  Mais  elles  ne  sont  pas  toutes  distinctes. 

Lorsque  gr  est  premier,  il  y  en  a  doux  distinctes,  par  conséquent 
toutes  bs  séries  de  période  q  s'expriment  en  fonction  de  q  —  2 
d'entre  elles  et  de  séries  de  périodes  moindres. 

Lorsque  q  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  [<jr=jDa,  (a^>  i)], 
il    \    en   ;i  pa~2(2p  —  i).    Par  conséquent,    toutes   les  séries  de 
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période  pa  s'expriment  en  fonction  de  prJ-~-  (p —  i  )2  d'entre  elles 
et  de  séries  de  période  moindre. 

Lorsque  q  —  2pa  (p  premier  impair),  le  nombre  des  relations 
distinctes  est  q,  et  par  conséquent  toutes  les  séries  de  période  q 
s'expriment  en  fonction  de  séries  de  périodes  moindres. 

Exemple  q  =  6,  on  a 

2)i6(»-'.)+,]»  =  (1^^  &■■<">- £(•- £)««>- 

2i[6(n-i)  +  î|«  ==5S  £».*(*)< 
^l|6(n-i)-i-3J*  ==  P  V    "  âV  Î<CI)' 
2[6(n-'.)  +  4]«  =  ^  i'1-  Pj  ««*-£&..(«>. 
2  [6(»-,',h-,]^.  =  («  -  £)  ««)-(«  +  p)  5m<  »  '• 


^[6(n-i)  +  6|a        (»a 

Il  .serait  intéressant  de  faire  le  compte  des  séries  indépendantes 
de  périodes  q  pour  q  quelconque. 
D'ailleurs  ces  fonctions 


U'*(a)=2fÂ^TJt 


(/m  —  A:)^ 

auxquelles  on  est  ramené,  donnent  encore  lieu  aux  remarques  sui- 
vantes : 

Ça,a( a) +  £*-*,*( a)  <'sl  exprimable  pour  y  pair; 

?A,A(a)  —  Ça_/«,a(^)  pour  y.  impair,  en    fonction   des  transcen- 

dantes  iz.  cos  —7 — »  sur  — ; — 
h  11 

Par  exemple 

Ces  derniers  résultats  se  trouvent  déjà  dans  Euler  (  '   .   On    les 
retrouve  comme  cas  particuliers  des  théorèmes  précédents. 

(')    Voir    ES.  CAHBN,  .Sf/r  /a  Jonction    Z{s)    et    SUT   des  fonctions    analogue* 
Cliap.  III,  n"  19  (Anna/es  de  l'École   Vormale  supérieure,  189^ 
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SUR  LA  THÉORIE  DES  MULTIPLICITÉS  ET  LE  CALCUL  DES  VARIATIONS 

Pau  M.  E.   Vessiot. 


I.  Dans  de  précédentes  publications  (')  j'ai  été  conduit,  par 
l'étude  de  la  propagation  d'un  ébranlement  par  ondes,  suivant  la 
loi  des  ondes  enveloppes  (principe  d'Huygens),  à  reprendre  deux 
problèmes  généraux  du  calcul  des  variations  :  l'élude  du  minimum 
d'une  intégrale  définie,  de  forme  (homogène)  donnée 

(i)  J  =  /  F(a?1}  ...,  xni  dxu  ...,  dxn), 

prise  suivant  un  arc  de  courbe  variable,  d'extrémités  données;  et 
celle  du  minimum  de  la  valeur  que  prend,  à  l'extrémité  d'un  arc 
de  courbe  variable,  d'origine  et  d'extrémités  données,  une 
variable  £,  de  valeur  donnée  à  l'origine  de  ce  même  arc  et  satis- 
faisant à  une  équation  différentielle  donnée 

(i)  dt  =  F(*|  xu  . . .,  xn  |  dx{,  . . .,  dxn). 

Ces  deux  fonctionnelles  représentent,  en  effet,  la  durée  de  la  pro- 
pagation le  long  de  l'arc  de  courbe  considéré,  de  son  origine  à  son 
extrémité,  en  régime  permanent  dans  le  premier  cas,  en  régime 
variable  dans  le  second  cas. 

Le  fait  essentiel  que  l'on  constate  est  que  le  minimum  est 
donné  par  les  arcs  de  trajectoires  de  la  propagation,  au  moins 
pour  des  extrémités  suffisamment  rapprochées,  lorsque  l'arc  con- 
sidéré perce  les  ondes  élémentaires,  issues  de  ses  points  succes- 
sifs  (et  dans  le  sens  où  l'ébranlement  se  transmet  sur  cet  arc), 
en  des  points  dans  le  voisinage  desquels  ces  ondes  sont  concaves 
vers  leurs  origines  respectives.  Dans  le  premier  des  deux  articles 
rappelés,  j'avais  déduit  ce  résultat  de  la  considération  de  la 
variation  seconde;  dans  le  second,  j'ai  employé  aussi  une  méthode 

(')  Sur  l'interprétation  mécanique  des  transforma/ions  de  contact  infinité- 
simales (Bulletin  de  la  Soc.  math,  de  France,  t.  XXXIV,  1906)  ;  Essai  sur  la 
propagation  par  ondes  ■  Annales  de  VÉc. Normale  sup.,  '>'  série,  t.  XXVI,  1909). 
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directe,,  plus  rigoureuse,  (jui  équivaut  aux  méthodes  de  Wcier- 
strass  et  Hilbert  et  à  laquelle  l'étude  de  la  propagation  des  ondes 
conduit  presque  intuitivement. 

Dans  sa  thèse  et,  plus  tard,  dans  son  Mémoire  sur  les  maxima  et 
minim a  forts  (•  ),  M.  Garathéodorj  a  fait  usage  d'une  représen- 
tation géométrique,  où  interviennent  dans  le  cas  n  =  2,  et  pour  le 
premier  des  deux  problèmes,  les  courbes  d'onde,  sous  le  nom 
(V indicatrices.  Dans  ses  Leçons  sur  le  Calcul  des  variai  ions  (a), 
auxquelles  nous  renverrons  souvent  dans  cel  article,  M.  Hadamard 
utilise  une  représentation  géométrique  analogue  :  c'est  ce  qu'il 
appelle  la  figurative  du  problème;  il  introduit,  de  plus,  sa  polaire 
réciproque,  la  figuratrice;  et  cela,  dans  les  problèmes  généraux 
auxquels  il  donne  le  nom  de  problème  de  La  grange  et  problème 
de  Mayer,  et  qui  diffèrent  des  précédents,  en  ce  que  les  variables 
#<,...,  xn  sont  liées  par  des  relations  différentielles  données 

(3)  Fa(#i,  ...,  xn\dxu  ...,  dxn)  —  o        (fc  =  i,  2 a), 

dans  le  cas  de  l'intégrale  (1)  (  problème  de  Lagrange); 

(4)  Y/l{t\xu  ...,  xn\dxu  ...,  dxn)=^o        (h  =  i.> *), 

dans  le  cas  de  l'équation  (2)  (problème  de  Mayer). 

Mais,  pour  ces  deux  auteurs,  il  ne  s'agit  que  d'illustrer  des 
résultats  analytiques,  tandis  qu'à  notre  point  de  vue  les  ondes 
élémentaires,  ou  les  multiplicités  d'onde,  leurs  homothétiques, 
sont  à  l'origine  même  du  problème  et  le  dominent  complètement. 
C'est  ainsi,  par  exemple,  que  se  trouve  absolument  imposée  l'in- 
troduction de  l'équation  aux  dérivées  partielles  d'Hamilton-Jacobi, 
qui  définit,  pour  nous,  les  familles  d'ondes  issues  de  l'ébranlement 
simultané  des   divers  points  d'une   même   multiplicité;    ainsi   que 


(*)    Ueber   die    discontinuierlichen    Lôsungen     der    Variations?Rechnung 

(Gottingen,  i<)<>4); 

Ueber  die   Starken  Ma. rima    and    Minima   bei  ein /'indien    tntegralen      Math. 
Annatrn,  t.  LXII,  1906).  M.  Carathéodorj  dit  bien  que  ses  indicatrices  ne  d 
rent  pas  des  surfaces  d'onde,  utilisées  en  Optique,   mais  il   ne  t'ait  pas  usage  de 
celle  analogie.  Los  Mémoires  si  remarquables  de  M.  Carathéodorj  m'avaient,  tlu 
reste,  échappé  au  moment  où  j*'  rédigeais  mes  précédents  article 

(-)  Paris,  1910.  M.  Hadamard  a  professé  au   <'.<>ll^'•^<,  de   France,  sur  le  Calcu 
îles  variations,  à  partir  de  190a, 
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l'introduction  du  système  canonique,  <pii  est  la  i  raduction  complète 
•  lu  mouvement  général  de  propagation,  dont  le  caractère  essentiel 
esl  d*être  un  déplacemenl  des  éléments  de  contact  des  ondes. 

^2.  Dans  les  pages  <pii  suivent,  nous  traitons,  au  même  point  de 
vue,  le  problème  de  Lagrange.  Les  ondes  élémentaires  et  les 
multiplicités  d'onde  qui  leur  correspondent  sont  iei  des  multi- 
plicités à  n  —  i  dimensions,  dont  le  support  ponctuel  con- 
tinu oc"  '  K  points.  Mais  si  l'on  veut  avoir  une  véritable  propa- 
gation, on  est  conduit  à  supposer  que  le  support  tangentiel  de 
ces  multiplicités,  c'est-à-dire  le  système  des  plans  de  leurs  élé- 
ments de  contact,  contient  <x>n~A  plans  (').  Or  cela  revient  à  sup- 
poser que  le  problème  de  calcul  des  variations  est  un  problème 
ordinaire  (2),  hypothèse  qui  s'impose  aussi  dans  le  calcul  des 
variations  pour  diverses  raisons. 

Déjà,  dans  nos  précédents  articles,  s'était  montrée  l'importance 
du  point  de  vue  tangentiel  dans  les  problèmes  considérés  :  il  équi- 
vaut à  la  considération  de  la  figuratrice  de  M.  Hadamard.  Ici 
encore,  c'est  la  représentation  de  la  multiplicité  d'onde  par  son 
support  tangentiel  qui  est  le  fondement  de  notre  méthode.  Il  est 
bien  remarquable  qu'elle  permet  d'éviter  l'objection  de  du  Bois- 
Reymond  sur  l'introduction  prématurée  des  dérivées  secondes  dans 
une  question  qui  n'en  suppose  pas  l'existence,  a  priori.  C'est,  en 
effet,  le  système  canonique  d'Hamilton  qui  se  présente  d'abord 
pour  définir  les  extrémales  du  problème. 

On  évite  aussi  les  discussions,  assez  délicates,  nécessaires  pour 
justifier  lemploi  des  multiplicateurs  de  Lagrange;  car  ils  se  pré- 
sentent ici  d'eux-mêmes  pour  définir  le  choix  que  l'on  a  à  faire 
mire  les  divers  éléments  de  contact,  associés  à  chaque  point,  sur 
les  ondes  élémentaires  successivement  rencontrées  par  une 
ex  tréma  le.  Et  Ton  a  ainsi,  en  outre,  la  vraie  signification  de  ces 
multiplicateur-. 

En   ce  qui  concerne  les  conditions    du    minimum,    nous   nous 


(' )  S.nis  cela,  les  ébranlements  produits  en  un  point  quelconque,  suivant  cer- 
taines  orientations  des  éléments  de  contact  de  ce  point,  ne  pourraient  pas  se 
propager.  Je  reviendrai  sur  ce  poinl  dans  un  autre  travail, 

c1)  cf.  Hadamard,  loc.cit.,  p.  239,  167, 
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sommes  bornés  à  établir  des  conditions  suffisantes,  en  généra- 
lisant la  méthode  déjà  employée  dans  notre  article  des  Annales  de 
V Ecole  Normale,  1909.  Elles  se  traduisent  encore  par  la  con- 
dition de  concavité  des  multiplicités  d'onde  vers  leurs  origines, 
qui  ne  nous  paraît  pas  encore  avoir  été  énoncée  pour  ce  pro- 
blème. 

Pour  faciliter  notre  exposé,  nous  avons  réuni  dans  une  première- 
Partie  les  principes  sur  la  géométrie  des  multiplicités  que  nous 
aurions  à  employer.  On  y  trouvera,  outre  la  double  représentation 
au  moyen  du  support  ponctuel  et  du  support  tangentiel,  la  défini- 
tion et  l'étude  de  la  concavité,  soit  en  un  élément  de  contact,  soit 
dans  le  domaine  d'un  tel  élément.  Pour  discuter  cette  concavité-, 
on  est  conduit  à  considérer  la  forme, quadratique 

n 

rs  =  2_tdpidqi, 

i=\ 

où  p{,  .  .  .,  p„  sont  les  coordonnées  du  point  (W\n  élément  de 
contact,  et  qKy  ....  cjn  les  coefficients  de  direction  (')  de  son  plan. 
L'étude  de  cette  forme  quadratique  se  ramène  à  celle  d'autiv> 
formes  quadratiques,  où  interviennent  les  données  de  la  repré- 
sentation, ponctuelle  ou  tangentielle,  de  la  multiplicité.  De  cette 
même  forme  to  dépendent  les  notions  d'élément  oscillateur  et  de 
variation  asymptotique  pour  les  multiplicités  les  plus  générales.  Le 
fait  qu'elle  s'évanouit  identiquement  caractérise  les  multiplicités 
linéaires. 

3.  La  considération  des  ondes,  où  l'intégrale  .1  représente  une 
durée  de  propagation,  exige  que  l'élément  différentiel  soit  positif. 
On  ramène  à  ce  cas,  comme  l'on  sait,  celui  où  cet  élément  chan- 
gerait de  signe,  sur  l'arc  de  courbe  considéré,  en  ajoutant  à  F  une 
différentielle  totale  convenablement  choisie  :  cela  revient  à  effec- 
tuer sur  la  multiplicité  d'onde  (qui  peut  toujours  se  définir)  une 

(')  Four  mieux  mettre  en  évidence  Le  caractère  dualistique  de  toutes  lesconsî 
dérations  qui  interviennent,  nous  avons  imposé  à  ces  •//  coordonnées    la  condi 

tion  //>,<?,=  i-  Mais  il  n'v  aurait  rien  d'essentiel  à  changer,  si  l'on  roulait  em- 

/     1 
ployer  (tes  coordonnées  homogènes, 
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transformation  projectivc  qui  est  la  dùalislique  d'une  translation. 

\n  point  de  vue  de  l'énoncé  des  résultais,  il  est  plus  naturel  alors 
«le  se  borner  à  la  considération  des  ondes  élémentaires  :  le  minimum 

a  lieu  s'il  y  a  concavité  quand  F  est  positif,  et  convexité  quand 
F  est  négatif. 

Le  procédé  de  représentation  des  multiplicités  d'onde,  que  nous 
avons  systématiquement  employé,  utilise  l'équation  tangentielle 
sous  la  forme  résolue  par  rapport  à  la  coordonnée  d'homogénéité. 
Fn  réalité,  cela  n'entraîne  aucune  restriction  essentielle,  car  la 
condition  de  possibilité  qui  intervient  est  celle  qui  se  présente 
aussi  pour  l'application  des  théorèmes  d'existence  des  intégrales 
d'un  système  différentiel  aux  équations  différentielles  des  extré- 
males  écrites  sous  la  forme  donnée  par  Lagrange. 

Néanmoins,  nous  nous  réservons  de  montrer,  dans  un  autre 
travail,  que  notre  méthode  de  mise  en  équations  des  problèmes  de 
calcul  des  variations  n'est  nullement  liée  à  ce  mode  de  représen- 
tation particulier,  pas  plus  qu'au  signe  de  l'élément  différentiel. 
Elle  peut  aussi  s'étendre  au  cas  des  intégrales  multiples. 

Remarquons,  pour  terminer,  que  le  caractère  analytique  des 
équations  différentielles  du  problème,  tel  qu'il  résulte  de  notre 
exposé,  consiste  en  ce  qu'elles  expriment  que  la  variation  de  l'in- 
tégrale curviligne 

n 

(5)  /  ^Sqidxi 

t  =  i 

es!  nulle,  les  variables  #,,  ...,#„.;  7,,  ...,  qn  étant  liées  par  une 
seule  relation 

(6)  G0O1 xn  |  q\ qn)  =  o. 

On  pourrait,  par  suite,  rattacher  l'étude  du  problème  de  Lagrange 
à  la  réduction  dune  expression  de  Pfaff.  Nous  nous  bornerons  ici 
à  l'indication  de  cette  nouvelle  méthode,  qui  serait  susceptible  de 
s'étendre  aux  problèmes  non  ordinaires,  au  problème  de  Mayer, 
et  aussi  aux  problèmes  d'extremum  des  intégrales  multiples. 

I.  —  Remarques  sur  la  ckométrie  des  multiplicités. 

I.  Dans  un  espace  à  //  dimensions,  désignons  par /y,.  ...  pn 
!•>-,  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  quelconque,  el  convenons 
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de  ramener  l'équation  d'un  plan  quelconque  à  la  forme 


(o  2y/X/~i1 


1=1 


Xl7  ...,  X.n  étant  les  coordonnées  ponctuelles  courantes.  Les  coor- 
données d'un  élément  de  contact  seront  alors  in  nombres/?,, 

Pn  \  r]\->  •••>  (Jn*  liés  par  la  relation 

n 

/=i 

Se  trouvent  exclus  les  éléments  de  contact  dont  le  plan  passe  à 
l'origine,  et  ceux  dont  le  point  est  à  l'infini  (  '  ). 

Une  multiplicité  (M)  à  n — j  dimensions  sera  définie  par  un 
système  (S)  de  n  -4-  i  équations  entre  les  coordonnées  de  son 
élément  de  contact  courant;  ce  système  est  assujetti  à  la  double 
condition  d'avoir  comme  conséquence  l'équation  (2),  et  l'une  ou 
l'autre  des  deux  équations  de  Pfafï  (2) 

n 

(3)  2  ?/<*/>*=<>, 

i  =  \ 

n 

(4)  Z^Pi  d&  —  b' 

I=s1 

qui  sont  équivalentes  en  tenant  compte  de  l'équation  (a). 


(l)  Si  l'on  en  avait  quelqu'un  à  considérer,  on  pourrait  se  ramener  au  cas  qoi 
mal,  respectivement,  par  l'une  des  transformations  suivantes  (translation  et  trans- 
formation corrélative)  : 

Pi  --  Pi  +  «,-,        9i   ~ ^ (i  2  1,  a,  ...,  n); 

I  -h     >     aiÇi 

! 

q'i  =  <L  ■+■  *«i        o't ^ (i  =  i,  ■ n). 

(a)  On  ne  parle,  généralement,  «pi *"  de  l'équation  (3).  Notre  exposition  .1  ; 
hut  de  faire  apparattro  le  rôle  absolument  symétrique  desdeux  groupes  de  1 
données  p pn  et  7, 7,,- 
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Or,  entre    les   équations  de  ce  système  (S),  on  peut  éliminer 

qK </,,.  On  obtient  ainsi  un  certain  nombre,  a -f- i  d'équations 

en  />,,  ...,  pn,  indépendantes  entre  elles.  De  même  on  peut 
éliminer  pt,  ...,pn  et  obtenir  (3 -f- 1  équations  en  q{,  ...,  q„, 
indépendantes  (Mitre  elles.  Les  deux  systèmes  partiels  ainsi 
obtenus 

(5)  F/i(/>iî  •  •  • ,  Pn)  —  o        ( h  =  o,  i ,  2,  . . . ,  a), 

(6)  G/A  <j ,....,  q„)  =  o  (#  =  0,1,2,..     ,  P), 

définissent  respectivement  ce  qu'on  peut  appeler  le  support 
ponctuel  et  le  support  tangent  tel  de  la  multiplicité  :  à  savoir  le 
lieu  des  points  et  la  famille  des  plans  qui,  respectivement,  font 
partie  des  éléments  de  contact  de  cette  multiplicité. 

L'un  ou  l'autre  de  ces  supports  définit  entièrement  la  multi- 
plicité. Rappelons-en  la  raison,  pour  le  support  ponctuel  par 
exemple. 

Dire  que  les  équations  (5)  expriment  le  résultat  de  l'élimination 
de  </,,  ...,  qn  entre  les  équations  du  système  (S)  équivaut  à  dire 
que  les  équations  ^/F^  — o(A  =  o,  1,2,...,  a)  expriment  toutes 
les  relations  indépendantes,  en  dpt,  ...,  dpn,  qui  résultent  de  la 
différentialion  des  équations  du  système  (S).  L'équation  (3)  ne 
peut  donc  être  qu'une  conséquence  des  équations  d¥h  =  o 
(//  =r  o,  1 ,  2,  ...,  a).  En  exprimant  ce  fait,  on  obtient  n  —  a —  1 
équations  linéaires  homogènes  en  <y,,  ...,  qfl7  qui  sont  indépen- 
dantes et  constituent  avec  (2),  qui  n'est  pas  homogène,  un  sys- 
tème (S)  de  n  —  a  équations  linéaires,  indépendantes,  en^,  ...,qn. 

Cela  posé,  soit  (/?,,  ... , pn)  un  point  du  support  (5).  D'après  la 
définition  du  support,  il  y  a  au  moins  un  élément  de  contact 
de  (M)  associé  à  ce  point.  Et  les  coordonnées  gr,,  ...,  qn  qui 
achèvent  de  définir  un  tel  élément  satisfont  au  système  linéaire  (S), 
en  vertu  de  la  définition  des  multiplicités  et  des  explications  pré- 
cédentes. Si  donc  nous  voulons  déterminer  tous  les  éléments  de 
contact  de  (M)  associés  au  point  considéré,  nous  pourrons  tirer 
de  (S)  les  expressions  de  n  —  '/  des  inconnues  <fi  en  fonction  des 

autres,  q{ qa:  par  exemple,  qu'il  s'agira  de  calculer  de  manière 

à  satisfaire  aux  équations  obtenues  en  portant  ces  expressions  dans 
les  équations  |  S  ».  Ces  équations  en  q{ r/a  ne  sont  pas  incom- 
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patibles  ;  et,  dès  lors,  elles  ne  peuvent  être  que  des  idenl i t*'-^ .  Car, 
sans  cela,  le  système  (S)  serait  équivalent  à  un  système  forme'1  de 
plus  de  n -\- i  équations  indépendantes,  et  la  multiplicité  (M) 
aurait  moins  de  n —  i  dimensions. 

Les  éléments  de  contact  de  (M)  sont  donc  entièrement  définis 
par  les  équations  (  5)  et  le  système  (S)  (1).  Quant  au  système  (S), 
il  est  formé  de  l'équation  (2)  et  des  équations  obtenues  en  élimi- 
minant  les  inconnues  auxiliaires  )^  (h  —  o,  1,2,  ...,  a)  entre  les 
équations 

(7)  qi=%         ^,=  I»a »)i 

où  f  désigne  la  fonction 

a 

(8)  .  /o  =  2X*F*' 

des  variables  indépendantes/?,,  ...,/>«;  à0,  A,,  ...,  Aa. 

Il  es.t,  en  général,  préférable  de  garder  les  équations  (7)  telles 
quelles  :  l'élément  de  contact  général  de  (M)  se  trouve  ainsi 
exprimé  au  moyen  des  a  -f-  1  paramètres  \h  et  des  n  —  y.  —  1  para- 
mètres dont  dépend  le  point  courant  du  support  ponctuel  ;  les 
paramètres  étant  liés  par  la  relation 


<9>  I^'fjh'' 

1  =  1 


qui  résulte  de  (2). 

On  remarquera  que  cette  relation  exclul  le  cas  où  le  système  (5) 
serait  homogène;  car  le  premier  membre  de  (9)  -annulerai! 
alors  pour  tout  point  du  support.  Dans  ce  cas,  en  effet,  tous  les 
éléments  de  contact  de  (M)  se  trouvent  exclus  par  la  con- 
dition (2). 

Tous  ces  raisonnements  el  ces  résultats  s'appliquent    au  supporl 


(  '  )  De  là  résulte  ce  théorème  :  Tous  les  plans  associés  à  un  même  point  / 

former  des  éléments  de  contact  de  (M)  forment  un  sj  stème  lin<  pai 

suite,  corrélativement  :   Tous  les  points  d'un  même  plan,  qui  forment  avec  lui 

des  cléments  (te  contact  de  fM^.  Constituent   une  variété  Imr'ar 
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tangentiel.  ()n  a  donc  une  autre  forme  des  équations  de  la  multi- 
plicité fi)  associa  ni  aux  équations  (6)  les  équations 

(10)  pi=  ^y         (i=  i,  2,  ...,  n), 

où  Ton  a  posé 

P 

(»)  ^o=2  ha-  G/,, 

*  =  0 

et  l'équation  de  condition 

Il  résulte  enfin  de  là  que  les  équations  (6)  résultent  de  l'élimi- 
nation de/?,,  ...,/>„;  X0,  X|,  . . .,  Xa  entre  les  équations  (5),  (7),  (9)  ; 
et  que  les  équations  (5)  résultent  de  l'élimination  de  qK,...,qn\ 

;jl0,  a, ,  . .  .,  u.p  entre  les  équations  (6),  (10),  (12). 

2.  Les  formules  précédentes  se  simplifient  si  l'on  donne  aux 
équations  des  supports  une  forme  particulière  qui  équivaut  à 
l'emploi  de  coordonnées  polaires.  Occupons-nous,  par  exemple, 
du  support  ponctuel  et  supposons  d'abord  a  =  o.  Tout  point  de 
ce  support  se  trouve  sur  un  certain  rayon,  issu  de  l'origine,  dont 
nous  désignerons  par  a<,  ...,  a„  les  paramètres  directeurs,  et  par  p 
la  longueur.  Celle-ci  se  trouve  définie  par  l'équation 

(i3)  Fo(p«,  ■•'.,  Pan)  =  o. 

On  peut  la  considérer  comme  définissant  -  en  fonction  de  a{ ,  .  ..,«„, 

P 

dans  le  voisinage  du  point  considéré  ;  car,  en  excluant  les  éléments 
de  contact  dont  le  plan  passe  à  l'origine,  nous  avons  exclu  l'hypo- 
thèse o  =  o.  On  obtient  donc,  pour  ce  domaine,  une  équation  de 
la  forme 

fi4;  -  =  F(«i,  ...,  o,n). 

? 

La  fonction   F  reste  positive  dans  ce  domaine.  On  peut  observer 
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de  plus  qu'elle  reste  définie  pour  des  valeurs  ma{,  . ..,  ma,n  où  m 
est  suffisamment  voisin  de  i,  car  elles  sont  aussi  voisines  que  l'on 

veut  des  valeurs   initiales;  et,   sous  la  forme  (i3),  on  voit  que  la 

•      •    o 
valeur  de  p,  déduite  par  continuité  de  la  première,  est  ainsi  —  • 

Donc  la  valeur  de  -  est  m-,  c'est-à-dire  que    la  fonction  F  est 

?  ? 

homogène  (positivement)  du  degré  un  (*)  ;  on  pourra  lui  appli- 
quer l'identité  d'Euler  et  ses  dérivées  partielles  auront  (positi- 
vement) les  homogénéités  connues. 

Tout  ceci  reste  vrai  si  l'on  considère  plus  généralement  a,,  ..  ., 
ain  o  comme  des  coordonnées  liées  aux  coordonnées  pi,  ...,  pn 
par  les  seules  relations 

(l5)  pt—  pa/        (i  ==  i,  2,  ...,  n), 

sans  imposer  à  a(,  ...,  an  de  restriction  autre  que  celle  d'être, 
respectivement,  du  même  signe  que  a,,  . ..,  a>n.  On  pourra  même 
supposer  que  a{,  . ..,  an  out  des  valeurs  aussi  voisines  qu'on 
voudra  de/>1;  ...,  pn]  et,  par  suite,  on  déduira  de  l'équation  (i4) 
l'équation 

<l6>  i-f(*.  .'..,*)  =Jf<»,  .,..».). 

puisque-  sera  aussi  voisin  de  un  que  l'on  voudra. 

Par  conséquent,  l'équation  du  support  apparaît  sous  la  forme 
(17)  O  =  F0sF(/>i,  ...,pn)  —  Ij 

où  F  a  la  propriété  d'homogénéité  indiquée.  Il  est  clair  que  cette 
équation,  d'après  la  manière  dont  nous  y  sommes  arrivés,  ne  peut 
représenter  qu'une  portion  du  support  ponctuel  qui  est  rencontrée 
en  un  point  au  plus  par  un  rayon  quelconque  issu  de  l'origine. 

Ce  rayon  n'est  ici  assujetti  toul  au  plus  qu'à  l;i  condition  de  ne 
balayer  qu'une  portion  (à  //  dimensions)  de  l'espace  considéré. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  maintenant  a>o.  sa  direction 
devra  satisfaire  à  a  conditions,  qu'on  pourra  écrire  sous  la  forme 


(')  s'il  arrivait   qu'elle   ne   fût    pas.  d'abord,  définie  pour  toutes  les   râleurs 

max man  (m  >  o),  la  propriété  d'homogénéité  permettrait  <lt*  la  proton^ 

toutes  ces  valeurs.  Mais  les  valeurs  <!*•  ///  négatives  restent  exclues. 
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de    x    équations    homogènes  (positivement)   <le   degré   zéro,    en 
/>{ j)n.  Ce  seront  les  équations 

(18)  Fh(pu  •••>  Pn)  =  0        (h=  i,  2,  . ..,  a). 

Les  fonctions  K0,  Ft,  ...,  Fa  élan!  ainsi  choisies,  on  voit 
immédiatement  que  la  condition  (9)  équivaut  à  X0=  1.  La  multi- 
plicité (M)  est  donc  définie,  pour  la  portion  considérée  du  support 
ponctuel,  par  les  équations 


(19) 

F(/>i,  •-.,  />/»)  =  1, 

(20) 

Pa(/»1î 

...,/?„)  =  (>        (//  =  1,  2,  . 

.  .,  a), 

v2l) 

a  -  ôf 

a 

,  2,   .  .  . 

,  n) 

h  =  \ 


On  peut  remarquer  que  f  est  homogène  de  degré  un  par  rapport 
à  toutes  les  variables  p{,  ...,  />„;  à,,  ...,  Xa,  toujours  au  point  de 
vue  positif.  Il  en  résulte  que  le  support  tangentiel  se  déduira  des 
seules  équations  (20)  et  (21),  c'est-à-dire  sans  faire  intervenir 
l'équation  (19). 

On  remarquera  qu'on  pourrait,  dans  le  système  précédent, 
à  cause  de  l'homogénéité  des  fonctions  F  et  F/,,  remplacer  l'équa- 
tion (19)  par  l'équation  (2). 

Le  support  tangentiel  sera  susceptible,  à  son  tour,  d'une  repré- 
sentation analogue  qui  s'appliquera  à  une  portion  de  ce  support 
telle  quelle  ne  contienne  qu'un  plan  rencontrant  orthogona- 
lement  un  rayon  quelconque  issu  de  l'origine.  Les  équations  de 
ce  support  seront  alors  de  la  forme 

(22)  Q(qu   ...,  <jn)  =  i, 

(*3)  (*k(qu  •••>  qn)  —  o      (*=s  i,  2,  ...,  p), 

G  et  les  Gjj  étant  positivement  homogènes  :  G  de  degré  un  et  les 
Ga  de  degré  zéro  (').  Et  pour  avoir  la  multiplicité  (M),  ou  du 
moins  la  partie  qui  correspond  à  cette  portion  du  support  tan- 
gentiel,   il   faut  adjoindre  aux  équations  (22)  et  (28)   les  équa- 


(')  Les  résultats  suivants  subsistent,  en  ce  qu'ils  ont  d'essentiel,  et  les  raison- 
nement- sont  a  peine  modifiés,  quand  on  suppose  le  de^ré  d'homogénéité  des  F, 
et  de>  </;  égal  a  un.  Cette  hypothèse  est  souvent  plus  commode  dans  les  appli- 
cations. 
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lions 

(24)  pi-  —,         g  =  G -*-]£]  pkGk  =1,2,...,»). 

Comme  g  est  positivement  homogène,  de  degré  un,  en  qt,  . ..,  qn  ; 
(ji,, ...,  jAp,  Je  support  ponctuel  est  ici  défini  par  les  équations  (2.3) 
et  (24)  seules.  Enfin  (22)  pourrait  être  remplacé  par  l'équa- 
tion  (2). 

3.  Supposons  que  la  multiplicité  (M)  considérée  dépende  de 
un  ou  plusieurs  paramètres,  et  soit  a  l'un  d'eux  :  ce  paramètre 
figurera  dans  les  fonctions  F,  F/i,  G,  O*.  Les  dérivées  de  ces 
fonctions  sont  alors  liées  par  une  relation  simple  qu'on  obtient  en 
difTérentiant  l'identité  (2)  totalement,  par  rapport  à  toutes  les 
variables  de  la  question,  le  paramètre  a  compris.  Les  équa- 
tions (3)  et  (4)  ne  sont  plus  alors  vérifiées  et  l'on  obtient  seu- 
lement 

n  n 

(25)  2j  qi  dpi  -h  2^  Pi  dqt  =  o, 

i=l  i=i 

c'est-à-dire,  à  cause  des  formules  (21)  et  (26), 

n  n 

i  =  1  1      \ 

On  a,  d'autre  part,  à  cause  de  (19),  (20),  (22),  (23),  les  iden- 
tités 

(27)  /=i,        ff  =  i, 
que  l'on  peut  différentiel*.  Gomme  l'on  a 

(28)  S  =  ¥h    (fc=i,  2,  . ..,<*);         Tf-  =  G*    (*  =  i,* 

les  termes  en  cfk^  et  du-^  n'interviennent  pas,  et  il  reste 

(29)  K^+iïR*'830' 

1    1 

n 

(30)  d-fda      V  È£-dqt=  0. 

1=1 
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Par  comparaison  avec(2€),  on  obtient   alors  la  relation  annoncée 

On  ■     ùa 

\.    Voici  une  autre  remarque  donl  nous  aurons  à  faire  usage. 

Supposons  que  le  support  tangentiel  soil  à  n —  i  dimensions, 
ce  qui  sera  pour  nous  le  cas  le  plus  iinporlaul  :  les  équations  (23) 
n'existent  pas  alors  et  g  se  réduit  à  G.  Les  équations  (24),  à  cause 
de  Unir  homogénéité,  donnent  donc  une  représentation  paramé- 
trique du  support  ponctuel,  au  moyen  des  paramétres  </,,  ...,<y/0 
dont  les  rapports  interviennent  seuls  :  nous  pouvons  même  sup- 
poser, à  cause  de  cette  circonstance,  que  ces  paramètres  vérifient 
l'équation  (22). 

Alors  {p\t  ...,  pn\  </i5  •  •  -5  (J11)  est  un  élément  de  contact  de  la 
multiplicité  (M),  associéau  point  (/?,,  ..._,  pn)  du  support  ponctuel. 
Mais  ce  n'est  pas  nécessairement  le  seul.  Pour  les  trouver  tous,  il 
faut  chercher  tous  les  systèmes  (p*,  ...,/?«;  y<,  ...,y„)  qui  satis- 
font aux  conditions 

(  32  )  Zàytpt^1*       2 yi  dpi  =  °* 

/=i  1=1 

Les/?/  sont  donnés  par  les  équations  (24)  et,  dans  leurs  différen- 
tielles, on  peut  considérer  dr/t)  ...,  dqn  comme  indépendants;  car 
il  ne  s'agit  maintenant  que  d'utiliser  la  représentation  paramé- 
trique du  support  ponctuel,  pour  laquelle  on  aurait  pu  faire 
abstraction  de  (22),  à  cause  de  l'homogénéité  des  formules  (24). 
Les  équations  du  problème  sont  donc 

n 


i=\ 


Pour  les  résoudre,  on  déterminera  «l'abord  la  solution  générale 
des  équations  (34)  et  l'on  disposera  du  facteur  arbitraire  qui  y 
figure  de   manière  à  satisfaire  à  la  condition  (33). 

Si  donc  le  hessien  de  Gr,  qui  est  identiquement  nul  à  cause  de 
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l'homogénéité  de  G,  est  de  rang  un  seulement,  le  système  (33), 

(34)  n'a  qu'une  solution  qui  est 

(35)  yt=qi        {i=  i,  2,  ...,  ai), 

et  l'élément  de  contact  (/?,,  ...,/>„;  qK^  ...,qn)  est  le  seul  qui 
contienne  le  point  (/?,,  ...,  pn)  du  support.  C'est  le  cas  où  les 
équations  (  24  )  donnent  une  seule  relation  entre  pl}  ...;  p,i  seuls, 
c'est-à-dire  où  le  support  ponctuel  est,  lui  aussi,  à  a — 1  dimen- 
sions. 

Si  au  contraire  le  hessien  de  G  est  de  rang  a  +  1  (a  >  o),  c'est- 
à-dire  si  le  support  ponctuel  est  à  11  —  a  —  1  dimensions,  ce 
support  est  représenté  par  le  système  (19),  (20),  et  le  résultat 
exprimé  par  les  formules  (21)  montre  que  la  solution  générale  des 
équations  (33),  (34)  s'écrit,  avec  a  arbitraires  w,,  ...,  uai 

_  a 

(36)  .T*=|£>         7=F+2]"AF*        (i=i,  2,  . ..,«). 

Or  les  équations  (19),  (  20),  (2  1  )  ont  pour  conséquence,  à  leur 
tour,  les  équations  (22)   et  (24).   Donc  les  équations  (19),  ( 
et  (36),  qui  n'en  difîerent  que  par  un   changement  de  notations, 
auront  pour  conséquences  d'abord 

(37)  GsG(/,,    ...,rn)=  1; 

en  désignant  pour  abréger   par  G   la  fonction  G  écrite  avec   les 
lettres yu  ...,  yn  au  lieu  de  ryt ,  ...,  (jlt  ;  et  aussi 

e/G 

(38)  /,,=  -_  (*  =  I,  -».,  -..,  ii). 

Par  suite,  toute;  solution  du  système  (33),  (34)  satisfait  au  système 
formé  de  l'équation  (37)  el  des  ('-quai ions 

àô       dG 

Supposons,  de  plus,  que  la  multiplicité  (M  |  dépende  «i  un  para- 
mètre a  comme  au  n°  «>.  Les  ;■,  peuvenl  être  considérés,  .1  cause 

XL. 
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(les  formules  (36)  et  (2  (),  comme  des  fondions  bien  déterminées 

a 

|o)     Pi      Qi\o(gi 7"'   l~zl«**Q/,A(gi»  '">  g»)     U'=  1,  >,.•••'*  >., 

des  variables  y,,  ...,</„;  «l} wa,  qui  constituent  la  solution  gé- 
nérale du  système  (33),  (34  )  :  et  ces  fonctions  rendent  identiques, 
non  seulement  ces  équations,  mais  aussi  les  équations  (37)  et  (39). 
Dans  le  cas  actuel,  ces  identités  ont  lieu  aussi  en  a,  qui  figure, 
comme  paramètre  également,  dans  les  coefficients  Q  des  for- 
mules (4o)«  On  obtient  donc  en  difterentiant,  par  rapport  à  a, 
les  équations  (33)  et  (3^) 

n  n 

V  ÔÎ{J     j         V  àG    1 


1  =  1  ,=1 


1 1  \  d{*  j        V  àG    , 

U2)  dïda+2àWi y'=°'' 


i  =  ï 


d'où,  en  tenant  compte  des  équations  (3g),  la  formule 

dG      \?         à*G 

àa       Jmd       Ocji  ùa 

qui  est  une  nouvelle  conséquence  des  équations  (33)  et  (34). 

5.  Dans  l'application  de  l'étude  des  multiplicités  au  calcul  des 
variations,  la  multiplicité  (M)  nous  sera  donnée  par  les  équa- 
tions (19),  (20)  qui  définissent  son  support  ponctuel;  et  nous 
ferons  ensuite  usage  de  la  représentation  (22),  (20),  (  i\  ),  fondée 
sur  le  rapport  tangentiel.  Jl  nous  faut  donc  examiner  à  quelle 
condition  ce  second  mode  de  représentation  est  légitime,  dans  le 
domaine  d'un  élément  de  contact  de  la  multiplicité. 

Prenons,  plus  généralement,  un  support  ponctuel  à  n-  -  y. —  1  =y 
dimensions  représenté  par  des  équations  paramétriques  quel- 
conques 

(44)  Pi=  ?*('i,  ••-,  /v>       (1  =  1,  2,  ...,  n). 

Les  éléments  de  contact    (/>, /),,  ;    y,,    —  qn)  associés  à  un 
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point  quelconque  de  ce  support  sont  définis  par  les  équations 

n 

do, 


1=1 

qui  équivalent  à  la  condition  (3),  et  par  l'équation  (2)  qui  s'écrit 
ici 

ri 

(46)  y?j<pj=i. 


/=! 


Pour  arriver  à  la  représentation  du,  support  langentiel  sous  la 
forme  (22),  (23),  nous  nous  donnons  dés  coefficients  de  direction 
(ù\,  ...,  bn  )  de  la  normale  au  plan  de  l'élément  de  contact,  et 
nous  cherchons  à  déterminer  cet  élément  (  cf.  n°  2,  où  des  con- 
sidérations analogues  sont  appliquées  au  support  ponctuel  ).  Nous 
devons  donc  poser 

(  4  7  )  qi—  bi<j        (1  —  1,  2,  . . .,  n) 


et  chercher  à  obtenir  -  comme  fonction  de  &,,  ...,  bn  par  élimi- 

nation  des  paramètres  £,,  ...,  ty.  Nous  avons  à  faire  usage,  à  cet 
elïet,  des  équations  obtenues  en  portant  les  valeurs  (4y)  dans  les 
équations  (4o)  et  (46).  Si  nous  posons  pour  abréger,  en  consi- 
dérant £,,  ...,  bn  comme  des  constantes  données, 

(48)  ?(/,,  ....  M^V^., 

/        ! 


cela  donne  les  équations 

(/=i 

et 

(5o) 

1 

el  nous  pouvons  remplacer  celle  dernière  par  la  combinaison 

V  

(5l)  i    = :Z—  V    tfJt    =    »0. 

i     1 


Gomme  on  <»  alors  l'identité 

Y 


V1         ,  0* 
I    >2  i  rf<po-h  >    '/«  -77-  —  °> 


on  voit  que  cp0  est  fonction  de  celles  des  dérivées  -~  qui  sont  indé- 
pendantes. Par  suite,  tout  dépend   uniquement   du    déterminant 

fonctionnel  de  ces  dérivées,  c'est-à-dire  du  hessien  de  la  fonction  ç  ; 
ou  encore,  si  l'on  éludie  ce  qui  se  passe  dans  le  domaine  d'un 
élément  de  contact  (/?,,...,  pn;  q,,  ...,  qn)  de  la  multiplicité,  de 
la  nature  du  hessien  de  îa  fonction  de  f4,  ...,  £y, 

n 

(53)  <P=25r/Cp/' 

où  g^,  ...,  qn  sont  considérés  comme  constants  ('  ). 

Pour  un  élément  de  contact  général  de  la  multiplicité  (M),  ce 
hessien  sera  d'un  certain  rang  (3  (j3>o)  ;  et,  dans  le  domaine  de 
cet  élément,  on  aura  la  représentation  (22),  (23),  (24)  de  (M). 
Et  une  telle  représentation  ne  cessera  d'être  applicable  que  pour 
les  éléments  de  contact  qui  élèvent  le  rang  du  hessien  considéré. 

6.  On  arrive  à  un  énoncé  plus  géométrique  si  l'on  observe  que  ce 
hessien  est  le  discriminant  de  la  forme  quadratique,  en  dtK ,  ...,  dty, 

n 

qu'on  obtient  en  calculant  l'expression  différentielle  stees^  dpjdqi 

correspondant  à  un  déplacement  quelconque  sur  la  multiplicité, 
à  partir  d'un  de  ses  éléments.  On  a  en  effet 

(54)     £  dPi  d?/=2  ^2  %  dt>  -2  *2  S ** 

1  =  1  /  =  1  /=1  l—\  i  —  \ 


(l)  On  arrive  plus  vile  à  ce  môme  résultai  en  constatant  que  les  équations  (  'p  ) 
déterminent  les  points  du  support  où  un  plan  tangent  est   parallèle  au  plan 


y  *  x, = ». 


_  85  - 
Mais  la  différentiation  des  identités  (45)  donne  aussi 


de  sorte  qu'il  vient 


'C  II  f 

(se,       »  ^2  *»<  4, = -^  ?2  2  â: ** *-■ 

j  — 1  i  =  l       f=l  m  =  l 

Et  le  hessien  considéré  est  bien  le  discriminant  de  la  forme  qua- 
dratique ainsi  obtenue. 

La  multiplicité  (M)  étant  à  n  —  i  dimensions,  cette  forme  qua- 

n 

dratique  ^^dpidqi  serait  écrite,  sous  la  forme  la  plus  générale,  au 


i=  1 


moyen  de  n  —  i  différentielles  indépendantes,  et  doit  être  consi- 
dérée comme  une  forme  quadratique  à  n  —  i  variables.  Nous 
l'aurions  obtenue  ainsi  avec  le  mode  de  représentation  employé 
dans  le  cas  a  =  o(y  =  /i — i  ),  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  le 
support  ponctuel  a  le  nombre  maximum  de  dimensions.  Ou  voit, 
de  plus,  que  si  jj  =  o,  c'est-à-dire  si  le  support  tangentiel  a  aussi 
le  nombre  maximum  de  dimensions,  le  rang  de  son  discriminant 
est  nul,  et  cette  forme  quadratique  est  de  la  classe  générale. 

Dans  le  cas  général,  le  rang  de  son  discriminant,  en  considérant 
toujours  celte  forme  quadratique  comme  à  n  —  i  variables,  est 
a -4-  B;  et  la  forme  est  la  somme  de  (  n  —  i  —  a  —  rfi)  carrés  indé- 
pendants. Ceci,  bien  entendu,  en  supposant  que  l'on  a  affaire  à 
une  variation  (dpt,  ...,  dp,,  ;  dqKi  ...,  dqn)  effectuée  à  partir  d'un 
élément  de  contact  général  de  (M). 

La  représentation  (22),  (23),  (24)  [et,  par  suite  aussi,  par 
raison  de  symétrie,  la  représentation  (19)5  (20),  (21)]  ne  peut 
cesser  d'être   valable   que   dans   le   domaine  des  éléments  de 

contact   qui  élèvent    le  rang    du    discriminant    de    la   forme 

m ss^, dpi dqj.  Nous  dirons  que  de  tels  éléments  sont  bxcep- 
1= t 

T  ION  NKI.S. 


-  86  - 

7.   Gel  énoncé,  qui  résume  la  discussion  précédente,  est  facile  à 
appliquer  à   tous   les   modes  de  représentation  de  la  multiplicité. 
Pour  résoudre  la  question  posée  au  début  de  ce  paragraphe,  appli- 
quons-le au  cas  où  la   multiplicité  est  donnée  sous  la  forme  (19), 
10),  (21).  La  forme  quadratique  à  considérer  est  alors 

n  n        n  n         n 

/  =  1  /  -  1  /  -  1  i  =  1  // = 1 

mais   il   faut  y  supposer  les  variables   dpK dp,,   liées   par  les 

équations  de  condition  obtenues  en  différentiant  les  équations  (19) 
et  (  *>.()),  à  savoir 

C58)  2^7rf/>/=0        <*=1»a *>' 

1  =  1 

n 

(5g)  2£.rf/''  =  o; 

1  =  1 

ce  qui  réduira  le  nombre  des  variables  dpt,  ...,  rf/?„  ;  r/A,,  ...,  d\a 
à  /i —  1.  Il  faut  observer  en  effet  que  nous  écartons,  comme  sin- 
guliers, les  points  du  support  ponctuel  pour  lesquels  ces  équa- 
tions (58),  (09),  en  dp{,  ...,  dpn  cesseraient  d'être  indépen- 
dantes, car  pour  de  tels  points  la  condition  normale  derésolubilité 
du  système  (19),  (20)  cesserait  d'être  remplie. 

Ouant  à  la  forme   quadratique  (07),   elle  se  réduit,   en  tenant 
compte  de  (58),  à  la  forme 

n         n 


1  /=i 


el  nous  avons  à  déterminer  le  rang  de  son  discriminant,  c'est- 
à-dire  la  différence  entre  le  nombre  des  variables  (ici  n  —  1)  et  le 
nombre  des  équations  indépendantes  obtenues  en  égalant  à  zéro 
les  dérivées  partielles  de  la  forme  par  rapport  à  ces  variables. 

Rappelons  comment  on  résout  le^  questions  de  ce  genre.  SoitQ 
une  forme  quadratique   à   m    variables  \,,  ...,  Xm,  liées  par  des 

relations   linéaires   indépendantes,  L4  =  o L^=o.  On  peut 

faire  un  changement   linéaires  de  variables  tel   qu'on   ait  identi- 
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quement  L,  ~  X,,  ...,  L^  =  X.p;   et  Jes  équations  de  condition 
étant  alors  X(  =  o,  .. .,  X^  =  o,  il  reste  à  considérer  la  forme 

(61)  Q  =  Q(o,  ...,  o,  Xp+lj  ..  .,  X,„), 
qui  donne  le  système 

(62)  T\~  =  °         U=/>-f-i m), 


qui  est  équivalent  au  système 

(63) 


j  —  =  0         (i=p  +  i1  ...,  m). 


'     X/t=  o        (A  =  1,  2,  ...,  />). 

Or  si  l'on  considère  la  forme  quadratique  à  m  -\-  p  variables 

p  r 

(64)  S  ==  Q  -f-^  Y,4  LA  b  Q  +2  Y*  X"' 

A  =  1  h  =  1 

et  si  l'on  égale  à  zéro  ses  dérivées  partielles,  on  obtient  le  système 


àX 


h 


+  Ya=o        (à  =  1,  2,  ...,/>), 


(65)  dQ 

.    j  ^x~  ==0       ('=/>-+- l "'  '• 

'     \h  =  0         (A  =  1,  2 p); 

qui  contient  manifestement  />  équations  indépendantes  de  plus  que 
le    système  (63),  où   les  variables  Y,,  ...,  \p  ne   figurent  pas.  Le 

rang   du   discriminant    de  O   est   donc   le   même    que   le    rang  du 
discriminant  de  S,  où  les  m    t-  p  variables  sont  indépendantes. 
Appliquons  ce  résultai  h  la  forme  ^()o  ).  En  posant,  pour  ;iIh 

l'écriture,  dpi  =  P;  (  i  =  1 ,  2 w),   nous  aurons  à  considérer  la 

forme  quadratique 

(66)     yy_ifp(P/+yy^p,Y,   vf  ....->. 

—    _*  €>/''"  'V'y  ~*   ~    °Pt  —*  ''/' 

l—.l\  1  =  1     I.        1  ;        I 
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qui  donne  le  système 

7  =  1 

(68)  2^TPy=°        (/i=  ''  2'     •*'  a)' 


/=» 


Multiplions  les  équations  (67)  et  (68)  respectivement  par/?/ 
et  a^,  et  ajoutons  :  comme  f  est  homogène  de  degré  un,  par 
rapport  aux  /;,•  et  aux  \h-  et  comme  Ton  a 

dFh  d*f 


Opj  '     d\hdpj 

nous  obtiendrons,  en  tenant  compte  aussi  de  l'homogénéité  de  F^ 
et  de  F,  et  enfin  de  l'équation  (19),  la  combinaison  simple 

(70)  Y  =  o. 

Le  système  considéré  est  donc  équivalent  à  celui  qu'on  obtient  en 
adjoignant  l'équation  (6g)  et  l'équation  (70)  au  système 


i  =  l 


dP>  dP.i  dPi 


(72)  2i~ôpPj  =  °        (^  =  1,  2,  ...,  rt 


)• 


Les  équations  (69)  et  (70)  sont  visiblement  indépendantes  entre 
elles.  L'équation  (70)  ne  peut  être  conséquence  des  équations  (71) 
et  (72);  et  il  en  est  de  même  de  l'équation  (69),  car  elle  n'admet 
pas  la  solution 

vt=Pj    (y'  =  i,2,  ...,»),       Y/t=X/,    (A=i,2,  ...,o), 

qui  vérifie  le  système  171)  et  (72),  pour  les  raisons  d'homogénéité 
déjà  utilisées. 

Le  système  (67  I,  (68),  (69)  a  donc  un  nombre  d'équations 
indépendantes  supérieur  de  deux  unités  à  celui  des  équations 
indépendantes  du  système  (71),  (72).  Or  ce  dernier  système  est, 
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aux  notations  près,  celui  qu'on  obtient  en  égalant  ;'i  zéro  les 
dérivées  partielles  de  la  forme  quadratique  qui  constitue  le  second 
membre  de  l'identité  (  >~).  Gomme  cette  forme  contient  a  -f-  i 
variables    de  moins  (*)   que  la   forme  (66),   nous  concluons   que 

n 

le  rang  du  discriminant  de  la  forme  m  ^^^dpidqi  est  supé- 

i=i 
rieur  de  a  —  i    unités  au  rang    du  hessien  de   la  fonction  f. 

Il  serait,    de  même,    supérieur   de  (3  —  i   unités   au  rang  du 

hessien  de  la  fonction  g. 

Donc    les   éléments  exceptionnels    de   la    multiplicité  (M), 

définie  par  les  équations  (19),  (20),  (21),  pour   lesquels  peut 

tomber  en  défaut  le  mode  de  représentation  corrélatif  (22), 

(28),   (24),   sont  ceux   qui  élèvent   le  rang  du   hessien   de  la 

fonction  f. 

n 

8.   L'étude  de  la  forme  rs^y^dpidqi  équivaut  à  celle  des  pro- 

1=1 
priétés   projectives  du  second  ordre  des  multiplicités.   Elle   per- 
mettrait   de   classer,    d'une    manière   plus    précise,    les   éléments 
exceptionnels  que  nous  venons  de  considérer  d'après  le   nombre 
d'unités  dont  ils  élèvent  le  rang  de  cette  forme  w. 

Dans  le  cas  de  l'espace  ordinaire,  par  exemple,  n  =  3.  Pour  les 
surfaces  non  développables  a  =  o,  [3  =  o  ;  et  m  est  une  forme 
générale  à  deux  variables  :  les  éléments  exceptionnels,  pour 
lesquels  m  est  un  carré  parfait,  correspondent  aux  points  parabo- 
liques du  support  ;  ceux  pour  lesquels  zn  serait  identiquement  nul 
correspondent  aux  plans  tangents  pour  lesquels  la  distance  d'un 
point  voisin  du  point  de  contact  à  un  lel  plan  es!  un  infiniment 
petit  d'ordre  supérieur  au  second. 

Pour  les  surfaces  développables  a  =  o,  S  =  1  :  ra  se  réduit,  en 
général,  à  une  forme  à  une  seule  variable;  elle  devient  identique- 
ment nulle  pour  les  points  exceptionnels  où  Tordre  de  contact  du 
plan  tangent  avec  la  surface  s'élève. 

(')  Il  faut  se   rappeler  «ju<"  (66)   doit   être  considérée  comme  dépendant   des 

variables  P^  =  dpt  (i   =  1,  a,  ...,n),  cfkh  (h      i,  a,  ...>«),  Yh  (h       t,a 2)  et  ï     S 

doue  le  système  (71),  (7a)  contient  exactement   n      *  —  (J3      1)  équations  indé- 
pendantes, le  rang  du  hessien  de /  est  (  p   h»)i  et  le  rang  du  discriminant  de  (66) 

est  n   :  aa  -M  ~  (  n  -<-  *  —  p  -+-  ■  )    -  a 
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Pour  un  plan  seulement,  on  ;> 

a  =  o,  p  =  2; 

el  la  forme  est  nulle  identiquement. 

Pour  une  courbe  on  a  a  =  i,  el  le  cas  a  =  1 ,  [3  =  1  ne  se 
produit  que  si  la  courbe  devient  une  droite.  On  a  donc  en  général 
S  =  o;  et  m  est  une  forme  réductible  à  un  seul  carré;  elle  est 
identiquement  nulle  pour  les  éléments  de  contact  exceptionnels 
formés  d'un  point  de  la  courbe  et  de  son  plan  oscillateur. 

Pour  u ne  droite,  a  =  1 ,  S  =  1 ,  et  m  est  nulle  identiquement. 

Enfin  pour  un  point,  gj  est  encore  nulle  identiquement. 

Dans  le  cas  où  //  est  quelconque,  le  rang  (a-f-(3)  du  discri- 
minant est  nécessairement  au  plus  égal  à  /?  —  1.  Ceci  est  évident, 
a  priori,  car  les  (a-f-  1)  équations  du  support  ponctuel,  et  les 
(P+i)  équations  du  support  tangenliel  sont  indépendantes,  et 
le  nombre  total  des  équations  entre  /?,,  ...,/?,,;  </4,  ...,  qH  qui 
définissent  une  multiplicité  à  n —  1  dimensions  est  n  +  1 . 
Remarquons  que  cela  équivaut  à  dire  que  la  somme  des  nombres 
de  dimensions  des  deux  supports  est  au  moins  égale  à  n  —  1. 

On  peut  montrer  que  si  les  inégalités  précédentes  se  changent 
en  égalités,  c'est-à-dire  si  la  forme  m  est  nulle  identiquement, 
la  multiplicité  est  linéaire. 

Reportons-nous,  en  effet,  à  la  formule  (66).  Nous  pouvons 
supposer  qu'on  a  choisi  pour  paramètres  tK ,  ...,  ty,  y  coor- 
données />,,  par  exemple^,  /?2>  •  ••..  fiy  Alors  q{1  q2,  ...,  rjy  dis- 
paraissent de  la  forme  (<)6),  tandis  que  les  équations  de  con- 
dition ( /j5)  se  résolvent  précisément  par  rapport  à  ces  coor- 
données. Pour  exprimer  que  (56)  est  identiquement  nulle,  on 
n'a  donc  pas  à  tenir  compte  des  équations  de  conditions,  et  l'on 
obtient  ce  résultat  que  toutes  les  dérivées  secondes  des  fonctions 
(  Pv+n  iPy+2'  ■••»  ®")  sont  nulles  identiquement.  Ces  fonctions  sont 
donc  Linéaires  et,  par  conséquent,  i\  en  est  de  même  des  équations 
du  support  ponctuel  et,  par  suite  aussi,  de  celles  du  support  tan- 
gentiel,  d'après  la  dualité  de  toutes  nos  considérations. 

On  vérifie  du  reste  que  si  le  support  ponctuel  est 

Y 
(73)  PY+h=*S^aMPiai*         |>=i»2 (*  +  0]i 
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le  support  langentiel  est  donné  par  les  équations  |  (5),  qui  sonl  : 

a-i-i 

(74)  ^z+2,  ahiqy+h  =  o. 

h  =  \ 

et  par  l'équation  (4^),  qui  se  réduit  à 

a-t-i 

(75)  2^  ail<lv^h  =  '■ 

h-\ 

Remarquons  que,  d'après  les  remarques  faites  ci-dessus,  on  peut 
énoncer  le  résultat  obtenu  ainsi  :  Les  seules  multiplicités  pour 
lesquelles  la  somme  des  nombres  des  dimensions  des  deux  sup- 
ports est  égale  an  —  i  sont  les  multiplicités  linéaires;  les  deux 
supports  d'une  multiplicité  sont  linéaires  en  même  temps,  si 
cette  multiplicité  est  à  n  —  i  dimensions. 

Sur  une  multiplicité  non  linéaire,  la  forme  ra  ne  peut  donc 
s'annuler  identiquement  que  pour  des  éléments  exceptionnels, 
qu'on  pourra  appeler  des  éléments  oscillateurs. 

9.    Considérons  un  élément  de  contact  de   la  multiplicité  (M). 

// 

pour   lequel   la   forme  7rj  —  ^.dpidqi   ne   soi l,    ni    identiquement 

i=  i 
nulle,  ni  réductible  à  un  seul  carré  (').  Il  y  a  alors  des  variations 
(dpt1  ...,  dpn  ;  dq{)  ...,  dqn),  effectuées  à  partir  de  cet  élément, 
qui  annulent  la  formera.  C'est  ce  qu'on  peut  appeler  les  variations 
asympto  tiques  ;  mais  il  est  entendu  qu'on  exceptera  celles  pour 
lesquelles  tous  les  dpi  ou  tous  Les  dqi  seraient  nuis. 

Si  l'on  considère  plus  spécialement  le  support  ponctuel,  à  une 
variation  asjmptotique  correspondra  une  direction  asympto  tique 
sur  ce  support;  mais  si  [3  n'est  pas  nul,  il  correspondra  invers 
ment  à  celle  direction  asymptotique  une  infinité  de  variations 
asymptotiques,  car  les  ^  étant  exprimés  parles  formules  (ai),  les 
d/jf,  dépendent  des  dpi  el  (\c*  ctkkî  (''  '<vs  <l^'>  'estent  arbitraires 
ici,   puisqu'ils  disparaissent   de  la  formule    (5rf)  quand   on   tien! 


( ' )  Le  cas  d'un  support  ponctuel,  ou  d'un  support  langentiel,  à  nue  dimension 
est  exclu  par  là  [voir  équation  (56)]. 
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compte  de  (.">()).  Au  contraire,  la  variation  asymptotique  est  entiè- 
rement déterminée  parla  direction  asymptotique  quand  le  support 
tangentiel  est  à  n  —  i  dimensions. 

Si  l'on  considère  le  support  tangentiel,  à  une  variation  asymp- 
totique correspond  une  caractéristique  asymptotique;  à  savoir 
la  multiplicité  linéaire  à  n  —  2  dimensions,  définie  par  les  deux 
équations 

n  n 

1  76  )  V  qtXt  =  1 ,  ^  d9ix'  =  °- 

/— 1  ,=i 

On  voit  alors  immédiatement  qu'une  variation  asymptotique  est 
formée  par  l'association  d'une  direction  du  support  ponctuel  et 
d'une  caractéristique  du  support  tangentiel  telles  que  cette  carac- 
téristique contienne  cette  direction.  Et  la  réciproque  se  voit  en 
même  temps  par  les  mêmes  équations  :  il  est  bien  entendu  que  la 
direction  et  la  caractéristique  considérées  sont  supposées  fournies 
par  une  même  variation  de  l'élément  de  contact  considéré  sur  la 
multiplicité.  Remarquons  encore  que  toute  multiplicité  linéaire  à 
n  —  '2  dimensions,  contenue  dans  le  plan  de  l'élément  de  contact, 
et  passant  par  le  point  de  cet  élément,  peut  être  considérée 
comme  une  caractéristique  de  cet  élément. 

n 

10.    La   forme  nr  =  2_,dpidqi  intervient  encore  dans  la  notion 

i  =  1 

de  concavité  et  de  convexité  d'une  multiplicité,  qui  joue  un  rôle 
essentiel  dans  le  calcul  des  variations.  On  peut,  pour  définir  cette 
notion,  se  placer  à  deux  points  de  vue  corrélatifs.  Soient 
(piy'iPn]  r/\i  ■'•->  tfn)  un  élément  de  contact  (E)  de  la  multi- 
plicité, et  (//n  .  .  .,  p'n\  q\,  .  .  .,  q'n)  un  élément  de  contact 
voisin  (E')  de  la  même  multiplicité,  qui  sera  quelconque  dans  le 
domaine  de  (  E). 

Au  premier  point  de  vue,  la  multiplicité  sera  concave  en  (E) 
vers  l'origine,  si  le  point  de  (VJ)  est  constamment  du  même  côté 
que  l'origine  par  rapport  au  plan  de  (E).  Nu  second  point  de  vue, 
la  multiplicité  sera  concave  en  (E)  vers  l'origine,  si  le  point  de  (E) 
est  toujours  du  même  côté  que  l'origine  par  rapport  au  plan 
de  (E;).  Cela  se  traduira  donc,  suivant   la  définition  adoptée,  par 
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l'une  ou  l'autre  des  inégalités 


// 


(77)  2/?'^'~"I<0' 

i  =  l 
n 

(78)  ^Pi9Ï  —  Ko. 


i  =  l 


Les  deux  définitions  sont,  du  reste,  équivalentes,  si  l'on  consi- 
dère la  concavité  dans  une  région  de  la  multiplicité  :  les  élé- 
ments (E),  (E')  sont  alors  deux  éléments  quelconques,  différents, 
mais  suffisamment  voisins  de  ce  domaine  et  jouent  un  rôle  symé- 
trique dans  la  question. 

La  concavité  dans  une  région  s'exprimera  donc  par  des 
inégalités  de  la  même  nature,  quel  que  soit  le  support,  ponctuel 
ou  tangentiel,  au  moyen  duquel  on  définira  la  multiplicité. 

Revenons  à  la  concavité  en  un  élément  et  considérons,  par 
exemple,  l'inégalité  (77).  Les  p't  se  déduisent  des  pi  en  donnant, 
aux  paramètres  qui  définissent  l'élément  particulier  (E)  considéré, 
des  accroissements  arbitraires  infiniment  petits.  Si  nousordonnons 
le  premier  membre  de  (77)  suivant  les  puissances  de  ces  accrois- 

n 

sements,  le  terme  de  degré  zéro,  qui  est  2^Piûi — '»   est  nu'    il 

i ■  =  1 

cause  de  la  condition  (2)  et  l'ensemble  des  termes    du    premier 

n 

degré,  qui  est  \^qidpi  est  nul  à  cause   de   l'équation  (3);   enfin 


1=  1 


l'ensemble  des  termes  du  second   degré  est,  comme  il  résulte  de 
la  différen dation  de  l'équation  (3), 


(79)  y^àfJld'lpi  =  —  y^dpid(]i  = 


m. 


On  obtient  le  même  résultat  pour  le  premier  membre  de  |  78 

Par  conséquent,  l'une  et  Vautre  concavité  sont  réalisées  si  la 

formera  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  positives,  pour  toute 

variation   effective   de    l'élément   de   contact    considéré  :  nous 

entendons  par  là  que  cette  variation    ne   doit    annuler    m    tous 

les  dpn  ni  tous  les  d</t.  IJ une  ou  l'attire  concavité  ne  peut  être 
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réalisée   que  si  Ut  (orme  xs  ne  peut  prendre  que  des  valeurs 

positives  OU  nulles. 

On    passe   naturellement    de    La   concavité   à   La    convexité  en 
changeant  Les  signes  dans  tout  ce  <|ni  précède. 

Si  l'un  des  deux  Supports  de  La  multiplicité  esl  à  une  dimension. 
on  voit  par  la  formule  (56)  qu'en  un  élément  qui  n'est  ni  sin- 
gulier, m  oscillateur,  la  multiplicité  est  ou  convexe,  ou  concave 
\er>  l'origine.  Si  les  deux  supports,  an  contraire,  sont  à  plus  d'une 
dimension,  la  concavité  et  la  convexité  doivent  être  considérées 
comme  des  faits  exceptionnels;  il  y  a  concavité  ou  convexité  si 
toutes  les  variations  asymptotiques  sont  imaginaires,  car  alors 
la  forme  gj,  ne  pouvant  s'annuler,  ne  peut  non  plus  changer  de 
signe,  et  la  condition  suffisante  énoncée  précédemment  se  trouve 
remplie. 

11.  Cette  même  condition  suffisante  exige,  pour  pouvoir  être 
vérifiée,  que  l'un  au  moins  des  supports  soit  à  /,*  —  1  dimensions. 
Reportons-nous,  en  effet,  à  la  formule  (56)  et  aux  considérations 
du  n"  6.  Si  le  support  tangentiel  n'est  pas  à  n  —  1  dimensiqns,  le 
second  membre  de  (56)  se  décompose  en  moins  de  y  =  n  —  a —  1 
carrés;  en  égalant  ces  carrés  à  zéro,  on  définit  un  ou  plusieurs 
déplacements  asymptotiques  réels  sur  le  support  ponctuel.  Or,  si 
le  support  ponctuel  a  aussi  moins  de  n —  1  dimensions,  il  figure 
dans  l'expression  des  dqi,  comme  on  l'a  remarqué  au  n°  9,  outre 
les  dt/,  des  quantités  arbitraires  d\h  (h=  1,  2,  ...,a)  ;  aux  dépla- 
cements asymptotiques  réels  obtenus  correspondent  donc  des 
variations  asymptotiques  réelles  dans  lesquelles  les  dqi,  pas  plus 
que  les  dp^  ne  sont  tous  nuls,  c'est-à-dire  des  variations  asymp- 
totiques effectives. 

Supposons  d'abord  que  le  support  tangentiel  soit  à  n —  1  di- 
mensions, et  bornons-nous  à  considérer  des  éléments  de  contact 
non  exceptionnels.  La  condition  suffisante  trouvée  équivaut  à  la 
suivante  :  la  forme  m  est  la  somme  de  n  —  1  —  a  =  y  carrés 
positifs  indépendants.  Exprimée  par  la  formule  (56)  et  consi- 
dérée comme  forme  en  <7/,,  ..  .,  dt,,,  to  est  donc  une  forme  définie 
positive. 

Considérons  alors  m  sous  la  forme  (67)  ou.  plus  exactement, 
considérons  La  forme  ^  à  n  -f- a  variables  indépendantes  <://>,,  ..., 
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dpn  ;  t/X-|,  ...,  <^Xa  qui  constitue  celle  expression.  Nous  savons, 
par  le  u°  7,  que,  pour  que  7?j  soit  la  somme  de  n  — i  —  a  =  y  carrés 
indépendants,  il  est  nécessaire  et  suflisant  que  cette  forme  5  soit 
la  somme  de  n-\-y. —  i  =Y+.2a  carrés  indépendants  :  en  d'autres 
termes,  que  le  hessien  de^  soit  nul,  mais  non  tous  ses  mineurs  du 
premier  rang. 

Pour  exprimer  la   seconde  partie  de  la  condition,  effectuons  la 
réduction  de  sj  en  carrés.  En  posant 

n 

(8o)  V/l=^d~dp~dpi        { ''  =  *'  2'  "•'  y '" 

i=  i 

et  désignant  par\  , ,  . .,  \  ,,  a  d'autres  formes  linéaires  en  <://?t,  .... 
dpn  qui  forment  avec  les  formes  U(,  ...,  Ua  un  sjstèmede  /i  formes 
indépendantes,  on  peut  écrire  la  forme  quadratique  m 

a  a 

(8f)  m=2d\Jhdl/l+2i\Jh\)fh-+(ï(Vl.   ...,Vn    xi. 

A  =  J  A  =  1 

où  Q  est  une  forme  quadratique  et  où  les  \]'h  sont  des  formes 
linéaires  en  Uf,  ...,Ua;  V,,  ...,  V„_a.  Donc  en  posant 

(82)  W/t=dXA-f-UA         (A=i,2 a), 

nous  aurons 

a 

(83)  w^UaWa+QCV! V„ 

Comme  m  se  réduit  à  y+aa  cariés  indépendants.  Q  sera  la 
somme  de  y  carrés  seulemenl  (y  =  /i  —a —  i),  de  sorte  qu'on  a 
finalemenl 

a 

(84)  5=2uaWa     V£/T'' 

//  =  i  /=  i 

où  les  U/t,  W/,,  T/  sont,  des  formes  réelles  et  indépendantes,  et  où 
les  £/  sont  égaux  à  (+i)ouà(  —  i). 

Si  l'on  lient  compte  des  conditions  (58),  (59),  les  T,-  deviendront 

de  nouvelles  formes  Linéaires  T^  en  (//>{ <!/>„  seulemenl  :   el 

comme  les  {</,  seront   nuls,  et  que  nous  devons  obtenir,  poui 


<)(>  — 


Y  carrés  in  dépendants,  ces  TJ  seront  des  formes  indépendantes, 

de  (elle  sorte  que  la  forme  réduite  de  m  est 


Y 


(85)  T*=]£e'T/2- 


l  =  \ 

La  condition  suffisante  pour  la  concavité  exige  donc  que  les  zi 
soienl  tous  r^mx  à  (-f-  i)  et,  si  l'on  se  reporte  à  la  formule  (84), 
ou  voit  (|iie  cela  équivaut  à  dire  que  rn  se  décompose  en 

a  -t-  y  =  n  —  i 

carrés  positifs  et  a  carrés  négatifs.  Nous  arrivons  donc  à  la  con- 
clusion suivante  : 

La  condition  suffisante  pour  la  concavité  s' exprime,  dans  le 
cas  à3  =  o,  par  ce  fait  que  la  forme  quadratique  à  n  -\-  a 
variables 

iz=i    j  =  i  i=\    h  =  \ 

se  décompose  en  une  somme  de  (n  H-  a  —  i)  carrés  réels  indé- 
pendants, dont  a  sont  affectés  du  signe  (  —  )  et  (n — 1)  du 
signe  (+). 

Passons  au  cas  où  le  support  tangentiel  est  à  (/i —  [j  —  i)  di- 
mensions ((3>o)j  mais  où,  par  conséquent,  le  support  ponctuel 
est  à  (/? —  1)  dimensions.  La  fonction  f  se  réduit  à  F,  et  les  d\h 
disparaissent  de  la  forme  77*  ,qui  est  simplement 

n         n 

(87)  B-22çJs:*'*'- 

1  =  1.7=1 

Le  rang  du  discriminant  de  rrj  étant  alors  |3,  le  hessien  de  F  est, 
d'après  le  n°  1 ,  de  rang  j3  —  (a  —  1)  =  [3  -+-  1;  et  ri  se  décompose 
en  (n  —  (3 —  1)  carrés  indépendants,  comme  la  forme  rjj  elle- 
même  (  *  ). 


(  '  ;  D'une  manière  générale,  <<n  conclut  <lu  n  7  que,  dans  tous  les  cas,  cr  con- 
tient  >-j.  cavns  indépendant*  <lc  plus  que  o.  [ci  -i  0,  (loue  [e  nombre  des  carrés 
1  st  le  même  dans  \<  -  (Jeux  formes. 
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Si  donc  on  a  mis  rn  sous  la  forme 


(88)  m==StmTï%  (8=7i—  p  — i), 


m  =  l 


on  voit  que,  quand  on  tiendra  compte  de  (5g),  les  Tm  deviendront 
des  formes  linéaires  T'm,  à  n —  i  variables  seulement,  indépen- 
dantes, et  l'on  aura 


(89)  m=^L 


rz  =    >   s,„T'* 


m  *  m 


La  condition  suffisante  de  concavité  dans  le  cas  a  =  o  est 
donc  que  la  forme  kt  ne  contienne  que  des  carrés  positifs. 

Ajoutons  que  le  même  mode  de  raisonnement  prouverait  plus 

généralement  que  la  forme  tïï  a  2  cl  carrés  indépendants  de  plus 
que  la  forme  m,  dont  a  carrés  positifs  et  a  carrés  négatifs. 
Donc  pour   que  m  n1  ait  que  des  carrés  positifs,  il  faut  et    il 

suffit  que  rn  n'ait  que  a  carrés  /légat ifs. 

Enfin  une  condition  nécessaire  pour  la  concavité  est  que  la 
forme  m  ne  contienne  que  des  carrés  positifs  et,  par  suite,  que 

la  forme  tz  ne  contienne  que  a  carrés  négatifs. 

On  obtiendrait  naturellement  des  résultats  tout  semblables  en 
partant  de  la  représentation  tangentielle  (22),  (a3),  (24)  de  la 
multiplicité.  La  forme  ra  serait  remplace  par  la  forme 

n         n  n         fi 

(9°)  S  =2  ^  S^ffe  di'  rf?'+2  2  ^7  d'"  J'H  ' 

1  =  17  =  1  /,  _.  1    A  —  1 

et  le  nombre  a  par  le  nombre  (3. 

II.  —  Le  PROBLEME  DE  LAGRANGE.  MISE  EN  ÉQUATIONS. 

12.  Il  s'a<;it  d'étudier  les  conditions  d'extremum  d'une  inlé- 
grale  curviligne  de  l'espace  à  //  dimensions  : 

(0  /  F(ar, *n  \d*u  ••  -,  dxn), 

prise  suivant  un  are  de  courbe  dont   les  extrémités  peuvenl  être 

XL.  7 
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assujetties  à  des  conditions  données  de  diverse  nature;  et  qui  lui- 
même  peut  aussi  être  astreint  à  satisfaire  à  un  système  difleren- 
i ici  (lu  premier  ordre 

{  >.  )  F/, (  .r, ,  . . . ,  xn  )  |  dxu  •  •  • ,  dxn )  =  o        (  A  =  i,  2,  . . , ,  a). 

Nous  supposerons  lace  de  courbe  donné  paramétriqueraent  au 
moyen  d'une  variable  u,  variant  de  o  à  1,  par  exemple,  el  toujours 
en  croissant. 

La  fonction  F(#t,  . ..,  oc,Ay^  ■••>J/"«)  cst>  comme  on  sait  ('), 
une  fonction  homogène  (positivement)  des  arguments^, ,  .  ..,  yn. 
Nous  supposerons,  de  plus,  que  F(r,,  . . . ,  xn  |  dxtJ  . . .,  dxn)  ne 
prend  que  des  valeurs  positives  (-),  au  moins  pour  les  courbes  que 
nous  aurons  à  considérer,  les  différentielles  dxK,  ...,  dxn  corres- 
pondant à  (di  accroissement  positif  quelconque  du.  Les  fonctions 
Fa(a?|,  ...,  xn  \y\,  •••)JK«)  sont  homogènes,  de  degré  zéro,  et  au 
moins  positivement,  par  rapport  aux  arguments yi}  ...,yn.  Posons 
alors 

(  3  )  F  (a?i,  . . . .,  xn  |  dx{ ,  .  .  . ,  dxn  )  =  to  du  ; 

(o  sera  une  variable  positive,  définie  par  cette  équation,  el  nous 
aurons  à  étudier  les  conditions  d'exlremum  de  l'intégrale 

(4)  J  =   /     (o  du. 

Nous  remplacerons  de  plus  les  équations  de  condition  (2)  et  (3)  par 
le  système  suivant,  qui  leur  est  équivalent,  à  cause  des  conditions 
d'homogénéité  supposées  : 

i  "»  )  dxi  =  w pi  du         (i  =  1 ,  2,  .  .  . ,  n  ), 

(6)  F(a?i,  . .  .,  #„  \pl}  . . .,  pn)  =  i, 

I  :  »  F/j (  a?i,  . . . ,  xn  \pi,  . .  . ,  />„  )  =  o        (h  =  1,  2,  . . . ,  a). 

En  d'autres  termes,  nous  introduisons,  en  même  temps  que  la 
variable  o>,  qui  correspond  à  un  élément  de  L'intégrale,  les  va- 
riables/?)  pn  qui  correspondent  à  un  élément  de  la  courbe. 

(')  Cf.  Hadamard,  Leçons  sur  le  Calcul  des  variations,  1.  I,  p.  80. 

(  •)  (le  lie  restriction,  coin  m»'  1»  le  montrerons  plus  loin  (n°20)  peut  clic  levée. 

Cf.  Hadamard,  loc.  cit.,  p.  384. 
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Et  nous  voyons  que  le  problème  est  caractérisé  par  la  nature  de 
la  multiplicité  ((>),  (7)  qui  se  trouve  associée  à  chaque  point 
(xi ,  . . . ,  xn)  de  l'espace.  A  cause  des  formules  (5),  nous  devrons 
interpréter  pK,  ...,  pn  comme  les  coordonnées  d'un  point  du 
même  espace  par  rapport  à  un  nouveau  système  d'axes,  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées  primitifs,  et  ayant  le  pointa?,,  ...,  xn 
pour  origine  :  ce  qui  revient  à  dire  que,  dans  le  système  de  coor- 
données primitif,  ce  même  point  aurait  pour  coordonnées 
X\-\~P\)  ...,.#« -r-jP«.  La  multiplicité  ponctuelle  (')  ainsi  intro- 
duite s'appellera  la  multiplicité  d'onde,  qui  a  pour  origine  le 
point  (#!,  .  .  .,  xn)> 

Considérons  les  points  de  l'espace  comme  pouvant  être  affectés 
de  modifications  ou  ébranlements,  de  nature  déterminée,  qui  se 
propagent  ensuite,  de  proche  en  proche,  suivant  la  loi  suivante  : 
l'ébranlement  qui  se  manifeste  en  un  point,  à  un  instant,  se  ma- 
nifeste, au  bout  d'un  temps  infiniment  petit  dti  en  tous  les  points 
de  Y  onde  élémentaire  que  l'on  obtient  en  construisant  l'homo- 
thétique  de  la  multiplicité  d'onde  qui  a  pour  origine  le  point  con- 
sidéré, le  pôle  d'homothétie  étant  ce  même  point,  et  le  rapport 
d'homothétie  étant  dt.  Cela  reviendra  à  dire  (pie  les  déplacements 

possibles  de  l'ébranlement  à  partir  de  chaque  point  (a.  -, /•„), 

pendant  le  temps  dt,  sont  donnés  par  les  formules  générales 

(  8  )  dxi  =  pi  dt        (  i  —  1  ,•»,...,  n), 

où/,»,,  ...,  pn  doivent  satisfaire  aux  équations  (6)  et  | 

On  voit  alors,  par  les  formules  (5),  que  l'élément  différentiel  de 
l'intégrale  J  représente  le  temps  que  met  l'ébranlement  à  se  pro- 
pager d'un  point  de  la  courbe  considérée  au  point  infiniment  voi- 
sin qui  lui  fait  suite  sur  la  même  courbe.  Et,  par  suite,  I  intégrale 
elle-même  représente  la  durée  de  la  propagation  de  l'ébranlement 
de  l'origine  à  l'extrémité  de  celle  courbe,  quand  on  suppose  qu'on 
arrête  toute  propagation  de  cet  ébranlement  en  dehors  des  points 
delà  courbe  elle-même.  C'est  doue  ce  qu'on  peut  appeler  la  durée 
de  propagation  de  V ébranlement  le  long  de  la  courbe. 

(  '  )  Si  a  '  0  c'est  une  multiplicité  à  n  —  a  —  1  dimensions  seulement,  lu  point 
de  vue  ponctuel,  seul  considéré  en  ce  moment. 

(-)  Tout  ceci  «loi  1  être  entendu  au  point  de  vue  inGnitésimal,  g'csI  à-dire  à  des 
infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur. 
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Si,  par  exemple,  le  problème  pose  est  un  problème  de  minimum, 
il  revient  à  déterminer  les  courbes  le  long  desquelles  la  propaga- 
tion considérée  se  fait  le  plus  rapidement. 

13.  La  méthode  que  nous  allons  exposer  consiste  à  considérer 
la  multiplicité  d'onde  comme  une  multiplicité  d'éléments  de 
contact  et  à  employer,  pour  transformer  le  système  (5),  ((>),  (7), 
les  formules  obtenues  dans  la  première  Partie  de  cet  article  :  les 
variables  #<,  .  . .  ,  xn  devront  être  considérées  comme  de  simples 
paramètres  figurant  dans  les  formules  en  question,  tels  que  le  pa- 
ramètre a  considéré  aux  nos  3  et  4. 

Nous  introduisons  donc  de  nouvelles  variables  A,,  . . .,  Xa,  et  les 
formules 

(9)  qi=  -jj^         (i=  1,  '2,  ..-,  h), 

oùyestla  (onction 

a 

(9')  /=F+2^FA; 

h=i 

de  sorte  que  (/.?, ,  . . . ,  pn  ;  qK ,  . .  . ,  cjn)  sont  les  coordonnées  d'un 
élément  de  contact  quelconque  de  la  multiplicité  d'onde  {cf.  nos  1 
et  2). 

Comme  le  bessien  de^est  ici  de  rang  1,  si  l'on  suppose  le  pro- 
blème ordinaire  (  V),  le  support  langentiel  est  à  n  —  1  dimensions. 
On  peut  donc,  sous  les  conditions  (2)  discutées  au\  nos  6  et  7, 
employer,  pour  représenter  la  multiplicité  d'onde,  des  formules  de 
la  forme 

(10)  GO,,  . .  .,  xn\qu  •  •  .,  <Jn)~  l| 
(U)  Pi  =  JT.         (*  =  1,  2,  ...,  /i;, 

dont  la  première  résulte  simplement  de  l'élimination  des  p\  et 
des  \k  entre  les  équations  (7)  et  (8)  (c/.  noa  1  et  2). 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  -au  problème  canonique  suivant  : 


(   )  Cf.  Hadamard,  loc.  cit.,  p.   1  (9,  167,  268. 

(•)  En  f.iit,  les  restrictions  qu'elles  imposent  au  problème  sont  dans  la  nature 
même  de  la  question,  comme  nous  le  verrons  plus  loin  (n°  20). 
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Problème  À.  —  Trouver  2/i-\-\  fonctions  xt ,  ...,xn  ;  </,,  ...,qn\ 
tù  cl  une  variable  u,  satisfaisant  aux  équations  de  condition 

(10)  G(xl:  ...,  xn  |  qu  . .  .,  qn)  =  i, 

(  1 9.  )  dxi  =  10  — —  du         (  t  =  i ,  2,  . . . ,  n ), 

e£  telles  qu  il  y  ait  extremum  pour  V intégrale 

(4)  J=   I     (d  r/w. 

1    0 

Les  fonctions  xK,  .  ..,  a?^  so/?£,  de  plus,  assujetties  à  cer- 
taines conditions  aux  limites  (u=o,  u  =  i)  de  V intervalle 
d ^  intégration,  et  la  fonction  w  doit  être  positive  dans  cet 
intervalle. 

Une  condition  nécessaire  de  l'extremun  est,  comme  l'on  sait, 
que  oJ  soit  nul,  pour  tout  système  de  variations,  rJx{,  ...,  oxn; 
oqt,  . ..,  oq,n  ôw  satisfaisant  aux  équations  de  conditions  obtenues 
en  prenant  les  variations  des  deux  membres  des  équations  (io) 
et  (12);  et  tel  de  plus  que  o.r,,  ...,  ùxu  s'annulent  aux  limites 
de  l'intervalle  d'intégration. 

C'est  celte  condition  que  nous  allons  d'abord  chercher  à 
exprimer. 

11.  Pour  n'avoir  pas  à  faire  intervenir  la  condition  0(1  =  0, 
nous  introduirons  de  nouvelles  fondions  inconnues,  en  posant 

(i3)  Y<=  7/To        U'=  1,  2,  ...,  n). 

La  fonction  y  étant  supposée  positive,  le  système  (  1  o)  (  1 2)  sera 
remplacé,  vu  l'homogénéité  de  G,  par  le  système 

(i4)  yo  =  G(a*i,  .  ..,x„\  yi,  . .  -,  y«)  =  g'i 

(  1 5  )  <Yjv  =  m  — —  du        (1  =  1 ,  a,  . . . ,  n). 

(Tfi 

\ lors  L'équation  (  1  \  )  n'a  d'autre  effel  que  de  détermine]  v0l  I  équa- 
tion qu'on  en  déduit  en  prenant  les  variations  n'a  d'autre  utilité 
que  de  déterminer  8v0,  et  aucune  de  ces  quantités  y0,  ôva  n'intervient 

dans  les  relations  entre  ox{ ,  ..  .,  o./,,  ;  $y{ ,    ...  8v„  :  8co  :  .r , 

y,,  ,..,yH;   w  ;    m,    Nous    n'aurons    donc    fi    tenir    compte,    pour 
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exprimer  que  BJ  esl  nul,  que  des  équations  (4),  (,;>)  et  de  celles 
qu'on  obtient  en  prenant  les  variations  des  deux  membres  de  cha- 
cune  de  ces  équations  ;  c'est-à-dire 

(16)  8J  =   f  8u>  du, 

dlxt         v    ^G'    s  V   ^'2G'    -         â(y  «       <  ■ 

(17)      — : =  «0   7 ; Ôa?/-h  0)     > ; — 0Y/-H- 0(0       (  l  =  1 ,  2,  ....  tt). 

/=!  7=1 

Pour  exprimer  que  les  o.r;  s'annulent  pour  m  =  o,  ti  =  i,  nous 
allons  chercher  à  les  calculer,  en  considérant  oy,,  .  ..,  oy„  ;  ooj 
comme  connus,  c'est-à-dire  intégrer  le  système  (17). 

Suivant  la  méthode  la  plus  élémentaire,  nous  considérons  le 
système  homogène  correspondant  : 


Soient 

(19)  Zi  =  z/,  i        (  k  =  1 ,  2,  . . . ,  h  ;  i  =  1,  2,  . . . ,  n) 

n  solutions,  indépendantes,  de  ce  système.  Appliquante  méthode 
de  la  variation  des  constantes,  nous  posons  ensuite 

(  20  )  o.r,-  =  ^  bk  zki  (  i  =  1 ,  •>-,   •  •  • ,  n  ), 

k  -  1 

ce  qui  donne  le  système 

(21)  ^àZki~du=iki        («=  »,  a,  ...,  n), 


Â  =  l 


en  posant,  pour  abréger  l'écriture, 

.  v  ')2G'    -         âG' -         /■ 


7= > 


Or  il  est  visible,  par  les  formules  (20),  que  les  o#t-  s'annulent  simul- 
tanément quand  les  z^  le  font,  et  dans  ce  cas  seulement.  La  condi- 
tion imposée  ;mx  0/7  revienl  donc  à  la  suivante  :  les  fonctions  Ha, 
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solutions    de   (ai),   qui    s'annulent  pour   u  ==  o,    s'annulent    aussi 
pour  u  =  i . 

Pour  calculer  ces  fonctions  Ç*,  nous  mettons  le  système  (21)  sous 
forme  résolue 


(*3) 


=  ^çkjAi        (k  =  1,  2,  ...,»). 


1=1 


Les  fonctions  ^  sont  définies  par  les  équations 

n 

o     pour     k  ^  j 


(24)        y.zkivpiz=z  1 


/=i 


pour     k=j 


(ï  =  1,  2,  .:.,  n). 


Elles  constituent  ce  qu'on  appelle  le  système  adjoint  du  sys- 
tème des  £fo-,  et  les  formules 


(25) 


Vi=  vki         (i  =  1 ,  2,   .  .  . ,  n  ;  k  =  r,  2,   .  .  . ,  n) 


définissent  /i  solutions  indépendantes  du  système  linéaire  adjoint 
du  système  (18),  à  savoir 


(20) 


dv; 


d*G' 


(tu 


U) 


ïy  <**7 


7=1 


On  a  alors,  pour  les  fonctions  ç#  cherchées, 

n 

0     ^: 


/=1 


et  les  conditions  qu'il  s'agissait  d'obtenir  sont,  en  ayant  égard  aux 
formules  (22), 


( 


2S  )       /      >  (,/"'    (0  Zj  5^77)7'  S^  +  ^7  S(0    ''"  =  °      (  k 

/-1        l    /    1  / 


=  i,  a n). 


Il  reste,  dès  lors,  à  écrire  que  l'intégrale  (16)  esl  nulle  pour  ions 
les  choix  de  fonctions  8y15  ...,  8v«  J  8to  qui  satisfont  aux  condi- 
tions (28).   La  condition  (*)  esl   donc  qu'il  existe  //   constantes 


(')  CcLtc  condition  est   bien  connue,  mois  des  formes  équivalentes  bu  moins 
Nous  reviendrons  plus  loin  sur  son  énoncé  et  <.\  démonstration  [voit  n    - 
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r,.  ...,  Cm  telles  qu'on  ail  l'identité 


(29) 


V 


h  -  1 


l    1      1  /=l 

Celle-ci  se  décompose  en 


7    t'/./l    n>   7    ^Y/H : — 0(l) 


(3o) 

(3i) 

quand  on  pose 


2 


n       dG' 


yt  x-  =  «  . 


1= 1 


(32)  ^,-  = 


—à 


(i  =  i,  2,  .. .,  zi ). 


Or,  les  seconds  membres  de  ces  dernières  formules  constituent 
quand  r,,  .  ..,  cn  sont  des  constantes  arbitraires,  la  solution  gé- 
nérale  du  système  (26).  La  condition  trouvée  est  donc  :  il  existe 
une  solution  Vf=yi  (i  =  1,  2,  . . .,  n)  du  système  (26)  qui  satisfait 
aux  équations  (3o)  et  (3 1  ). 

Si  l'on  revient  maintenant  aux  variables  qK,  ...,  qfl,  au  moyen 

des  équations  (i3),  comme  les  —  et  les- sont  homogènes  de 

1  x       '  0(ji  ôqj  dXi  ° 

à-  C 
degré  zéro;  et  les  — — - —  homogènes,  on  obtient  la  condition  cher- 
àqidqj  ° 

chée  sous  la  forme  suivante  : 

Pour  que  la  variation  de  V intégrale  J  soit  nulle,  dans  les 
conditions  supposées,  il  faut  et  il  suffit  qu  il  existe  n  fonctions 
auxiliaires  y \}  ...,yn  qui  satisfassent  à  la  fois  aux  équations 


(33) 

M 
(35) 


dyi 


à*  G 


—l —  z=  —  to  >   y 

ClU  Jmmi  Ôq  j  OXi  J 


I    ' 


d*G 


v-i        dG 

2,  y'  dît 


(i  =  1,  2,  .  .  .,  n), 


", 


/  =  i 


7     Yi =  0  (  7  =  I,  2,    .  .  . ,  n). 

*màJ   dqtdqj  yj 
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15.  Mais  ce  résultat  peut  se  transformer  si  l'on  tient  compte 
des  remarques  du  n°  4.  Nous  examinerons  d'abord  le  cas  le  plus 
simple,  celui  de  Vextremum  libre  (')  :  le  support  ponctuel  de  la 
multiplicité  d'onde  est  à  n  —  i  dimensions,  puisqu'il  n'y  a  pas 
d'équations  de  condition  (2).  Les  équations  (34)  et  (35)  admettent 
alors  pour  seule  solution  yi  =  qi  (i  =  1,  2,  .  . . ,  n)  ;  et,  comme  on 
a  identiquement 


f**\  ^G      V         d*G 

(36)  tei=jLqjd£-dff     (f==i>2>  ■•■.»), 


la  condition  obtenue  est  que  les  fonctions  xt,  ...,  xn\  qt1  ...,  qn  ; 
to,  qui  satisfont  par  hypothèse  aux  équations  (10)  et  (12),  s«- 
tisfassent  aussi  aux  équations 

(37)  dqi  =  —(i)- — du        (i  =  1,  2,  ...,  71). 

On  remarquera  qu'il  résulte  de  là  que,  étant  identiques  aux 
fonctions  j^-  qui,  par  leur  définition  même,  ont  des  dérivées,  les 
fonctions  qi  sont  elles-mêmes  dérivables,  ce  qui,  en  vertu  des 
relations  (8),  (11),  (12),  équivaut  à  dire  que  xt,  ...,  xn  ont  des 
dérivées  du  second  ordre.  Les  hypothèses  nécessitées  implicite- 
ment par  nos  raisonnements  étaient  seulement  celles  de  la  conti- 
nuité des  dérivées  du  premier  ordre,  ainsi  que  l'existence  et  la 
continuité  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  G,  qui  ont  figuré 
dans  nos  calculs. 

Les  équations  (12)  et  (3^)  laissent  arbitraire  le  choix  de  la 
fonction  0),  ce  à  quoi  l'on  devait  s'attendre,  à  cause  de  l'indéter- 
mination de  la  représentation  paramétrique  adoptée.  On  aura 
donc  à  intégra'  le  système  canonique 

l   dxi—  -—dt         (i  =  1 ,  2,   .  .  . ,  n), 

(38)  " 

d<Ji=  J^<1(         (*=  '»  *i   .  .  .,  n), 

en  prenant   des  valeurs  initiales   qui   satisfassent   à    (10)  :   les 
équations  (38)  admettant  l'intégrale  première  G=    const.,  l'équa 


(')   Cf.  HADAMARDj  loc.  cit..  |>.   41' 
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lion  (10)  scia  alors  vérifiée  par  tout  système  de  fonctions  #/,  ^7/ 
ainsi  déterminé.  Lorsque  t  varie  en  croissant,  le  point  (.r,,  . . .,  xn) 
décrira  une  courbe,  dite  extrêmale,  dans  un  sens  déterminé^  à 
savoir  le  sens  de  la  propagation  ;  et  la  variation  positive  de  f,  d'nn 
point  à  un  autre  de  celle  courbe,  est  la  durée  de  propagation  d'un 
ébranlement  le  long  de  Tare  de  courbe  considéré.  Cela  tient  à  ce 
(jne 
(3g)  dl  =  m  du, 

comme  on  le  voit  en  comparant  les  deux  systèmes  (38)  cl  (1  2),  (3"), 
et  à  ce  que  tùdu  est  l'élément  différentiel  de  l'intégrale  3  (cf.  n°  12). 
La  variation  de  celle  durée  de  propagation,  entre  deux  points 
quelconques  dune  extrémale,  est  nulle,  lorsqu'on  remplace  l'arc 
d'extrémale  allant  d'un  de  ces  points  à  l'antre,  dans  le  sens  de  la 
propagation,  par  un  autre  arc  de  courbe,  infiniment  voisin,  ayant 
la  même  origine  cl  la  même  extrémité. 

1().  Il  faut  observer  que,  si  une  courbe  extrémale  est  connue, 
avec  le  sens  de  la  propagation  sur  cette  courbe,  les  valeurs  de 
rji,  .  ..,  qn  en  ebaque  point  de  celle  courbe  sont  entièrement  dé- 
terminées, sans  intégration  nouvelle,  et  la  variable  t,  qui  corres- 
pond à  la  durée  de  la  propagation  d'un  point  à  un  autre  de  celle 
courbe,  s'obtient  par  une  quadrature. 

Géométriquement,  cela  tient  à  ce  que,  en  ebaque  point  de  la 
courbe,  la  direction  de  la  tangente  qui  correspond  au  sens  de  la 
propagation  perce  la  multiplicité  d'onde,  qui  a  ce  point  pour  ori- 
gine, en  un  point  bien  déterminé,  et  détermine  ainsi  un  élément 
de  contact  (/), ,  . . .  .  pn]  qK ,  , .  . ,  cjn)  ;  de  plus,  l'onde  élémentaire 
correspondante  devant  passer  par  le  point  infiniment  voisin  de  la 
courbe,  pris  aussi  sur  la  direction  positive  de  la  tangente,  le  rap- 
port d'homolbétie  <l(  de  celte  onde  élémentaire  à  la  multiplicité 
d'onde  est  aussi  connu. 

\nal\  1  iquemenl ,  le  fait  résulte  des  formules  (3g),  (3),  (5)  et  (8), 
qui  don  lien  I 

i  jo)  di  =  Fi ./  ,.  .  . .,  xn  |  dxu  . .  .,  dxn  ). 

/  1  ''  '  '         (  ■  \ 

(40  Pi=  777-         (e=  1,  2,  ...,  n), 

"I'  «   'I-    Xn  \/> Pn  )  ,  .  v 

',>)  y,  = — — ' —         {1=  1,  2,  ...,  n). 

up 1 
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Ceci  conduit  à  chercher  un  système  différentiel  qui  définisse  les 
courbes  exlrémales,  sans  passer  par  les  variables  auxiliaires 
qu  ...,  qn. 

La  solution  résulte  immédiatement  delà  comparaison  des  équa- 
tions (38),  ( 4  i ) >  (^2)>  ct  ^e  l'équation  (3i)  du  n"  3,  qui  donne  ici 

,,ns  dF        dG 

(43)  ^  +  5*ï  =  0         (f='''2'  •••'n)- 

On  obtient  ainsi  le  système  différentiel  des  extréma/rs  bien 
connu 

/      dF ( xt ,  . . . ,  xn  |  dxx , .  . •  • ,  dxn )  __  d¥{xu  . ..,  x„  \  dxx,  ...,  dxn) 

(44)  <  d  dxi  ùxi 
(                                       (i=  i,  a,  ...,  »). 

17.   Passons  maintenant  au  cas  général  de  Vextremum  lié. 

AJors  le  support  ponctuel  de  la  multiplicité  d'onde  est  à 
n — a —  i  dimensions,  puisqu'il  faut  tenir  compte  des  équa- 
tions (2)  :  à  chaque  point  de  ce  support  correspondent  ~r/x  élé- 
ments' de  contact,  dont  les  coordonnées  (pi9  ...,/?«;  y{ ,  . .  . ,  y„) 
sont  précisément  définies,  en  fonction  de  celles  de  l'un  d'entre 
eux  (/?,,  ...,  pn;  </,,  ...,</«),  par  les  équations  (3j)  et  ( 
[équalions  (33)  et  (34)  du  n°  4]. 

En  tenant  compte  des  équations  (87)-,  (39)  e!  (43)  du  n"  i,  on 
voit  que,  si  l'on  pose  pour  plus  de  netteté 

(45)  G  =  G(xu  . . .,  xn  \yu  ■  •••>  7n), 

on   peut  adjoindre  au    système  trouvé,  formé  des  équations  (10), 
(12),  (33),  (34),  (35),  les  équations 

(46)  G«=i, 

(pu  en  sont  des  conséquences,   el  que    Ton    peul   remplacer   tes 
équations  (33)  par  les  suivantes 

(is)  dylz=  —  M-^-(/u  (l  =  I,l *). 

Les  équations  (47)  permriieut  aloïs  d'écrire  les  équations     1  1 


~  108  — 
SOUS  la  forme 

(    |9)  dXi  =  O)  -r—  •///  (  K  =    I  ,    9.,    .  .  .  ,    M). 

Enfin  les  équations  (34),  (35)  expriment  seulement  que 
</'«,  ••-,/>«  ;  '/">  •••,  ?«)  et  (/>,,  .  ..,/?■«;  jn,  .  ••,///)  sont  deux 
éléments  de  contact  associés  au  point  (pif  . .  .,  p,t)  de  la  multipli- 
cité   d'onde  ;  et   à  cause  des  équations  (4;),    les    coordonnées  de 

ce  point  peuvent  s'écrire  indifféremment  jP/  =  -5 —  (^==li  2j  •••» /?) 


ou  />/  =  - —  (/  =  1 ,  2,  .  .  .,  //).  On  peut,  par  conséquent,  remplacer 

encore  ces  équations  par  celles  qu'on  en  déduit  en  échangeant  les 
Vi  et  les  qg9  c'est-à-dire  par  les  équations 

n  _ 

(5°)  2^  =  '' 


1  =  I 


^G 


Ï  =  I 

et  celles-ci  entraînent,  à  leur  tour,  comme  conséquences  les  équa- 
tions (10)  et  (4j)- 

Il  reste,  en  définitive,  le  système  formé  des  équations  (46),  (48), 
(  (9),  (>o),  (5i).  Et  l'on  pourra  encore,  comme  au  n°  15  et  sous  le 
bénéfice  des  mêmes  observations,  substituer  aux  équations  (48) 
et  (4(j)>  1°  système  canonique  qu'on  en  déduit,  en  introduisant  la 
variable  t,  au  moyen  de  l'équation  (39). 

Les  équations  (5o)  et  (5i)  sont  vérifiées  par  les  fonctions 
(ji  =yi  (i  =  1 ,  2,  . .  . ,  //  )  ;  car  la  première  se  réduit  à  (4^),  et  les 
autres  sont  des  identités,  pour  qi  —  yri  (i  =  1,  2,  . . . ,  n).  De  là  ré- 
sulte que  si  j',,  .  . . ,  y„  est  un  système  de  fonctions  auxiliaires  cor- 
respondant  à  une  solution  (*r,,  .  .  .,#«;<7j,  ...,</„;  10)  du  pro- 
blème  delà  variation  nulle  de  J  ;  (#,,  . ..,  ,r„  ;  y, ,  ...,  j^/  ;  w)  est  aussi 
une  solution  de  ce  même  problème.  On  voit  ainsi  apparaître  une 
classe  de  solutions  particulières  du  problème,  (pie  nous  pouvons 
appeler  les  solutions  canoniques^  puisqu'elles  sont  définies  par  le 
système  canonique  (38) ;  el  toute  courbe  extrémale  intervient  dans 
au  moins  une  solution  canonique.  De  là  résulte,  comme  au  n"  15, 
V existence  des  dérivées  secondes  'les  .r{  pour  toute  cxticuiale. 
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18.  Imaginons  une  courbe  extrémale  et  une  solution  canonique 
qui  la  comprenne.  La  tangente  à  l'extrémale  en  un  point  M,  me- 
née dans  la  direction  de  la  propagation,  détermine  un  point  (P)  de 
la  multiplicité  d'onde  qui  a  (M)  pour  origine.  La  solution  cano- 
nique  intervient  pour  fixer  un  des  cca  éléments  de  contact  de  la 
multiplicité  d'onde  en  ce  point.  Enfin  les  équations  (5o),  (5i) 
signifient  seulement  que  dans  toute  solution,  canonique  ou  non, 
qui  comprend  la  même  extrémale,  les  valeurs  de  ql9  . . .,  qn  cor- 
respondent à  l'un  quelconque  des  éléments  de  contact  en  question. 
Pour  une  solution  quelconque  comprenant  une  extrémale  déter- 
minée, les  fonctions  qif  ...,qn  sont -donc  liées  aux  fonctions 
xtj  . .  .,  xn  par  la  seule  condition  qu'en  chaque  point  de  l'exlré- 
male  elles  fournissent  le  plan  de  l'un  des  éléments  de  contact  que 
nous  venons  de  définir.  Dans  les  solutions  canoniques,  au  con- 
traire, intervient  un  choix  particulier  de  ces  éléments  de  contact. 

Pour  mettre  ce  choix  en  évidence,  on  peut  introduire,  au  mo\  en 
des  formules  (8),  les  a  indéterminées  X,,  •••,  Xa  dont  dépendent 
les  éléments  de  contact  en  question.  On  a  alors  à  écrire  (pie  ces 
valeurs 


(y)  9ï=  t-  /=  F  -+-  7,  */< F/'  I         ('  =  ï)  2i  •  •  •'  " 


où  l'on  suppose  [m"  10,  équation  (4  0] 

(40  ln=i~dt         (*  =  i»  2,  ...,  a), 

satisfont  au  système  canonique  (38).  Tenant  compte  (\v>  équa- 
tions (3i)  du  n°  '<),  on  obtient  ainsi  le  système  de  Lag range,  où 
les  X/i  ne  sont  pas  autre  chose  que  les  multiplicateurs  de 
Lagrange;  à  savoir 

d   df       àf 

A  ce  système,  pour  définir  les  extrémales,  il  faut  adjoindre  les 
équations  de  condition  (a),  c'est-à-dire,  avec  les  Dotations 
actuelles, 

(5a)  Fa(#ij  . ..,  •'"//  |/'i />,,)      o        ( . /'  --  i.  a 
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t  ne  question  se  pose  naturellement  :  combien  de  solutions  ca- 
noniques correspondent  à  une  même  extrémale?  Les  formules  dé- 
finitives  du  numéro  précédent  montrent  que  les  fonctions  auxi- 
liaires J'i,  ...,r„  sont  les  mêmes  pour  tous  les  systèmes  de 
fonctions  </,,  ...,'//<  qui  correspondent  à  une  même  extrémale  ; 
puisque  tous  ces  systèmes  de  fonctions  q ,,  . ..,  qn  satisfont  aux 
équations  (5o),  (5i),  dès  que  y,,  ...,  yn  correspondent  à  l'un 
d'eux.  On  peu!  donc  discuter  la  recherche  des  fonctions  y,,  ...,yn 
au  moj'en  (\cs  équations  (33),  (34),  (36)  (n°  14),  en  v  considérant 
xlf  ...,  xn\  </,,  ...,  q„,  w)  comme  des  fonctions  de  a  connues. 
La  forint;  linéaire  de  ces  équations  montre  (pie  la  solution  générale 

sera  de  la  forme 

Y 

!  Ï3  I  yt  —  7o,f  +  \pj(yj\i— 7o,t)  C*  ="'.?.  •  ■•»  *)> 

/'  =  > 

où  les  p7  sont  arbitraires,  et  où  les  j'y  ^(y  ==  o,  i ,  2,  ...,  y)  sont  (y  -4-  1) 
solutions  particulières. 

C'est  ce  qu'on  pourrait  aussi  conclure  des  équations  (5  1).  Et, 
naturellement,  y  est  au  plus  égal  à  a. 

Supposons  que  les  équations  générales  des  extrémalcs,  obtenues 
par  intégration  de  (38), 

(54)      Xi=yi(t—  h\x\,  ...,x%\  q°u  ...,q%)         (i  =  1,  2,  . ...,  /i), 

où  les  valeurs  initiales  satisfont  à  l'équation  (10),  dépendent,  abs- 
traction faite  de  la.  constante  £0,  de  2/i —  0 —  1  constantes  arbi- 
traires essentielles;  les  équations  (52),  et  par  suite  l'ensemble  des 
solutions  du  système  (38),  dépendent  de  2  n  —  S  +  Y  —  1  constantes. 
(  )n  a  donc  in  —  S-+-Y —  1  =  2/1 — 1 ,  c'est-à-dire  v  =  8.  On  re- 
marquera  que,  dans  les  mêmes  conditions,  les  courbes  extrémalcs 
dépendent  de  2/ï  —  S —  2  =  2/1 — Y  —  2  constantes  arbitraires 
essentielles.  Pour  qu'on  puisse  faire  passer  une  courbe  extrémalc 
par  deux  points  arbitrairement  choisis,  il  est  nécessaire  que  y  =  o  ; 
et  cela  est  suffisant ,  si  Ton  se  limite  à  un  domaine  convenable.  Dans 
e<'  cas,  et  dans  ce  cas  seulement,  une  seule  solution  canonique  cor- 
i  espond  à  chaque  extrémale. 

Résumons  les  résultats  obtenus,  et  nous  aurons  l'énoncé 
sun  anl  : 

Les  systèmes  de  fonctions  ./-,,  . . .,  xn\  qt)  .  ■  -,  qn  ;  w  de  la  va- 
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viable  u,  qui  satisfont  aux  équations  de  condition  (10)  ef  (12), 
et  annulent  la  variation  de  V  intégrale  (4)  se  partagent  en  deux 
classes.  Ce  sont  d'abord  les  systèmes  de  fonctions  [solutions 
canoniques)  qui  s'obtiennent  en  prenant  pour  co  une  fonction 
arbitraire  positive  de  u,  et  en  déterminant  xK,  . ..,  xu\  qtJ  ...,  qn 
au  moyen  du  système  canonique  (38),  joint  à  V équation  (3 y). 
Ces  solutions  sont  les  seules  dans  le  problème  de  Vextremum 
libre,  c }  est-à-dire  si  le  hessien  de  G,  considérée  comme  fonc- 
tion de  q{,  . . .,  q,t,  est  de  rang  1 .  Et,  de  plus,  dans  ce  cas,  il  ny 
a  qu'une  seule  solution  canonique  fournissant  chaque  courbe 
(en  X\,  . . . ,  x,t),  ou  extrémale,  qui  répond  au  problème. 

Au  contraire,  si  le  hessien  de  G  est  de  rang  a  -f-  1  (a  >  o),  à 
chaque  solution  canonique  (xt,  . . .,  x„  ;  q{,  . . .,  qn  :  w)  corres- 
pondent ooa  autres  solutions  fournissant  la  même  extrémale  : 
elles  s  obtiennent  en  remplaçant  qK,  ...,  qn  par  l une  quel- 
conque des  solutions  q\,  .  .  . ,  qn  du  système 

ri 

i=\ 

11 

(5,i)  ZJ'îjiïïi*'0     (y  =  '.».•••.»)■ 

/  —  1 

Dans  le  cas  général,  où  il  y  a  oo2/l  -  extrémales,  chacune 
d'elles  11  est  fournie  que  par  une  seule  solution  canonique .  Si, 
au  contraire,  il  y  a  co-"_Y"-  extrémales  (v >  o),  xfl  solutions 
canoniques  font  partie  des  ooa  solutions  correspondant  à  l'une 
quelconque  d'entre  elles  au  moyen  des  équations  (5  [)  e/  (55) 

19.  Supposons  L'intégrale  J  prise  suivant  un  are  d'extrémale,  el 

faisons  varier  eet  are,  sans  laisser  ses  extrémités  fixes.  Alors  o.l 
n'est  pas  nul  en  général,  cl  il  csl  donné,  comme  l'on  sait,  par  une 
formule  fondamentale,  dite  formu le  aux  limites  (2).  Il  esl  facile 
de  la  déduire  des  caleuls  du  n°  11. 

(')  11  est  clair,  par  la  forme  initiale  (O  de  l'intégrale  J,  qu'elle  ne  dépend  que 

de  l'aie,  d'extrémale,  et  non  de  celle  des  *  '  solutions,  en  </{ ./..  qu'on  peut 

lui  associer  dans  ce  dernier  cas.    Cela  résulte  aussi  de  ce  que  8J  esl    nul  cons 
tamment,  quand,   laissant   l'are  d'extrémale   fixe,  on   fait   varier  le   système   des 
fondions  yn  ...,<jir  pourvu  qu'il  représente  toujours  l'une  de  ces  >     solutions 

('-)  cf.  Hadamard,  loc.  cit.,  |).    'V'- 
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La  formule  (29)  a  lieu,  en  effet,  par  hypothèse.  Elle  peut  s'écrire, 
avec  les  notations  (22)  et  en  tenant  compte  des  équations  (23), 


1  "■:  > 


0(0 


d\, 


-2o,Vr,;.\,  =  V<7,-ii 


*=l       i=l 


k  =  \ 


On   en  déduit,  en  intégrant  et  désignant  par  des  indices  zéro  les 

valeurs  qui  correspondent  à  l'origine  de  l'arc  de  courbe  considéré, 
et  par  des  indices  un  celles  qui  correspondent  à  l'extrémité 


(58)  8J  =  2c*(&-S°a)' 

Or  on  tire  des  équations  (20),  en  les  résolvant, 

n 

(5g)  ^  =  y^8a?«        (A-  =  1,  2,  . .  .,  n): 

et  l'on  a,  par  suite,  en  tenant  compte  des  formules  (32), 

n  n 

(Go)  2cjfc{A  =  2^8a?i- 


/.  =  ! 


i  =  l 


Si  donc  nous  remettons,  à  la  place  des  lettres  yi9  .  ..,  y,,,  les 
lettres  r/,,  ..  ,  qn  qui  devront  correspondre  à  une  des  solutions 
particulières,  satisfaisant  au  système  canonique,  dont  il  est  ques- 
tion dans  Pénoneé  final  du  n°  18,  nous  obtiendrons  la  formule  aux 
limites  sous  la  forme  (') 


(Gi) 


analogue 


_  * =1 
Remarquons  (jue  l'intégrale  J  s'écrit  elle-même  sous  la  forme 

1   n 
(62)  J  =    /      ?tqtdxt\ 


i1)  s'il  y  a  seulemeol  ':"  ï  -  courbes  extrémales,  cette  formule  C>i)  est  four- 
aie  par  chacun  des  systèmes  <!<■  fonctions  (53);  et  l'on  a,  entre  les  variations  de 


a?,, z?n,  y  relations  indépendantes  de  la  forme 


-\  1 


I 


(  )  Sa: 
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car  l'on  a,  d  après  les  équations  (12), 

n  n 

( 63 )  2>  1  i  d%i  =■   /  <li w  du  =  G u)  du 

et,  par  conséquent,  à  cause  de  (10), 

n 

(64  )  w  du  =  2,  (/i  dJ'i- 


i-\ 


On  peut  également  considérer  la  formule  (62)  comme  une  appli- 
cation de  la  formule  (61)  ;  il  suffit  dé  faire  varier  l'extrémité  de 
l'arc  d'extrémale  depuis  l'origine  de  cet  arc,  qu'on  maintiendra 
fixe,  jusqu'au  point  de  l'extrémale  que  l'on  veut  prendre  comme 
extrémité  définitive  de  l'arc  considéré,  en  faisant  décrire  à  ce 
point  tout  l'arc  en  question.  La  formule  (61)  est  alors  cons- 
tamment 

n 

(65)  oJ  =  y  (/,  S&t, 


et  la  formule  (G 2)  en  résulte  par  intégration. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  conséquences  auxquelles 
donne  lieu  la  formule  (G2)  (voir  nos  Î25  et  suivants). 

20.  Discutons  maintenant  les  restrictions  que  nous  avons  im- 
posées à  la  fonction  F,  aux  nos   12  et  J3. 

Il  s'agit  d'abord  de  la  légitimité  de  la  représentation  de  la  multi- 
plicité d'onde  au  moyen  d'équations  de  la  forme  (10)  et  (il)« 
D'après  les  conclusions  de  la  discussion  faite  aux  nos  (>  cl  7,  il  faut 
écarter  les  éléments  de  contact  dans  le  voisinage  desquels  le  rang 
du  hessien  dey  (de  F,  dans  le  cas  1=  o)  s'élève. 

Or,  en  ce  qui  concerne  le  système  (44)j  auquel  on  arrive  dan--  le 
cas  de  l'exlremum  libre  (a  _.  ■  o),  lorsqu'on  revient  au  point  de  \ue 
des  variables  .r(,  ...,  ,r„  seules,  on  voit  que  ee  hessien  n  ÇS.I  autre 
(pie    le    délermiiiant    des    coefficients    des    di  lièrent  telles   secondes 

dans  ces  équation  s  (44)-  ^n  serait  donc  conduit  à  faire  la  même 
hypothèse  pour  pouvoir  affirmer  l'existence  des  intégrales  de  ce 
système,  dans  des  conditions  non  singulières.  Non-  étions  donc  en 

XL.  -  s 
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droit  de  dire  (note du n° 20)  que  la  restriction  ainsi  Introduite  n'est 

pas  artificielle,  mais  tient  à  la  nature  menu;  do  Ja  question. 

Il  en  est  de  même  pour  le  cas,  pi  us  général  (a  >>  o),  de  l'exlrc- 
mum  lié,  <jui  nous  a  conduit  au  système  (55),  (56).  En  cherchant  à 
résoudre  ce  système  par  rapport  aux  dérivées  secondes  des  xi  et 
aux  dérivées  premières  des  \/n  on  sera  conduit  à  différentier  les 
équations  (56),  et  le  déterminant  qui  se  présentera,  comme  déter- 
minant du  système  linéaire  homogène  obtenu,  sera  le  liessien 
de/".  On  arrivera  donc  à  la  même  conclusion  sur  la  nature  de  celte 
première  restriction. 

L'autre  restriction  est  la  condition  que  nous  avons  imposée  à 
F(.r,,  ...,  xn\dx{,  ...,  (1jcn)  d'être  positif.  Supposons  au  contraire 
(pie,  sur  la  courbe  pour  laquelle  on  se  propose  d'examiner  si  la  varia- 
tion de  l'intégrale  (î)  est  nulle,  la  fonction  F  ne  soit  pas  constam- 
ment positive.  On  pourra  toujours  trouver  une  fonction  auxiliaire 
H(#,,  ...,  .rw),  définie  en  tous  les  points  de  Ja  courbe  considérée 
et  dans  le  domaine  de  ces  points,  c'est-à-dire  en  tous  les  points 
d'un  certain  domaine  (D)  contenant  la  courbe  à  son  intérieur, 
admettant  des  dérivées  partielles  continues  dans  ce  domaine,  et 
dont  la  valeur  sur  la  courbe  soit  une  fonction  croissante  du  para- 
mètre u  servant  à  représenter  la  courbe  :  on  peut  même  se  donner 
arbitrairement  la  valeur  de  cette  fonction  aux  divers  points  de  La 
courbe  ;  ce  sera,  par  exemple,  la  valeur  du  paramètre  u  lui-même. 

Mors,    sur    la   courbe,    /, -, —  -r—  a    Ja    valeur     i.    u  autre   part, 

issi 

, i /  dxx  dxn  \  ,  .  r  .   .  , 

r  [x{,  ...jXn,  —j—y  '■■>   - — )   est   suppose   continu    et   uni    sur  Ja 

courbe  ;  sa  valeur  absolue  est  donc  inférieure  à  un  nombre  fixe  M. 
Si  donc  l'on  pose 

n 

(61  F  =  F(ic,    . .  . ,  xn  |  dxx,  .  .  . ,  dxn)  +My  ——  dxi, 

i=  1 

le   quotient  —  sera,    sur    la    courbe    considérée,    supérieur   à    un 

nombre  positif  fixe,  el  rotera  positif  sur  les  courbes  qu'on  en  dé- 
duira par  des  variations  continues  relativement  aux  points  et  aux 
tangentes.  Or  il  suffit,  voulant  obtenir  des  conditions  nécessaires 
pour  que  la  variation  soit  nulle,  de  considérer  de  telles  variations 
d<-  hi  courbe  d'intégration . 
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Posons,  pour  abréger  récriture, 

(67)  MS  =  »<. 

de  sorte  que  la  fonction  (66)  est 

n 

(G8)  F==F(a?l}.    . ,  xn  \  dxx ,  .  .  . ,  dxn  )  -f- ^  11/  </./,. 

i  =  l 

et  considérons  (')  l'intégrale 

(69)  1=    r  F  =  J  +  M[H(a?1,  ...çxn)\l~  f  ûdu. 

Il  est  clair  que  8 J  =  8J,  quand  les  extrémités  de  l'arc  d'intégra- 
tion restent  fixes.  Nous  aurons  donc  à  exprimer  que  oj  est  nul; 
et,  pour  cela,  tous  les  raisonnements  et  résultats  précédents  s'ap- 
pliquent. Il  reste  à  voir  ce  qu'ils  donneront,  relativement  aux 
données  primitives. 

21.  Comparons  pour  cela  les  multiplicités  d'onde,  dans  les  deux 
cas,  en  un  même  pointdela  courbe  considérée,  l'origine  des  coor- 
données étant,  par  conséquent,  mise  en  ce  point.  Les  coordonnées 
du  nouveau  point  de  la  courbe,  correspondant  à  L'accroissement 
positif  du  du  paramètre,  sont  dx{,  ...,  dx,n  et  satisfont,  dans  le 
premier  cas,  aux  équations 

(  F  (a?t,  . . . ,  xn  |  dxu . . . ,  dxn  )  =  w  du, 

(70)  j 

(    V h{x{ ,  . .  . ,  xn  |  dxi ,  .  .  . ,  dx„  )  =  o  (  //  —  1  ,•>....,  a  ) 

et,  dans  le  second  cas,  aux  équations  analogues 

/_jx     i   F   (#ij  •  •  •  >  #/i  I  ûtrii  •  •  • ,  rfa?n  )  =  w  rf« 

'  1'/*  (*i,  •  •  • ,  a?/j  |  rfa?i ,  • .  • ,  dx„  )  =  0  ( A  =  1,  a a  ). 

Posons,  pour  abréger  L'écriture, 

(7'0  N,  du  —  dxi        (/-—!,•> n) 


(')  Celte  trausformation  est,  au  fond,  celle  qui  .1  été  utilisée  |>.n  Carathéodorj 
ci  donl  se  serl  aussi  Hadamard  (cf.  foc.  cit..  p.  385);  mais  ces  auteurs  introdui- 
sent l'hypothèse  que  la  fonction  1  de  Weiersirassa  un  signe  constant;  tandis  que 
coite  hypothèse  n'intervient  pas  ici.  Et  ils  n'examinent  que  le  cas  2      0,  n 
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et  cessons  (décrire,  dans  les  fondions  considérées,  les  lettres 
xK rn  qui  sont  des  paramètres  constants.  En  vertu  des  for- 
mules (5),    la     multiplicité    d'onde    est   définie,    pour  .),    par  les 

équations 

IF  (Xi,  ...,Xn)  =  <->, 
FA(Xi,  ...,X„)  =  o  (h  =1,2,  ...,«), 

Ki=  (.opi  (/  =i,2,  . . . ,  n), 

/>,,  . .  . ,  /)„  étant  les  coordonnées  du  point  qui  correspond  au  point 
dati,  .  ..,  dxn  de  l'onde  élémentaire.  Et  si  o>  était  posilif,  on 
aurait,  pour  J,  des  formules  toutes  semblables 

(   F   (X„  ...,X„)  =  «> 
Ci)  F*(*n  ...,X;,)  =  o  (A .  =  1,2,  ...,«), 

(  Xi=  ru/?,  (i  =i,2,  . . .,  // ). 

Ces  formules  montrent  que,  quand  c*>  s'annule,  le  point  corres- 
pondant de  la  multiplicité  d'onde  s'éloigne  à  l'infini.  Nous  pouvons 
les  considérer  comme  la  définition  de  la  multiplicité  d'onde  dans 
tous  les  cas,  que  w  soit  positif  ou  négatif. 

Les  deux  multiplicités  d'onde  se  correspondent  point  par  point, 
au  moven  des  formules  (73)  et  (74)-  Cherchons  les  formules  de 
celte  correspondance.  On  a,  à  cause  de  (68),  (7^),  (74)7 


(75) 


ce  qui  donne  les  formules 

(76)  J^=  p (1  =  1,2,  ...,/i). 


i+^fliPi 


1  =  1 


Cherchons  les  coordonnées  y,,  ...,  q„  ;  </,,  ...,  ^^  pour  les  élé- 
ments de  contact  correspondants.  Pour(7  j),  w  étant  une  constante, 

n 

dous  avons  à  écrire  que  N  qicOLi  est  une  combinaison  linéaire  et 

;  =  1 
homogène  de  <7K  et  des  dV /,.  Donc 

-     dF       x^      <*Fa 
(77)  7'      ^dX"/"1"^  hWt  (*  =  »i  2,  ..-,»)« 
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n 

La  condition  ^fy,-jp/=  1  donne  X0  =  i.  On  a  donc,   en   posant 

<  =  i 
encore  comme  au  n°  1, 

a 
(7»)  f=¥^XhF/n 

k  =  \ 
les  formules 

(79)  g/=*  ^         («  =  i,  2,  ...,/*> 

Pour  les  quantités  qi,  on  aura  des  formules  analogues 
EL 


x 


(8o)         ?<=ET'      /=?+2^*F**    ('*  =*»■»»  •••.*) 


a=i 


Gomme  les  Xa,  Xa  sont  entièrement  arbitraires,  on  peut  s'impo- 
ser la  condition  qu'ils  soient,  respectivement,  égaux 

^h=^h  (h  =  r,  2,  . .  .,  a); 

ce  qui  donne  la  loi  de  correspondance  des  deux,  multiplicités 
d'onde,  élément  de  contact  à  élément  de  contact.  Elle  est  expri- 
mée par  les  équations  (76)  et  les  équations 

(81)  ?/=?/+ H/        (*  =  1,2,  ...,*). 

On  voit  qu'elle  n'est  autre  que  la  transformation  diuxlis tique 
cV  une  translation  [cf.  n"  1,  note  (*)]. 

Avant  de  revenir  aux  équations  différentielles  du  problème  dé 
Lagrange,  indiquons  encore  comment  se  généralisent,  pour  la  mul- 
tiplicité définie  par  les  équations  (74)7  les  formules  obtenues  aux 
nos  2  et  3.  Le  support  langentiel  est  défini,  comme  on  vient  de  le 
voir,  par  les  équations  (79).  Nous  supposons  ici,  comme  au  n"  13, 
que  le  nessien  de  f  est  de  rang  1,  c'est-à-dire  que  l'élimination 
de  X., ,  . . .,  Xfl,  Xi ,  . .  . ,  Xa  entre  les  équations  (79)  el  les  équations 
de  condition  F/#  —  o  (/*  =  1,  :>-,  ...,  a),  fournil  une  seule  équa- 
tion, réductible  à  la  forme 

(82)  G(a?i,  ••  -,  •>•/,  I  Vi-  •••:  9n)  -  i- 
On  a  d'autre  part 

n  n 

(83)  Yy/XfSîU),  V,//,/\;-^0; 


/rr  I  /        I 
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d'où  encore 

(84)  2Xtdqt=o. 

(  )n  conclu l  que  les  X/  sont  proportionnels  aux  y—;  et  Ton  constate, 

à  cause  de  (83)  et  (82),  que  le  rapport  de  proportionnalité  est  o). 

Doue  on  a 

àG 

(85)  \,-==  10—         (1=  1,  2,  ...,n); 

et,  par  suite,  on  a  encore  les  formules  (1  1) 

(86)  Pi=dql         (*=«ï|à,  ...,w). 

On  verrait  enfin,  en  reprenant  les  calculs  du  n°  3,  mais  en  y 
introduisant  les  X,-  au  lieu  des  />/,  que  l'équation  (3i)  de  ce  n"  '<] 
sera  remplacée  par  les  suivantes  : 

/o   x      àf(xi% xn\Xf X„) 

":)      ô7,- 

axi 

22.  Soit  maintenant 

dxt        OT  do,  dT  ..       —  , 

(88)  ^~  =  ^'         rfB"=-^'        rf0  =  ">rf"        (.  =  ■, *,...,«) 

le  système  canonique  obtenu  en  égalant  à  zéro  la  variation  de  J, 
L'équation 

(89)  r(a?!,  .  ..,#„  |  71,  ..  -}qn)  =  1 

esl  I  ('fjualiou  langenlielle  de  la  multiplicité  d'onde  corres- 
pondante. 

Nous  avons  à  faire  le  changement  de  variables  défini  par  les  for- 
mules |  -())  el  (81);  de  sorte  que  G  est  défini  par  l'équation 

(90)  l     /,.  ....  xn  |  7,  -+-  II,  G,  . .  .,  7„4-  H„G)  =  G; 

car,  pour  obtenir  L'équation  (K2),  il  faudrait  résoudre  par  rapport 
à  la  variable 'd'homogénéité  l'équation  de  la  multiplicité  d'onde 
primitive,  qui  résulte  de  (89)  par  le  changement  de  coordon- 
nées (81)  {cf.  n°2). 
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Si  Ton  differcntie  alors  la  relation  identique  (90),  on  obtient 

dT       ^  dT  „   ÔG        dG         ,. 

(9I)       ç+Ziçi^wrWi    ('=,'2'-'n)' 

7=1 
.        dT     ^,  dr  duJr     ^  ov      dG      dG 

(92) h   >    -=   -~G  -f-    >     -=Hy =   — -  (*  =  1,2,  ...,»). 

Remarquons  que  l'on  a  encore 
—       dT 

(93)  AV=p=       (y  =  i»2,  ...,w); 

et,  par  suite,  en  tenant  compte  de  (7(3)  et  de  (70), 


(94) 


/=1  yy  y=t 


2H^> 

7=1 


Les    équations    (91)    et    (92)   s'écrivent,    par  suite,    en    observant 

âli,         dlli  dxi 

que  -r-*  =  -r — j    et  que  wo/= -7— > 
1        ùxi         oxj  '  l  J         du 

,  n  -<>r        dG 


-  dr        ^  d\lt  dx{  ÔG 

-2 

7  =  1 

Et  enfin,  si  l'on  y  lient  compte  des  équations  (88),  il  reste 


( 07 )  dxt  =  m  —  du         (i  =  \    ■> n). 

0<ji 

)C 

(96)  — d(j,  ic/ll,  —  <u  - — tf//        (i  =.i,  a,  . . .,  n). 

Ces  dernières,  à  cause  de  (81),  se  réduisent  \ 

(()())  <((/,  —  —  (-)  — -dit  {1  as  1,  a,  . . .,  n). 

On  a  ainsi  retrouvé  1<*  système  canonique  déduit  de  l'équation  (8 

Il  convient  d'observer  que,  pour  (0  =  o,  les  —  «  à  cause  des  fqr- 

11  oqt 
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mules  (86),  seront,  éti  général,  infinis;  mais  lé  système  canonique 
pourra,  d'après  la  manière  même  dont  nous. venons  de  l'obtenir, 
être  transformé  de  manière  que  cette  difficulté  apparente  dis- 
paraisse. 

Quant  aux  systèmes  (44)  <H1  (40>  (5-i),  (5a),  on  les  déduira 
encore  du  système  canonique,  en  se  servant  des  formules  (87).  On 
les  obtiendrait  plus  immédiatement  encore,  en  partant  des  sys- 
tèmes analogues  relatifs  à  l'intégrale  J.  On  a,  en  effet  avec  les  va- 
riables .r,,  .. .,  xn  ;  />,,  . .  .,/>„, 

N     df        df       \?dHj  df       TT\dHi 

(,00)  ^  =  ^4-2^7^-^-H->-^^      (1-1, «,. ...i»). 

/=1  /  =  l 

Donc,  à  cause  de  (4 1), 


àf 

df        dlli 
dxi         dt 

(»  =  i 

,2,  .  , 

.,  n), 

EL 

=  -^+11, 

(1  =  1 

,  2,  •  ■ 

.,7l), 

(101) 

et,  par  suite, 

d    df         ôf         d    df         àf 

dt  dpi       ûxt       dt  dpi       dxt  '    '        '     n 

ce  qui  montre  bien  qu'on  retombe  sur  les  systèmes  en  question. 

ï2-i.  Le  théorème  qui  nous  a  permis  d'exprimer,  au  n°  14,  que 
o.I  est  nul,  pour  tous  les  systèmes  de  variation  oy,,  ...,  oy„,  ôw 
(|iii  satisfont  aux  conditions  (28),  est,  au  fond,  le  théorème  qui 
sert  de  fondement  à  la  méthode  classique  des  multiplicateurs  dans 
les  problèmes  isopérimétriques.  Mais  comme  il  se  présente,  dans 
notre  méthode,  sous  une  forme  particulière,  il  ne  sera  pas  inutile 
de  donner  l'énoncé  précis  correspondant,  avec  la  démonstration  (1). 

Il  se  rapporte  à  des  intégrales  définies  de  la  forme 

io3)  r=  f  Ldu, 


(')  Cf.  les  démonstrations  analogues  données  par  Hadamard  (loc.  cit.,  j>.  196). 
Mais  la  restriction  relative  aux  champs  singuliers  ne  subsiste  pas  ici, 
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où  L  esl  une  forme  linéaire  par  rapport  à  des  fonctions  indéter- 
minées (v,,  . .  .  ,  wn  de  a  ;  les  coefficients  de  cette  forme  étant  des 
fonctions  données  de  u. 

Considérons  m  intégrales  de  cette  forme 


(104) 


I, 


=  f  Lh 


du 


(h  =  1,2,  ...,  m), 


et  attribuons  y  aux  fonctions  »»/,  m  systèmes  de  déterminations, 
arbitrairement  choisies 


(.05) 


wt=  wki 


(i  =  i,  a,  ...,«;  *  =  i,  2, ///  i. 


Les    intégrales    considérées  I,,   ...,  \m   prendront  des    valeurs 
numériques  correspondantes 


(106) 


h  =  Ia/4        (h :=£  i ,  2,  . . . ,  n%\  k  =  i ,  2,  . . . ,  ni). 


Considérons  le  déterminant  formé  avec  ces  nombres  1^,  et 
examinons  le  cas  où  il  est  nul,  pour  lous  les  systèmes  de  détermi- 
nations (io5)  :  il  y  aura  alors  un  déterminant  mineur  principal 
qui  ne  sera  pas  nul,  les  déterminants  mineurs  de  degré  supérieur 
étant  lous  nuls.  On  peut  supposer   que   ce   déterminant   principal 

est  celui  qui  correspond  à  À  —  i ,  2,  . . .,  s]   h  =  i  ,  2, s.    SJors 

lous  les  déterminants 


(107) 


Ii  i 

Il,.s-  +  / 


1,1     II 
I„     I, 

I.s\.s-W        I.s-)/ 


({  =  i,2,  . ..,  m  —  s) 


sont  nuls,  quelles  que  soient  les  fonctions  07.  On  ;i  donc  des  é< | na- 
tions ù  coefficients  constants,  de  la  forme 


(108) 

c'est-à-dire 


'.s- .  /  -  2j c"'  ]/i        (/  =  i,  2 m  —  s), 


h    1 


(109)        f    (  Ls-hi— ^c/aLa  )  du  =  0        1/      1.  > ///  —  >). 


/y  =  l 


Comme  plies  ont  heu,  quels  que  soient  les  o\.  el  que  les  exprès- 
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sions  sous  le  signe  /  sonl  des  formes  linéaires  par  rapport  aux  HP/, 
on  en  conclu!  les  relations  identiques  en  iv,,' . . .,  wn  (et  it) 


s 


(no)  l<.o/=  y.c'//<  ,JA  (/  =  I,  2,  .  ;.,  7W-— s). 


/j  =  l 


Il  en  résulte  en  particulier  que  rj+l,  .  .  . ,  lm  sont   nulles  pour  tout 
choix  des  fonctions  wt,   . . .,  Wn  qui  annule  I\,  12,  .  .  •  ,  I*. 

2i.  Gela  pose,  proposons-nous  d'exprimer  que  l'intégrale  (io3) 
s'annule  pour  tout  choix  des  fonctions  wt,  . .  . ,  wn  qui  rend  nulles 
les  intégrales  (10/j).  Et  supposons  d'abord  que  le  déterminant  des 
quantités  (106)  n'est  pas  nul. 

Considérons  encore  un  (»/  +  i)1(1""'  système  de  déterminations 
des  Wi 

(i  II)  W»/=  W0ti  (ï  =  I,  2,   •  .  .,  /l), 

et  les  valeurs  correspondantes  [0)4,  ...,  I0>m  des  intégrales  (  1  o  j  ) . 
On  pourra  déterminer  les  nombres  u.*  par  les  équations 

di>)  2'-1a"Ia"'/'—  io,/'  =  °        (A  =  i,  2,  .. .,  m). 

Si  l'on  prend  alors  pour  les  wt  les  fonctions 

m 

(ll3)  «,/=\f1AW'A.«""^  (î  =  !,2,  ...,»), 


Â  =  l 


le>  valeurs  des  I/,,  étant  égales  aux  premiers  membres  des  équa- 
tions (112),  sont  nulles;  et,  par  hypothèse,  celle  de  1  est  alors 
nulle  aussi  ■ 

Désignant  par  I10,  . ..,   \m  (l.    [0j0   les  valeurs  de  i  qui  corres- 
pondent  aux  choix  (io5)  et  (1  1  i),  on   a   donc   l'égalité  numérique 

/// 
(n4)  2Li^k  I/-"~_  Io-n  =  °- 

Si  on  la  «compare  ;»  1 1  x  égalités  (1  r>),  vérifiées  aussi   par  les  jj.*, 
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on  voit  que  le  déterminant 

I 


0,0 


0,1 


Ii,o 

J  1,1 


Io„ 


1 ,//( 


'  /n,o 
'  m ,  1 


«i ,  m 


est  nul,  tandis  que  le  mineur  du  premier  élément  n'est  pas  nul,  et 
cela,  quel  que  soit  le  choix  des  m -\-  i  systèmes  de  détermination 
des  wj  introduits.  D'après  le  résultat  du  n°  23,  on  en  conclut  une 
identité  à  coefficients  constants,  de  la  même  nature  que  (i  nu. 


(116) 


h  =  \ 


Si  le  déterminant  des  quantités  (io(5)  est  nul,  on  pourra  ne 
considérer  que  les  intégrales  I,,  .  .  .,  \s  donnant  le  mineur  princi- 
pal de  ce  déterminant  ;  car  Is+\,  .  . .  ,  lm  étant  nulles  toutes  les  fois 
que  les  précédentes  le  sont,  il  suffira  d'exprimer  que  I  sannule 
dès  que  I,,  .  .  . ,  ï^  sont  nulles.  On  obtiendra  donc  encore  une 
identité  de  la  forme  (i  16),  comme  condition  nécessaire,  avec 


s-t-l 


Cs+2  =  •  •  •  =  cm  =  O. 


Gomme  on  a,  dans  ce  cas,  les  identités  (i  io),  il  est  clair  qu'on  a 
même  une  infinité  d'identités  de  la  forme  (i  16),  donl  la  plus  géné- 
rale s'écrirait,  au  moyen  de  l'une  d'entre  elles, 


(ii7) 


L  =  ^  ch  L/j  +  \  p/ 1  Ls+t  —j*  c/k  1-/,'  1  ; 


/=i 


A  =  l 


les  pi  étant  arbitraires. 

Enfin,  dans  tous  les  cas,  l'existence  d'une  identité  de  la  forme 
(i  16)  est  suffisante  pour  que  I  s'annule  dès  que  I I„,  s'an- 
nulent simultanément . 

Nous  obtenons  donc  te  t'héorème  (/)  annoncé  :  Pour  que  Vinté- 


(')  Ce  théorème  étanl  déduit  du  lemme  fondamental  du  calcul  des  variations 
[cf.  Hadamard,  loc.  cit.,  p.  i>'i)  subsiste,  comme  lui,  si  l'on  imp  >se  aux  fonctions 
tr, ,  ..., wn  diverses  restrictions,  relatives  soil  à  leurs  valeurs  au*  limites,  ->"it  à 
leur  caractère  analytique. 
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grale  (io4)  s'annule  pour  tout  choix  des  fonctions  h  7  qui 
annule  simultanément  les  intégrales  (io5),  il  faut  et  il  suffit 
que  les  formes  linéaires  des  indéterminées  117  désignées  par  L, 

L|,  ...,  Lm,  soient  lices  par  une  relation  de  la  forme  (116), 
identique  en  u-,,  ...,  wn  ctu,  les  lettres  c,,  . ..,  cm  désignant 
des  constantes  numériques. 

Dans  l'application  faite  de  ce  théorème  au  n"  11,  Svj,  . ..,  ov„, 
0(0  jouent  le  rôle  des  fonctions  rt>1}  . ..  ,  n>„.  L'intégrale  ï  est  l'inté- 
grale (16)  et  les  intégrales  1^  sont  les  intégrales  (28).  11  existe  y  re- 
lations, analogues  aux  (m —  s)  relations  (un),  dans  le  cas  où  le 
système  canonique  (38)  ne  fournit  que  oo2/l-Y~2  courbes  exlré- 
males  (cf.  la  note  du  n°  19). 


III.   —   CONDITIONS    SUFFISANTES    DE    l'eXTREMUM    FAIBLE. 

2">.  Les  résultats  trouvés  précédemment,  et  résumés  dans 
l'énoncé  du  n°  18,  peuvent  s'énoncer  sous  une  forme  remarquable, 
à  condition  qu'on  se  limite,  le  cas  échéant,  aux  solutions  cano- 
niques. Cette  restriction  est,  du  reste,  de  peu  d'importance,  puis- 
qu'elle n'empêche  pas  d'obtenir  toutes  les  courbes  qui  annulent  la 
variation  de  J.  Elle  permet  de  supposer  que  les  fonctions  q{,  ...,qn 
que  l'on  considère  sont  dérivables. 

Considérons  l'intégrale 

,A     n 
(I)  11=  j     2jflidxl> 


0     r  =  l 


où  l'on  suppose  les  fonctions  X\ ,  . . . ,  xn\  qK ,  . . .,  qn  de  la  variable 
d'intégration  u  liées  par  la  seule  équation  de  condition 

(2  )  G(^,,  .  .  ,,a?„  \qu  ..  .,  qn)  =  ï  ; 

et  exprimons  que  sa  variation  oïl  est  nulle.  Sous  le  bénéfice  de  la 
remarque  faite  plus  baut,  nous  appliquons  le  procédé  classique, 
qui  nous  donne 

(3)  8H  =  1   ^y/tej  I    +  j    J^('>/, -(lTi—  ox;  <!</,). 
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Nous  supposons  encore  que  les  extrémités  de  Tare  d'intégration 
sont  fixes.  La  quantité  restée  sous  le  signe  /  doit  donc  reproduire 
oG  à  un  facteur  près,  et  l'on  trouve  le  système  canonique 

(4)  "dG"  =  — ÔG   =  (*=1, 2,  ...,»), 

ô<ji  dxi 

qui  entraîne  la  formule 

n 

(5)  dt  =  2jf/idxl; 

i=l 

quand  on  tient  compte  de  (2),  et  qu'on  se  rappelle  que  G  est 
homogène,  de  degré  1  eiK/),  ..  .,  qn. 

Les  ex Iré maies  du  problème  A  s' obtiennent  donc  en  écrivant 
que  la  variation  de  V intégrale  H  est  nulle,  moyennant  la  seule 
équation  de  condition  (2) ,  quand  on  suppose  fixes  les  extrémih es 
de  l'arc  d'intégration. 

On  voit  déplus  que,  si  Ton  faisait  varier  les  fonctions^,,  ...,  qn 
seules,  en  laissant  l'arc  d'intégration  fixe,  on  trouverait  immédia- 
tement et,  par  conséquent,  sans  hypothèses  sur  la  dérivabililé  de- 
fonctions  q{ ,  .  . . ,  qn,  la  formule 

(G)  80  H  -  /     yhqidxi. 

La  condition  pour  (pie  la  variation  o0ll  lût  nulle  serait  donc 
(7)  dœt  =  — -dt         (i=  F,  •>,  ....  n), 

puis(jue  les  variai  ions  des  qi  seraient  alors  liées  seulement  par 
l'équation 

n 

—  ôqt 

1 

Et  l'on  aurait  encore  la  formule  (5). 

Doue  les  systèmes  de  fonctions  considères  d<ins  V énoncé  du 
problème  A  sont  ceux  qu'on  obtient  en  écrivant  l<i  condition  de 
la  variation  nulle  dans  le  problème  suivant  : 


*-  14G  - 

l'noBi.i  mi:    P>.    —    Etant   donne   un    are  de  <onrh<\  représenté 
par  des  formula 

I  g  i  ./■/-:  ft{  k),         o^w^i         (i  =  i,  2,  .  .  ..  //), 

déterminer  des  fonctions  q{,  ...,  y„,  ûfe  //,  qui  satisfassent  à 
Véquation 

o)  G(a?i, . .  ,,0j»r?i,  •  •  •'  ?»)  =  »' 

e/  telles  qu'il  y  ait  extremum  pour  V intégrale 


(•) 


il  =  /    /^qiàxj 


On  voil  de  plus,  en  se  reportant  à  la  formule  (62)  du  n°  19,  qui 
est  l'origine  des  remarques  actuelles,  que  les  intégrales  J  consi- 
dérées dans  le  problème  A  sont  les  intégrales  H  du  problème  II, 
aui  correspondent  au  cas  de  la  variation  nulle  (pour  ce  même 
problème  B). 

Il  faut  cependant,  pour  satisfaire  à  la  condition  to  ;>  o  du  pro- 
blème A,  réadmettre,  pour  le  problème  B,  que  des  fonctions 
y,,  .  .  .  ,  an  vérifiant  la  condition 

n 

(10)  j£qtdasi>  o. 

1=1 

Si  Ton  interprète  q{,  . . . ,  (Jn  comme  les  composantes  d'un  vec- 
teur ayant  pour  origine  le  point  (x{)  ...,#«)  qui  décrit  l'arc 
de  courbe  considéré,  quand  u  varie  de  o  à  1,  cette  condition 
équivaut  à  dire  que  ce  vecteur  doit  être   situé   du  côté  de  la   tan- 

n 

1 1  Le  positive,  par  rapport  au  plan  normal  N   (X,  — Xi)dxi  =  o; 

1  =  1 
ou  encore  qu'il  doil  faire  un   angle  aigu  avec  la  direction  positive 

de  la  tangente. 

Il  fiiui  observer  aussi  que  s\  le  Itessien  de  G  est  de  rang  (a  -+-  1), 
aveca>o,  les  équations  (7)  onl  comme  conséquences  les  équa- 
tions (2)  du  n"  12,   a  >.i\  <»ir  : 

■  in  l'V'V x„    dxu  ...,  dxn)  =  0         {h-.    1,  ■»,...,  a); 


-  H1  - 

le  problème  B  n'est  donc  possible,  dans  ce  cas,   que   si    la   combe 
donnée  (g)  est  une  courbe  intégrale  de  ce  système  de  Monge. 

26.  Dans  tous  les  cas,  les  remarques  précédentes  introduisent, 
de  la  manière  la  plus  naturelle,  l'équation  aux  dérivées  partielles 
de  Jacobi-Hainilton  : 


(12) 


lxu 


X, 


l)t 


ut 
ùxn 


I. 


Elles  montrent  en  effet  qu'on  obtiendra  des  exlrémales  du  pro- 
blème A,  en  déterminant  d'abord  des  fonctions  qK,  ...,  qn  de 
x{ ,  .  .  . ,  xn,  qui  satisfassent  à  (2),  et  annulent  la  variation  de  l'in- 
tégrale H  ;  puis  en  déterminant  xu  ...,  xn  au  moyen  des  équa- 
tions (7),  où  Ton  aura  porté,  à  la  place  de  q{,  .. .,  qn,  les  fonctions 
de  X\)  .. . . ,  xn  trouvées.  Car  la  variation  de  H  est  alors  nulle,  soit 
quand  on  fait  varier  la  courbe,  en  gardant  pour  les  ^  les  fouet  ions 
trouvées  ;  soit  quand,  laissant  la  courbe  fixe,  on  fait  varier  lo  //j ■; 
elle  est  donc  encore  nulle  quand  on  fait  varier  à  la  fois  la  combe 
et  les  gï,  car  toute  variation  de  cette  espèce  générale  s'obtient  en 
superposant  deux  variations  qui  appartiennent  respectivement  aux 
deux  catégories  spéciales  considérées. 

Or  ce  calcul  revient  à  prendre  d'abord  les  dérivées 


(.3) 


dt 


d'une  intégrale  de  L'équation  (12),  soit 

(1  i)  *  =  V(a?i,  ...,a?„); 

puis  à  déterminer  les  transversales  de  la  famille  de  surfaces  dépen- 
dant du  paramètre  /,  représentées  par  L'équation  (i4)j  c'est-à-dire 
les  courbes  définies  par  la  propriété  que  nous  allons  rappeler. 

Chaque  point,  M  de  l'une  quelconque  des  surfaces  (1  \)  es!  1  ori- 
gine d'une  multiplicité  d'onde  (cf.  n°  12V  et  sur  cette  multiplicité 
d'onde  existe  un  point  l\  de  coordonnées 


05) 


Xi=  Xi -h  — 
oqt 


(*  =  ii  2 n), 


les  ûi  ayant  les  valeurs  (i3).  Ce  point  esl  entièrement  défini  parle 
fait  qu'il  existe,   en    ce  point,  un  plan   tangent  à   la  multiplicité 
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d  onde,  de  coefficients  de  direction  A'/f,  . . .  ,  Xy/M  c'est-à-dire 
parallèle  au  plan  tangent  en  M  à  la  surface  (i/j  )  considérée  (')•  La 
direction  ÎNIP,  de  coefficients  de  direction 

(16)  />,-  =  —  (/  =  1,1,  .  .  .,  n), 

àqt 

esl  dite  transversale  à  l'élément  de  contact  (#, , ...,  xn\  \q{ , ...,  X^,,) 
du  point  TVA  et,  par  suite,  transversale,  en  INI,  à  la  surface 
considérée. 

Cela  posé,  les  transversales  d'une  famille  de  surfaces  à  un  pa- 
ramètre (en  supposant,  pour  simplifier,  que  par  chaque  point  de 
I  espace  ou  de  la  portion  d'espace  considérée,  passe  une  surface 
de  la  lamille,  et  une  seule)  sont  les  courbes  dont  la  direction,  en 
ehacun  de  leurs  points,  est  transversale  à  la  surface  de  la  famille 
qui  passe  en  ce  point. 

On  remarquera  que,   dans  le  cas  actuel,   à   cause  de  la  condi- 

n 

lion    ftfjdxj  >>  o,  les  transversales  de  la  famille  de  surfaces  (14) 

i=  1 
doivent  être  supposées  décrites  dans  le  sens  des  V  croissants. 

27.  La  construction  précédente  donne,  réciproquement,  toutes 
les  extrémales.  Parlons  en  effet  d'une  surface  initiale  (S0),  et  àcha- 
cun  de  ses  éléments  de  contact  (#J,  . .  .  y  xQn  ;  y",  . .  .,  qQn)}  dont  les 
coordonnées  pourront  être  supposées  satisfaire  à  la  condition  (2), 
associons  l'intégrale  du  système  (4),  qui  satisfait,  pour  t  =  o, 
aux  conditions  initiales  a?,-asipj;  qi  =  q]  (i  =  1 ,  2,  .  .  .,  ri).  Elle 
satisfera  à  la  condition  (2).  A  chaque  point  M0  de  (S0)  se  trouvera 
associée  la  courbe  extrémalc  issue  de  M0,  qui  est  le  lieu  décrit  par 
le  point  M,  de  coordonnées  (xK ,  . . . ,  x„),  quand  t  varie  à  partir  de 
la  valeur  t  ■=.  o.  Ces  courbes,  au  moins  dans  le  voisinage  de  (S0), 
seronl  telles  que  par  chaque  point  M  de  l'espace  il  en  passe  une  et 
une  seule  (2).  A  ce  point  (a?,,  .  ..,  xtl)  sera  associée  la  valeur  /  de 

n 

L'intégrale  /    7  qidxi  prise  depuis  M0  jusqu'à  M,  le  long  de  l'arc 
/=  1 

(',  Ce  point  doit  être,  par   rapporl   au   plan   tangent  en  M  à  la   surface  cousi- 

.  du  côté  des  \  1  roissa  ni  s. 
(-)  Ceci  serait  en  défaut,  si  (S0)  satisfaisait  à  l'équation  (aux  dérivéespartieHes) 
',n,  . .  .r&n\q\, . . .,  g  à)  "-'  "  '■  ril>  singulier  que  nous  avons  implicitement  écarté. 


—  129  — 

d'extrcmale  passant  en  M,  puisque  les  équations  (4)  entraînent 
l'équation  (5)  :  t est  ainsi  une  fonction  V(.r,,  ...,xn). 

Pour  avoir  sa  différentielle  totale,  il  suffit  de  faire  varier  M  d'une 

manière  quelconque  ;  il  entraîne  avec  lui  l'exlrérnale  correspon- 
dante, dont  Je  pied  M0  décrit  (S0).  Appliquons  (')  la  formule  (3), 
en  remarquant  qu'on  a 


0j8a?J  =  o; 


et  il  reste 

n 

(i7)  lt  =  V^.g.,..,.. . 

La  fonction  t,  que  nous  avons  construite,  satisfait  donc  aux 
équations  (i3)  et  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (12).  Rt,  les 
équations  (7)  étant  vérifiées,  les  extrémales  qui  ont  servi  à  définir 
cette  fonction  sont  les  transversales  de  la  famille  de  surfaces  (1  ji 
qui  lui  correspond. 

Enfin,  il  est  clair  (pie  chaque  extrémale  sera  transversale  d'une 
infinité  de  familles  de  surfaces,  de  l'espèce  indiquée.  Car  elle  cor- 
respond [cf.  nos  10  et  18)  à  au  moins  une  solution  canonique  ;  et 
il  suffira  que  l'une  des  surfaces  de  la  famille  comprenne  1  un  des 
éléments  (#,,  ...,  x„  ;  </,,  ...,  qu)  fournis  par  cette  solution,  puni- 
que tous  les  autres  interviennent  dans  les  autres  surfaces  de  la 
famille  (2). 

Remarquons  encore  qu'on  pourrait  essayer  de  substituer  à  la 
surface  (S0)  une  multiplicité  à  //  —  1  dimensions,  mais  dont  le 
support  ponctuel  ait  moins  de  (n —  1)  dimensions.  La  construction 
fera  encore  intervenir  ccn  '  solutions  canoniques,  mais,  si  L'équa- 
tion (12)  a  seulement  zc-u  2  y  courbes  caractéristiques  (extrémales 


(')  Celte  méthode,  ion, Ire  sur  la  formule  aux  limites,  est  employée  par 
M.  Hadamard  (loc.cit.^  p.  169).  Le  principe  en  es!  dû  ;'i  M.  Darboux  (Théorie  des 
surfaces,   t.   Il,  n"  536). 

('-)  Le  cas  singulier  signalé  dans  une  note  précédente  ne  peut,  ici,  se  produire, 
puisque  imis  1rs  éléments  d'une  solution  canonique  satisfont  à  l'équation  »,  \). 

Mais  ilfaudra,  en  général,  limiter  l'arc  d'extréraale  considérée,  pourobtenir 
une  famille  de  surfaces  (et  de  transversales)  telles  que  par  chaque  point  <lu 
domaine  considéré  il  en  passe  une  et  une  seule. 

Nous  ne  voulons  pas  reprendre  i«-i  cette  discussion  bien  connue. 

Cf.  Hadamard,  loc.  cit.,  |>.  36o  et  suivante-. 

XL. 
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du  problème  A),  il  pourra  arriver  qu'on  obtienne  moins  cleoo"-' 
extrémales  et  que,  par  suite,  celles-ci  ne  remplissent  pas  l'espaee 
voisin  île  (S0).  La  définition  de  la  fonction  V  serait  alors  en  défaut. 
Gela  arrivera  certainement,  toujours  en  supposant  y  >  o,  si  (S0)  est 
remplacé  par  un  point  de  l'espace,  et,  plus  généralement,  si  le 
support  employé  a  moins  de  y  dimensions. 

Même  en  supposant  v  =  o,  maisa>>o,  et  en  partant  d'un  point 
iM0  pris  pour  multiplicité  initiale,  les  extrémales  employées 
balayeront  bien  un  espace  à  n  dimensions,  mais  cet  espace  se  ter- 
minera au  point  considéré  sous  une  forme  singulière,  puisque  les 
extrémales  issues  de  ce  point  n'en  partent  pas  dans  toutes  les  di- 
rections :  il  ne  contiendra  pas  tous  les  points  du  domaine  de  M0 , 
ni  même  tous  ceux  de  ces  points  qui  sont  d'un  même  côté  d'une 
surface  passant  en  M0  et  ayant  un  plan  langent  en  ce  point. 

28.  Les  familles  de  surfaces  qui  viennent  de  s'introduire  sont 
formées  des  étals  successifs  d'une  même  onde  (c'est-à-dire  d'un 
lieu  de  points  ébranlés  à  un  même  instant)  quand  on  considère  le 
mode  de  propagation  défini  au  n°  12.  Il  faut  admettre  seulement 
ipie  l'état  d'une  onde,  au  temps  t-\-dt.  se  déduit  de  l'état  de  celle 
onde  au  temps  /,  à  des  infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur, 
en  prenant  l'enveloppe  des  ondes  élémentaires  issues  de  divers 
points  de  la  multiplicité  qui  figure  l'état  de  l'onde  au  lemps  t. 

Nous  renverrons,  sur  ce  point,  à  notre  article  des  Annales  de 
I  l^cole  Normale,  3°  série,  t.  XXVI,  1909,  p.  /\o5  ;  car  l'interpré- 
tai ion  en  question  est  une  conséquence  des  résultais  du  n°  o  de  cet 
article,  et  les  raisonnements  qui  y  conduisent,  reposant  sur  la  re- 
présentation tangentielle  des  ondes  élémentaires,  ne  cessent  pas 
d'être  applicables  quand  le  support  ponctuel  de  la  multiplicité 
d'onde  a  moins  de  n  —  1  dimensions,  pourvu  (pie  le  support  lan- 
gentiel  ait  bien  n  —  1  dimensions. 

Ici  encore  on  peut  concevoir  les  extrémales  [qui  sont  les  carac- 
téristiques de  l'équation  (12)]  comme  les  trajectoires  de  la  propa- 
gation des  divers  éléments  de  contact. 

Observons  encore  que  les  équations  (4)  définissent,  quand  on 
considère  (x{ ,  . . .,  œn  ;  q\f  . . .,  </,,)  comme  les  coordonnées  homo- 
gènes d'un  élément  de  contact,  un  groupe  de  transformations  de 
contact   à  un  paramètre,  el  «pie  le>   états  successifs  d'une  même 
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onde  proviennent  d'après  ce  qui  précède,  de  l'application  à  l'un 
d'eux  de  ces  diverses  transformations  de  contact.  C'était  là  le  point 
de  vue  de  notre  article  publié  dans  ce  Bulletin  (t.  XXXIV,  1906), 
mais  nous  avions  supposé  alors  que  le  hessien  de  G  était  de  rang  1 , 
tandis  que  nous  ne  faisons  ici  aucune  restriction  à  son  égard. 

Les  transformations  de  contact  finies  de  ce  groupe  sont  définies 
par  la  correspondance  établie  entre  chaque  point  de  l'espace  et 
l'onde  qui  résulte,  au  bout  d'un  temps  déterminé  t,  d'un  ébranle- 
ment produit  en  ce  point. 

Dans  le  cas  ou  l'équation  (12)  a  seulement  oo2"_2~Y  courbes 
caractéristiques,  il  y  en  a  oon~i~^  passant  par  un  point;  de  sorte 
que  les  multiplicités  particulières  ponctuelles  qui  interviennent  ici 
ont  n —  1  — y  dimensions  seulement.  On  a  donc  affaire  alors  à 
des  transformations  de  contact  définies  toutes  par  y  -f-  1  équations 

entre  les  coordonnées  x{1  ...,  xH  et.r,,  ...,  xn  des  points  des 
deux  espaces  inlcrtransformés. 

29.  Les  remarques  des  numéros  précédents,  indépendamment 
de  leur  intérêt  analytique,  conduisent  très  simplement  aux  condi- 
tions suffisantes  pour  l'extremum  du  problème  A,  en  le  ramenant 
à  l'extremum  du  problème  ¥>.  Gomme  nous  allons  le  voir,  il  y  aura 
minimum  pour  A  s' il  y  a  maximum  pour  B. 

Imaginons  en  effet  une  exlrémale  de  A,  et  deux  points  fixes  M0 
et  M,  sur  cette  exlrémale.  Admettons  que  ces  points  soienl  assez 
rapprochés  pour  qu'on  puisse  associer  à  l'arc  M0M,  d'extrémale 
une  famille  de  surfaces  (i/j)  remplissant  les  conditions  énumérées 
au  n°  27,  à  savoir  :  il  existe  une  portion  d'espace,  à  //  dimensions. 
continue  et  d'un  seul  tenant,  telle  que  par  chacun  de  ses  points 
passe  une  surface  (14)  et  une  seule;  l'arc  JNI 0 1\I ,  esl  toul  entier 
intérieur  à  cet  espace,  ne  rencontre  chacune  tics  surfaces  qu'en  un 
point  au  plus  et  est  transversal  à  chacune  d'elles. 

Nous  désignerons  par  C  Tare  d'extrémale  considéré,  et  par  S  un 
autre  arc  (')  allant  de  M„  en  M,,  dans  la  même  portion  d'espace  ; 
et  différant  de  C,  par  ses  points  et  ses  tangentes,  d'aussi  peu  qu'on 
le  voudra. 


(3)  Il  doit,  bien  entendu,  dans  le  caa  *      0,  vérifier  les  équations  de  Rlonge  (II) 
(Cf.  n«25.) 
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L'intégrale  J^,  puisqu'on  y  peut  prendre,  pour  les  qi,  les  dérivées 

—  (n°  2G),  est  l'intégrale  de  dV  prise  de  M0  à  M,,  ci  ne  change 
pas,  si  on  la  prend  suivant  l'arc  G.  Ou  a  donc 

8)    J^J£  =  -(/;^V,^-/"2^^)  =  -(»£-»3). 

\     ©  1  =  1  «"«  =  !  / 


!  ' 


cl  l'on  aperçoit  dans  le  second  membre  la  différence  de  deux  inté- 
grales, relatives  à  la  courbe  G,  de  la  nature  de  celles  qui  figurent 
dans  renoncé  du  problème  B,  la  première  écrite  correspondant, 
par  hypothèse,  à  un  système  de  fonctions  qt1  ...,  qn  qui  annule  la 
variation  de  celle  intégrale.  De  plus,  les  valeurs  de  qt,  ...,  (jn 
seront  aussi  voisines  qu'on  voudra  des  valeurs 

en  tout  point  de  G,  pourvu  que  G  soit  assez  voisin  de  C  (par  points 
et  tangentes). 

L'arc  C  fournira  donc  an  minimum  faible  pour  J,  si  le  sys- 
irme  (y,,  ...,  <j„)  fournit  un  maximum  pour  11  prise  le  long 
de  G. 

30.  Or  la  discussion  du  maximum,  dans  le  problème  13,  est 
immédiate.  Car  on  a 


(19) 


i   n 

l  =  1 


En  posant,  comme  au  n"  12, 
(20)  dxi  =  m  pi  du         (i  =.1,  2,  ...,/>). 

avec  [  équation  (64),  n"  19  | 

1=1 
il  vient 


1  1  tu  du 

0 


*  =  i 
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L'élément  (ù  du  étant,  par  hypothèse,  essentiellement  positif, 
non  seulement  sur  C,  mais  aussi  sur  les  courbes  suffisamment  voi- 
sines, on  voit  que,  pour  que  le  premier  membre  soit  positif,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  la  condition 

n 

(ai)  ^PiÇt—  ï<° 

soit  vérifiée,  sur  chacune  des  multiplicités  d'onde  avant  leurs  ori- 
gines aux  divers  points  de  G,  pour  l'élément  de  contact  (E) 
(/?,,  ...,/?„;  r/{,  ...,qn)  que  fait  intervenir  l'intégrale  Hg. 

Si  l'on  se  reporte  au  n°  10,  on  voit  que  chacune  de  ces  multi- 
plicités doit  être  concave,  en  (E),  vers  son  origine. 

Donc,  pour  que  l'intégrale  H,  prise  suivant  un  arc  de 
courbe  G  satisfaisant  aux  équations  de  Mongc  (n),  ait  un 
maximum  pour  un  système  de  fonctions  cjk,  . . .,  qni  il  faut  et  il 
suffit  que  les  conditions  suivantes  soient  remplies  :  i"  fa  direc- 
tion positive  de  la  tangente  en  chaque  point  (x{ ,  . ..,  x„)  de  Z 
perce  la  multiplicité  d'onde  ayant  ce  point  pour  origine  en  un 
point  auquel  correspond  un  élément  de  contact  dont  le  plan  a 

n 

pour  équation  2^(IiQ^i  —  xd  =  '  >  2°  en  cet  élément  de  contact, 


i  =  1 


la  multiplicité  d'onde  est  concave  vers  son  origine,  en  ce  sens 
que  le  point  de  cet  élément  est  du  même  coté  que  Vorigine  par 
rapport  aux  plans  des  éléments  de  contact  voisins. 

31.  Cette  condition  sera  remplie  pour  G  si  elle  est  remplie 
pour  C  dans  le  domaine  des  éléments  de  contact  de  chacune  dos 
multiplicités  d'onde,  qui  résultent  de  la  construction  précédente 
appliquée  à  C.  Car  alors,  on  peut  faire  varier  infiniment  peu  la 
courbe  sans  que  la  condition  cesse  d'être  réalisée  :  il  est  entendu, 
toujours,  que  la  variation  altère  infiniment  peu  les  courbes  et  les 
tangentes. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

Un  arc  d'ex  tréma  le.  du  problème  A  fournil  un  minimum 
pour  V  intégrale  J  {dans  le  vus  où  les  cet  rend  tes  de  Varc  <l  in- 
tégration restent  fixes),  s  il  satisfait  dur  conditions  suivantes  : 
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i°  une  au  moins  des  familles  d'onde  coupées  transversalement 
par  cette  extrémale  remplit  d'une  manière  régulière  (')  une 
portion  de  V espace  qui  entoure  de  tous  côtés  Varc  considéré, 
et  satisfait  en  plus  au  critérium  suivant;  2°  soient  M  un  point 
quelconque  de  F  are  d*  extrémale,  II  le  plan  tangent ,  en  ce 
point  M,  à  celle  des  ondes  considérées  qui  y  passe;  la  direction 
positive  de  la  tangente  à  V extrémale  enM.  perce  la  multiplicité 
(Fonde,  quia  M  pour  origine,  en  un  point  P,  et  il  résulte  de  la 
transversalité  que  ce  point  P  forme,  avec  un  plan  parallèle  au 
plan  II,  un  élément  de  contact  (E)  de  cette  multiplicité  d'onde  : 
dans  le  domaine  de  cet  élément  de  contact  (E),  la  multiplicité 
d'onde  doit  être  concave  vers  son  origine. 

Les  développements  des  nos  10  et  11  donnent  les  moyens  analy- 
tiques de  vérifier,  dans  des  cas  étendus,  si  ce  critérium  se  trouve 
vérifié.  On  y  peut  encore  faire  intervenir  uniquement  la  fonc- 
tion G. 

On  remarquera  que,  dans  le  cas  de  minimum  que  nous  venons 
d'expliquer,  les  ondes  élémentaires  issues  des  points  d'une  onde 
de  la  famille  considérée  sont  convexes  vers  leur  enveloppe,  qui 
constitue  l'onde  consécutive  de  cette  même  famille  :  le  mot  d'en- 
veloppe a  donc  ici  son  sens  étymologique,  et,  en  quelque  sorte, 
physique.  Et  limage  qui  en  résulte  est  bien  d'accord  avec  l'idée 
même  de  la  propagation,  une  onde  quelconque  devant  être  le  front 
des  ondes  élémentaires  d'où  on  la  considère  comme  provenant, 
quand  on  applique  le  principe  des  ondes  enveloppes. 

32.  Dans  la  remarque  précédente,  nous  avons  substitué  à  la 
considération  de  la  multiplicité  d'onde  celle  de  l'onde  élémentaire. 
Ces  deux  multiplicités  étant  homothétiques  par  rapport  à  leur  ori- 
gine commune,  celle  substitution  est  légitime,  car  elles  sont,  en 
mêirie  temps,  soil  convexes,  soit  concaves.  Il  semble  même  (pie 
l'onde  élémentaire  fasse  mieux  image,  e;ir  elle  est  plus  immédiate- 
ment associée  à  l'élémenl  différentiel  de  l'intégrale  considérée. 

Cela  esl  vrai  surtout,  dans  le  cas  où  cel  élément  différentiel  io  du 


(?)  Cela  veul  dire  que,  par  chaque  point,  passe  une  surface  de  la  famille  et  une 
seule, 
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est  susceptible  de  changer  de  signe,  sur  l'arc  de  courbe  considéré  : 
cas  dont  il  nous  reste  à  dire  un  mot,  pour  terminer. 

Reportons-nous,  pour  cela,  aux  transformations  employées  aux 
n,,s  20  et  21.  Les  formules  (76)  et  (81)  du  n°  21,  appliquées  si- 
multanément à  deux  éléments  de  contact  voisins,  donnent 

n 


1  =  1 


1 1+2n^v  ,+2IIy/>y 

7  =  1  ►  /=-! 

En  tenant  compte  encore  de  la  formule  (^5)  du  n°  21,  il  reste 

(23)      .  tof  ^ptq't—  1  J  =  «(  ^piq't—i  Y 

V=l  /  \i=l  / 

Si  la  condition  suffisante  du  minimum  est  remplie  pour  l'inté- 
grale transformée,  à  élément  différentiel  positif,  I  (odu,  le  pre- 
mier membre  de  cette  identité  (33)  est  négatif.  Il  en  est  donc  de 
même  du  second. 

Par  conséquent,  la  deuxième  condition  suffisante  du  minimum 
se  traduit  par  la  concavité,  ou  la  convexité,  de  la  multiplicité 
d'onde,  suivant  que  w  est  positif  ou  négatif'.  Mais  le  point  qui 
intervient  ici  est,  de  plus,  sur  la  direction  positive,  ou  négative, 
delà  tangente  suivant  que<a>  est  positif  ou  négatif.  On  pourrait 
dire  qu'il  y  a  convexité  vers  la  direction  positive  de  la  tangente. 

Il   paraît  plus  simple  de  se  borner  à  l'onde  élémentaire 

(F   Oi,  •  •  -,  xn  I  Xi,  .. .,  Xn)  =  tadu 

(  F-a(0!,  .  ..,.r„  |Xi,  .. .,  X„)  =  0  (h  =  i,a se), 

pour  Laquelle  le  point  à  considérer  est  toujours  (dans  le  système 
de  coordonnées  qui  a,  pour  origine,  L'origine  (ûû\ rfi)  de  celle 

onde 

(25)  X,-  =  dxt         (i  =[,•.).,.. .,  n  ). 

Les  valeurs  dey,,  .  .  .  ,  qH  à  associer  à  ce  point  sont  toujours 
définies  par  la  solution  canonique   considérée:  ou  encore  par  la 
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famille  de  surfaces  définie  par  l'équation  (i4)>  qui  correspond  à 
l'une  des  solutions  de  l'équation  de  Jacobi-Hamilton  (i  2). 

Mais  il  se  présente  ici  un  fait  digne  de  remarque,  quand  on 
applique  la  construction  du  n°  27  pour  trouver  l'une  des  solu- 
tions correspondant  à  l'exlrémale  considérée.  Quand  on  passe  par 
un  point  de  l'extrémale  pour  lequel  <<)  du  s'annule  en  changeant 
de  signe,  la  valeur  de  /  cesse  de  croître  (par  exemple)  pour  com- 
mencer à  décroître  ;  elle  reprend  donc,  au  delà  d'un  tel  point  N, 
les  valeurs  qu'elle  avait  prise  en  deçà.  Les  surfaces  obtenues  ne 
coupent   donc   plus  l'arc  d'cxtrémale  chacune   en    un   seul   point. 

En  \,  la  surface  correspondante  est  tangente  à  l'arc  d'exlréinale, 

// 

puisque   7 fljdxj  est  alors  nul,  et  dans  le  voisinage  de  celte  sur- 

1=1 
face  particulière,  celles  qui  coupent  l'extrémale  la  coupent  en  deux 

points,  de  part  et  d'autre  deN. 

33.  En  un  tel  point  N,  il  ne  faudra,  naturellement,  pas  conser- 
ver le  dernier  membre  (=  dt)  dans  les  équations  canoniques  (4) 
pour  la  définition  même  de  l'extrémale.  Bien  plus,  comme  nous 
l'avons  remarqué  au  n°  22,  ce  système  canonique  est  inutilisable, 
en  ce  point,  sous  cette  forme  (/j),  car  les  dérivées  de  G  seront,  en 
général,  infinies.  Mais  cette  difficulté  disparaîtra  si  l'on  introduit 
l'équation  de  Jacobi-Hamilton  sous  une  forme  moins  restrictive 
que  la  forme  (12),  que  nous  avons  spécialisée  en  vue  de  la  théorie 
seulement. 

Rappelons-nous  en  effet  que  cette  équation,  sous  la  forme  pri- 
mitive (2),  définit  le  support  tangentiel  de  la  multiplicité  d'onde, 
et,  d'après  les  raisonnements  du  n°  21,  ce  support  s'obtient  en 
éliminant  les  rapports  de  X, ,  . . .,  X;/  ;  \x ,  .  . .,  \n  entre  les  équa- 
tions (  '  ) 

(26)         qt=  — ^ ^2uh dX- (*  =  !, a,  . ■..,#») 

h  =  1 


doc 
(')  Les  lettres  Y  désigoeDl  ici  les  différentielles  dxt,  au  lieu  des  dérivées-y-1; 

mais  cel.i    ne  change  rien    ;jux  raisonnements  du  n°  21,  que,  pour  abréger,  nous 
tprenoDS  pas. 
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et  les  équations  de  condition 

(27)  o  =  Fh(x\X)==Fh(xu  ...,xn\Xu  ..  .,Xn)         (h  =  1,  2,  ..  .,  a). 

Si  le  résultat  de  cette  élimination   est  obtenu   sous   une  forme 
quelconque 

(28)  G0(xu  .  .  .,  xn  |  qu  .  .  .,  qn)  =  o, 
d(jQ  et  dG  seront  liées  par  une  identité  de  la  forme 

(29)  dG~  M(xu  ...,xn\qu  . .  .,  q„)dG0i 

pour  tous  les  éléments  (#,,  . ..,  Xn\  qtif  ...,  qn)  qui  satisfont  à 
l'équation  (2)  ou  à  l'équation  (28),  supposée  équivalente.  Le  sys- 
tème canonique  (4)  et  l'équation  (2)  seront  donc  remplacés  par 
l'équation  (18),  et  le  système  canonique  plus  général 

dx\  dxn  rf(/\  dqn 


(3o) 


dG0 
àqi 


OG, 
àqn 


0xx 


àxn 


Ainsi  seront  déterminées  les  solutions  canoniques,  et  t  dépendra 
toujours  de  la  quadrature  de  la  différentielle 


(3i) 


dt  = 


^qidxt, 


i  =  l 


Celte  différentielle;  d'après  les  équations  (3o),  s'annule  en    même 
temps  que  l'expression 

(3.)  -       ^   •   dG' 


1  =  1 


Kt  celte  expression  intervient  précisément  quand  on  cherche  à 
déduire  G  de  G0,  puisqu'il  s'agit  de  résoudre,  par  rapport  à  G, 
l'équation 


(33) 


Go  (-ri vn 


'Il 
G 


G 


Si  Ton  lient  compte  de  ce  que  G  doil  avoir  la  valeur  1  sur  la 
multiplicité  considérée,  on  tire  de  cette  équation,  par  différentia- 
tion  totale, 


(34) 


rfGo=(   N\,,^  )dG, 
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ce  qui  montre  que  1)  est  l'inverse  du  coefficient  M  de  la  for- 
mule (29).  Ce  coefficient  M  devienl  donc  infini,  pour  les  éléments 
de  contact  exceptionnels  qui  foui  l'objet  de  notre  discussion  ('). 
\  un  nuire  point  de  vue,  ces  éléments  se  trouvent  exceptionnels 
dans  les  mêmes  conditions  que  les  éléments  qui  avaient  été  écar- 
lés  au  n"  I,  car  les  plans  qui  y  figurent  passent  par  l'origine4  des 
coordonnées  (origine  de  l'onde  élémentaire).  Mais  la  difficulté  dis- 
paraît ici,  parce  (pie  les  éléments  de  contact  de  l'onde  élémentaire 
ont  des  coordonnées  (.r,,  ...,ocn;  q{,  ...,qt/),  qui,  d'après  les 
formules  (26)  et  (24),  sont  liées  maintenant  par  la  relation 

n 

(35)  2^qiXi=  m  du; 

1  =  1 

ce  qui  équivaut  à  rétablir  l'homogénéité  des  coordonnées  q{,  •  •■*%qn 
dont  nous  nous  étions  privés  au  n°  1,  afin  de  mieux  indiquer  la 
dualité  des  deux  points  de  vue  :  ponctuel  et  Langentiel. 

En  résumé  :  Les  extrémales  du  problème  de  Lagrange  sont 
données,  sans  impose/-  de  condition  de  signe  à  Vêlement  diffé- 
rentiel de  r intégrale  (1)  (n°  12),  par  les  solutions  du  système 
canonique  (3o),  qui  satisfait  à  V équation  (28)  :  celle-ci  est 
Véquation  tangentielte  de  l'onde  élémentaire  (24),  les  coordon- 
nées (Xj,  • . . ,  X„  ;  qu  . . .,  qn)  d'un  élément  de  contact  de  cette 
onde  étant  liées  par  la  condition  (35).  Un  arc  d! extrémale 
ainsi  obtenu  fournit  un  minimum  pour  le  problème  considéré, 
si  les  conditions  (suffisantes)  suivantes  sont  remplies  :  i°  au 
moyen  de  cette  extrémale  et  de  zc"    '  ex  tréma  les  voisines,  con- 


(')  Il  est  facile  d'étudier  ces  particularités  sur  des  exemples.  On  peut  prendre, 

comme     très    -impie,    le   suivant  :    gj  du  =  \Utx-  -f-  dy* — iy  dy .   On  considérera 
l 'ex  tréma  le  y=x,  et  les  extrémales  voisines  y  =  x  -+-  c,  qui  donnent  comme 

X  -\~  Y 

famille  d'ondes  les  paraboles  égales— — —  — y2  =  V  =  const.    Les  ondes  élémen- 

s/->. 

tairessonl  des  coniques  faciles  à  discuter. 
Par   le    procédé  du    n°  20,   celte   intégrale    /  u>  du   se   ramène  à    /  (•></// ,     où 

u  du      \  il.ir  +  dy2. 

Le  poinl  exceptionnel  N  de  l'extrémale  est  ici  x—y  =  — • 
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venablement  choisies,  se  construit,  par  le  procédé  du  n°  -7,  une 
famille  de  surfaces  (famille  d'ondes)  remplissant  d' une  manière 
régulière  une  portion  de  V espace  qui  contient  et  entoure  de 
tous  côtés  l'arc  d'extrémale  considéré  ;  i°  l'onde  élémentaire 
qui  a  pour  origine  chaque  point  (x{,  . .  .,  xn)  de  cet  arc  et  qui 
passe  par  le  point  consécutif,  infiniment  voisin,  de  cet  arc,  est 
concave  ou  convexe  vers  son  origine  [dans  le  domaine  de  Vêle- 
ment de  contact  de  cette  onde  élémentaire  qui  contient  ce  point 
et  dont  le  plan  a  pour  coefficients  de  direction  les  quantités 
(q{,  .  .  .,  qn)  associées  à  (xt,  . . .,  xn)  dans  la  solution  du  sys- 
tème (28),  (3o)  que  Von  considère],  suivant  que  Vêlement  dif- 
férentiel F  (Xi ,  . . . ,  xn  |  dxK ,  . . .,  dxn)  =  ce  du  est  positif  ou 
négatif. 


SUR  LA  RÉDUCTION  DES  FORCES  D'INERTIE  ; 
Par  M.   Emile  Cotton. 

Soient  S  un  système  matériel,  S,  un  système  invariable  de  com- 
paraison; en  faisant  usage  d'un  système  intermédiaire  ï  on  décom- 
pose le  mouvement  absolu  (de  S  par  rapport  à  ï,)  dans  les  deux 
mouvements  suivants  :  mouvement  relatif  (de  S  pat-  rapport  à  ï), 
mouvement  d'entraînement  (de  X  par  rapport  à  X,). 

Soit  M  un  point  matériel  ou,  comme  nous  dirons  plus  briève- 
ment, une  molécule  de  S.  Un  ihéorème  bien  connu  apprend  que 
l'accélération  absolue  de  M  est  la  résultante  de  l'accélération  rela- 
tive, de  l'accélération  d'entraînement  el  de  l'accélération  de  (  loriolis 
ou  accélération  complémentaire.  A  chacune  de  ces  accélérations 
on  peut  faire  correspondre  une  force  d'inertie  égale  au  produit  de 
cette;  accélération  par  —  m,  m  étanl  la  masse  de  M.  I  .a  force 
d'inertie  absolue  est  donc  la  résultante  des  forces  suivantes  :  l'oivc 
d'inertie  d'entraînement  (ou  force  centrifuge),  force  d'inertie  rela- 
tive, force  d'inertie  complémentaire  (ou  force  de  Coriolis). 

Nous  effectuons  ici  la  réduction  géométrique  (')  d<  s  diverses 

(')  Pat-  réduction  géométrique  d'un  <v>t<''ni'  de  vecteurs,  noua  entendons  la 
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forces  cF inertie  correspondant  à  toutes  les  molécules  de  S  ;  nous 
indiquons  ensuite  l'intérêl  de  celte  réduction  en  Mécanique 
appliquée. 

1.  Appelons  l)(/  le  système  des  forces  d'inertie  absolues  de  S. 
Les  calculs  mêmes  qu'on  fait  au  début  delà  Dynamique  des  sys- 
tèmes (voir,  par  exemple,  Ai'pell,  Mécanique  rationnelle,  t.  Il, 
n08  328  et  335)  conduisent  au  résultat  suivant  : 

La  résultante  de  translation  de  Da  est  équipollente  à  la 
force  d'inertie  absolue  de  la  masse  entière  de  S  concentrée  au 
centre  de  gravité. 

Le  moment  résultant  de  Da  par  rapport  à  un  point  O,  fixe 
(par  rapport  à  l1,)  s'obtient  de  la  façon  suivante  :  On  imagine  le 
moment  résultant  0{/iia  des  quantités  de  mouvement  absolues, 
moment  pris  par  rapport  à  O,,  et  la  vitesse  absolue  hKahKa  du 
point  hia.  On  construit  0{-r\in  équipollcnt  à  h.sah'un  ce  vecteur 
représente  le  moment  résultant  cherché. 

\u  lieu  d'effectuer  la  réduction  par  rapport  à  un  point  fixe,  on 
peut  l'effectuer  par  rapport  au  centre  de  gravité  G  de  S,  qui,  en 
général  est  mobile  par  rapport  à  S,.  On  voit  alors,  à  l'aide  de  cal- 
culs simples,  que  le  moment  résultant  de  Y)a  par  rapport  au 
centre  de  gravité  G  de  S  s'obtient  ainsi  :  par  G  on  mène  des  axes 
de  directions  fixes  (par  rapport  à  1",)  ;  soit  S,  le  svslème  invariable 
défini  par  ces  axes.  On  prend  le  moment  résultant  G/*«,  par  rap- 
port à  G,  des  quantités  de  mouvement  correspondant  au  mouve- 
ment de   S   par  rapport  à  I>\  (mouvement  autour  du  centre  de 

détermination  de  la  résultante  de  translation  et  du  moment  résultant  par  rapport 
à  un  point.  Deux  systèmes  de  vecteurs  sont  dits  géométriquement  équivalents, 
si  les  résultats  de  leur  réduction  géométrique  sont  identiques.  On  sait  que,  lorsque 
les  vecteurs  correspondent  à  des  forces  a/>//tiqi/écs  à  un  solide  absolument 
rigide,  tel  qu'on  les  imagine  en  .Mécanique  rationnelle,  deux  systèmes  de  forces 
(dynamos)  géométriquement  équivalents  sont  aussi  mécaniquement  équivalents, 
c'est-â  dm  peuvent  être  remplacés  l'un  par  l'autre  sans  qu'il  y  ait  de  modifica- 
tions d. m-  l'équilibre  ou  le  mouvement  du  corps. 

Dans  le  cas  d'un  système  S  quelconque,  il  n'en  est  généralement  plus  ainsi,  mais 
l'intérêt  que  présente  encore  cette  réduction  géométrique  tient  à  ee  qu'elle  donne 
les  éléments  essentiels  pour  l'application  des  théorèmes  généraux  du  début  de  la 
Dynamique  dessystèmes,  concernantles  quantités  de  mouvement  (projections  et 
moments)  et  où  les  forces  intérieures  s'éliminent, 
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gravité).   On  construit  hah'a  vitesse  de  ha  dans  son  mouvement 
par  rapport  à  S,'  et  enfin  l'on  mène  Ghfja  équipollent  à  hah'a. 

2.  Pour  ce  qui  concerne  la  réduction  du  système  Dr  des  forces 
d'inertie  relatives,  il  suffit  évidemment  de  remplacer,  dans  les 
constructions  précédentes,  1",  par  S. 

Donc,  la  résultante  de  translation  de  Dr  égale  la  force  d'inertie 
relative  de  la  masse  entière  de  S  concentrée  en  son  centre  de  gra- 
vité, et  le  moment  résultant  Grir  est  équipollent  à  kr  h'r  vitesse  du 
point  Ar,  extrémité  du  moment  résultant  Glir  de  quantités  de 
mouvement  de  S,  ces  quantités  de  mouvement  et  cette  vitesse  se 
rapportant  aux  mouvements  de  S  et  de  hr  par  rapport  à  un  sys- 
tème S'  d'axes  dont  la  direction  est  invariable  par  rapport  à  ï. 

3.  Considérons  maintenant  le  système  Dc  des  forces  centri- 
fuges ou  forces  d'inertie  a" entraînement. 

Ces  forces  ne  dépendent  (pie  du  mouvement  d'entraînement  et 
de  la  position  à  l'instant  t  considéré  de  S  par  rapport  à  S.  On  peut 
donc,  pour  effectuer  la  réduction,  substituer  à  S  un  solide  Gclil 
obtenu  en  imaginant  que  les  diverses  molécules'  de  S  conservent 
par  rapport  à  S  les  positions  qu'elles  ont  effectivement  à  l'instant  t 
et  appliquer  les  résultats  du  n°  1. 

En  particulier,  la  résultante  de  translation  des  forces  centrifuges 
est  égale  à  la  force  centrifuge  de  la  masse  entière  de  S  concentrée 
en  son  centre  de  gravité. 

I.   Il  nous  reste  à  étudier  le  système  Dc  des  forces  centrifuges 

composées  ou  forces  d'inertie  complémentaires. 

Pour  cela,  considérons  des  axes  O.r,  Qy,  O^  fixes  par  rapport 
à  S.  Soit  M  une  molécule  de  S,  de  masse///,  de  coordonnées  ./.i  .:: 
les  projections  de  la  force  de  Coriolis  de  cette  molécule  sont  : 

/    dr  dz\  (    dz  dx\  (    dx  dy\ 

(l)    2m(rrfT-*3F>     ,,"V,777      rTtp     ' '"  [(/ ^77  ~ r 777  ) ' 

p,Q%r désignant  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  dan-  le 
mouvement  d'entraînement . 

En  ajoutant  les  expressions  analogues  correspondant  aui  di- 
verses molécules  de  S,  on  voit  d'abord  que  la  résultante  de  trans- 
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lation  de  Dc  est  égale  à  la  force  centrifuge  composée  de  la  masse 
entière  <le  S  concentrée  au  centre  de  gravité,  ce  qu'on  aurait 
pu  voir  aussi  en  rapprochant  les  uns  des  autres  les  résultais  pré- 
cédents. 

Par  le  centre  de  gravité  G  menons  les  axes  G  a?',  Gy\  Gz',  pa- 
rallèles à  O.r,  O)',  Oz.  Soient  a,p,Y  les  projections  de  la  vitesse 
de  G  par  rapport  à  1!  et  a?',  y\  z'  les  coordonnées  de  M  dans  le 
nouveau  système.  Les  expressions  (i)  de  la  force  centrifuge  com- 
posée de  ce  point  peuvent  s'écrire 


2  m 


(rW-'Jlk)  +  >'"{rt-'rO< 


Le  moment  de  cette  force  par  rapport  à  Gx'  est  donné  par  une 
formule  bien  connue  ;  en  ajoutant  les  expressions  analogues,  les 
termes  contenant  a,  (3,  y  disparaissent  et  il  reste  pour  le  moment 
résultant  par  rapport  à  Gx' 

,    v     <>  V»      /  ,  dy'         ,dz'\  v1         <dx'  *sr\       ,  dx' 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  molécules  de  S. 
On  peut  écrire 

I  ,  dx         d  .    ,    ..  .  dx  ,  dy' 

J     dt         dtK     J  '       J     dt  dt 

(3)  ( 

,  dx  d  ,    ,    ,  ,  dx'  ,  dz 

i  z  ■ —  =  —  (z'x  )  -+-  z  —, x  —r- 

dt         dt v         '  dt  dt 

Désignant  par  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  de  S  par  rapport 
à  Gx',  Gy',  G  z' '  ;  par  D,  E,  F  les  produits  d'inertie  relatifs  aux 
plans  coordonnées  se  croisant  suivant  ces  axes,  on  a 

;  d.\         (/vi      ,    ,. 

idT  =  dlZ'"(^+^ 

yri       I    ,dy'         ,dz'\  d\i  dC 

=  'Zmviiï+zin)'     Tt" 

Posons 

_       d\    .       dV,  dC  dD  di:  dV 

y  r//  '  <ll  '  dt  dt    '  dt    l  dt  '  ' 


dE  dF 

dt  '  dt 
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et  désignons  par  y,  g,  h  les  projections  sur  les  axes  du  moment 
résultant  par  rapport  à  G  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
à  Gx'y'z' 

~      "V1       /    i  dz'  ,  dx'\  v^        /    i  dx  .  dz 

f=Zm v m-*  if)'      e=2*m\.z-dt-x-dï 


On  a  ainsi,  pour  le  moment  résultant  cherché  du  dvname  Dc,  les 
projections  suivantes  sur  G#7,  Gyr ,  Gz' 

5.  Dans  le  cas  oà  S  est  un  solide,  on  peut  transformer  les 
expressions  trouvées  pour  X,  m,  v,  en  introduisant  les  projections  P, 
Q,R  surOx,Oy,  Gz  de  la  rotation  instantanée  dans  le  mouvement 
de  S  par  rapport  à  2.  On  a,  en  effet, 

et,   en  portant  ces  valeurs  dans  les  expressions   telles  que  (2),  il 
vient,  tous  calculs  faits, 

À  =h-2/?(QE  —  RF) 

H-^OQD  —  R(A-+-C  —  B)]  +  r[Q(A+  15^   C)  -  2RD], 

I  x  =      p  [  R  (  B  -+-  G  —  A  )  -  •  >.  I  »  E  )  ] 

4-2£(RF—  PD)H-r[5RE  —  P(B+  A  -  G)], 


(8) 


v=      p[iVV  -  Q(C-+-  15-  \>| 

+  ?[P(C  +  A- B)-2QF)J-h2r<  PD  -  QE). 

Nous  poserons 
(9)  2I  =  A-+-  B  -+-  G, 

I  représente  le  moment   d'inertie  de  S  relatil  à  G,  c  esl  donc  un 
invariant  vis-à-vis  de  toute   transformation  d'axes  rectangulaires, 
on  le  démontre  d'ailleurs  en  géométrie  analytique.  Les  formules 
donnent  alors 

X  =  aQ(  Ir+  Ep  ■+  Dq  —  Cr)  —  a  lu  I7   •   !•>      ''"/   »   Dr), 
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En  écrivant 

a 6  =  [(/>*+  72-h  r2)  —  (A/>*-+-  B</2-t-  C/-2_  ,,i)Y//.  __  2Er/j  -iVpq), 

on  voit  que 

U-.Yag-P») 

^      . , ,         ,  ~  <?e  de  <m 

Considérons  le  vecteur  Uy  ayant  pour  projections— -.  —  >  —  ; 

'      ^  «  -*        ^  W/>     r^y     ^/' 

X,  ul,v  sont  les  projections  du  double  de  la  vitesse  de  V extré- 
mité y  de  ce  vecteur  tournant  autour  d'un  axe  passant  par  G  ; 
la  vitesse  de  rotation  ayant  pour  projections  P,Q,R,  c'est  préci- 
sément la  vitesse  de  rotation  de  S  par  rapport  aux  axes  Gx' y' z' 
(vitesse  de  rotation  dans  le  mouvement  relatif). 

Le  recteur  G  y  se  construit  avec  la  vitesse  de  rotation  p,  q,  r 
correspondant  au  mouvement  d  entraînement  et  la  quadriquc 

(n)    I(>2-f-jK2H-  22)  —  (Aa72-hBj24-C-s2—  zVyz—  iEzx—  •i¥.ry)  =  i, 

comme  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  se 
construit  dans  la  théorie  de  Poinsot  à  l'aide  de  V ellipsoïde 
d  inertie  ordinaire  et  de  la  vitesse  instantanée  de  rotation. 

Celte  quadrique  (i  1)  n'est  autre  qu'un  ellipsoïde  lieu  des 
points  M  obtenus  en  portant  sur  chaque  axe  passant  par  G  une 
longueur  GM  égale  à  l'inverse  de  la  racine  carrée  du  moment 
d  inertie  de  S  par  rapport  au  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  mené 
par  G. 

0.  L'intérêt  des  réductions  précédentes  apparaît  quand  on 
étudie  le  mouvement  d'une  machine  par  rapport  au  sol,  que  nous 
prendrons  comme  système  1",. 

Nous  distinguerons  dans  la  machine  la  pièce  solide  la  plus 
importante  (par  exemple  la  coque  pour  un  navire,  le  fuselage  pour 
un  aéroplane,  etc.)  ;  nous  admettrons  qu'on  peut  la  regarder  avec 
une  approximation  suffisante  comme  absolument  rigide;  S  sera 
invariablement  lié  à  cette  pièce.   Le  reste  de  la  machine  (moteur, 
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transmissions,  roues  ou  hélices  motrices,  organes  de  direction) 
constitue  (avec  les  passagers)  le  système  S. 

Appelons  S'  la  pièce  rigide  principale  envisagée  comme  système 
matériel  ;  d'après  le  principe  de  d'Alembert  appliqué  à  l'ensemble 
formé  par  S  et  S',  on  peut  affirmer  que  l'ensemble  des  forces  abso- 
lues d'inertie  et  des  forces  extérieures  ordinaires  appliquées  à  cet 
ensemble  est  géométriquement  équivalent  à  zéro  (c'est-à-dire  que 
sa  résultante  de  translation  et  son  moment  résultant,  par  rapport  à 
un  point  quelconque,  sont  nuls). 

Nous  classerons  les  forces  ordinaires  extérieures  à  S  et  S'  en 
forces  de  contact,  telles  que  réactions  de  solides,  poussées  exer- 
cées par  l'eau  ou  par  l'air,  et  forces  de  profondeur.  Nous  admettons, 
ce  qui  est  en  général  une  approximation  suffisante,  que  les  forces 
de  profondeur  se  réduisent  aux  poids  des  pièces  mobiles.  Elles 
sont  alors  géométriquement  équivalentes  au  poids  total  du  système, 
force  fictive  appliquée  au  centre  de  gravité,  dont  l'intensité  et  la 
direction  (par  rapport  à  ^,)  ne  varient  pas. 

Si  nous  regardons  comme  connus  les  mouvements  de  S  par  rap- 
port à  S'  et  de  S'  (ou  2)  par  rapport  au  sol  ï,,  nous  pouvons 
d'après  ce  qui  précède  elFectuer  la  réduction  géométrique  des 
forces  de  contact.  Elles  sont  en  efiet  géométriquement  équiva- 
lentes à  l'ensemble  formé  par  une  force  <I>  opposée  au  poids  total 
et  par  les  dynames  (')  suivants  :  dynames  D0  D'e  formés  de  forces 
respectivement  opposées  aux  forces  d'inertie  d'entraînement  ou 
forces  centrifuges  de  S  et  de  S'  ;  dyname  Dr  constitué  par  les 
forces  respectivement  opposées  aux  forées  d'inertie  relatives  île  S  ; 
dyname  Dc  constitué  par  les  forces  opposées  aux  forces  centri- 
fuges composées  de  S. 

7.  Dr  ne  dépend  à  un  instant  donné  que  du  mouvement  de  S 
par  rapport  à  S',  ou  plus  exactement  de  la  distribution  des  accélé- 
rations dans  ce  mouvement  à  l'instant  considéré;  il  ne  changerait 
pas  si  S'  ('tait  fixé  au  sol  à  cet  instant.  1),.,  Dfl,  I),  sciaient  alors 
équivalents  à  zéro. 

(  '  )  Nous  avons  cru  pouvoir  conserver  ici  le  nom  de  dj'iuime  pian  un  système 
île  forces,  alors  même  q.ue  ces  forces  ne  sont  pas  appliquées  à  un  solide  ;  il  m  \ 
a  aucun  inconvénient  à  celai  puisque  nous  ne  nous  occupons  que  de  rédui  lions  ou 
d'équivalences  géométriques. 

XI..  s  I'» 
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Pour  que  i)r  soi!  nul  aussi,  il  faut  que  (\  soit  en  repos  ou  en 
mouvement  uniforme  par  rapport  à  S,  et  que  le  montent  résul- 
tant G hr  des  quantités  de  mouvement  considéré  au  //"  v2  soit 
nul.  Si]  en  esl  ainsi,  nous  dirons  que  la  machine  est  bien  équi- 
librée pour  Vinertie  relative  (  ■  ),  L'ensemble  des  forées  exté- 
rieures de  contact  est  alors,  pour  ht  machine  fixe,  équivalent  à 
la  force  <I>  opposée  au  poids  total  du  système. 

Supposons  maintenant  S'  en  mouvement  par  rapport  au  sol  ;  De 
et  D'e  ne  sont  pas  en  général  équivalents  à  zéro  (2). 

8.  Peut-il  arriver  (jue  Dc  soit  géométriquement  équivalent  à 
zéro,  et  cela  pour  tous  les  instants  et  pour  tous  les  mouvements 
d'entraînement  possibles? Il  faut  que  le  centre  de  gravité  G  de  S 
ait  une  vitesse  relative  nulle  et  que,  quels  que  soient/;,  r/,  /•,  on 
ait  (n°  I) 


ce  <|ui  donne 


,             dK          /dF        ,\           /dE 

x=--dtp  +  \Ht-h)i  +  {Tt 

+  £-)  r  =  i 

/dF        ,\            dB           / dD 

-f\r  =  o, 

,  d\i          \           /dD        ,\ 

*={dï-é')r+{liï+S)'<- 

dC 

—7-  r  =  o, 
dt 

ne 

d\        dB        dC        dD        d\i 
dt        ~dt   '  '  ~di        ~di        ~di  ' 

dF 

dt 

f=g  =  h  =  o. 

L  ellipsoïde  central  d  inertie  de  S  doit  doue  être  invariable 
déforme  et  de  position  (par  rapport  à  S')  et  le  moment  résultant 
(par  rapport  à  G)  des  quantités  de  mouvement  relatives  (n°  2) 
doit  être  nul  aussi. 


(')  Dan-  une  Note  intéressante  {Comptes  rendus,  \ décembre  i§ii),M.  Lecornu 
•i  montré  la  possibilité  de  réaliser  cet  équilibrage  par  l'emploi  de  masses  addi- 
i  ion  net  les  i  oni  enablement  dispos 

II-  te  -"i.i  toutefois  Lorsque  te  mouvement  <lc  S' par  rapport  au  sot  est  un 
mouvemenl  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  l>,  est  alors  équivalent  à  zéro. 
!  j  a  translation  oon  uniforme,  l>  esl  encore  uul,  \\  et  D'e  s<»ni  géométri- 
quement équivalents  à  une  force  unique  opposée  à  la  force  d'inertie  <le  la  masse 
totale  concentrée  au  centre  de  gravité  ei  qu'on  peut  composer  avec  la  formel; 
leui  résultante  est  géométriquement  équivalente  aux  forces  extérieures  <!<•  con- 
tact   Min  suppose  toujours  la  machine  bien  équilibrée  pour  l'inertie  relative.) 
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Quand  ces  conditions  seront  réalisées,  nous  dirons  que  la  ma- 
chine est  bien  équilibrée  pour  les  effets  gyroscopiques  (');  elle 
l'est  alors  aussi  pour  l'inertie  relative. 

Dans  ces  conditions  ; 

i°  Les  forces  extérieures  de  contact  sont  géométriquemenl  équi- 
valentes  à  l'ensemble  formé  par  <ï>,   0o  \)(1. 

'i°  La  réduction  géométrique  des  forées  1)^  et  \)e  se  fait  exac- 
tement comme  dans  le  cas  d'un  solide,  car  le  centre  de  gravité  de 
l'ensemble  SS'  et  l'ellipsoïde  central  d'inertie  de  cel  ensemble 
restent  invariables  par  rapport  à  S. 

I).  Dans  la  pratique,  on  a  cherché  à  réaliser  d'une  façon  plus  ou 
moins  exacte  cet  équilibrage  des  machines  mobiles  (2).  Bien  qu  il 
soit  pour  ainsi  dire  impossible  d'analyser  avec  précision  le>  acl  ions 
extérieures  de  contact  et  l'influence  que  peuvent  avoir  sur  elles  les 
mouvements  de  la  pièce  rigide  principale  et  du  reste  de  la  machine. 
il  apparaît,  comme  intuitif  et  comme  fait  d'expérience,  qu'une 
distribution  défectueuse  des  masses  mobiles  entraînerait  dans  la 
marche  de  la  machine  des  trépidations  qu'on  ne  saurait  guère  cor- 
riger par  une  manœuvre  continue  des  appareils  de  direction. 

En  pratique,  dans  les  machines  mobiles,  le  système  S  (abstrac- 
tion faite  des  passagers  et  des  appareils  de  direction  (comparé  à  S 
constitue  à  peu  près  un  système  à  liaisons  complètes,  dont  la  posi- 
tion dépend  d'un  seul  paramètre  0,  angle  dont  a  tourné  I  arbre 
principal  ;  celte  position  redevenant  la  même  lorsque  0  augmente 
d'une  multiple  convenable  de  27: . 

(')  On  peut  dire  que  le  dyname  \\.  esl  I»;  dyname  des  effets  gyroscopiques. 
Voici  pourquoi  :  Imaginons  un  gyroscope  S  bien  centré  tournant  uniformément 
par  rapport  à  sa  monture  |  S'  )  autour  «le  son  axe  de  figure.  Pour  faire  tourm  r  la 
monture  uniformément  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  l'axe  du  gyroscope, 
axe  passant  par  le  centre  de  gravité  supposé  commua  au  gyroscope  el  à  sa  mon 
turc,  on  peut  appliquer  des  efforts  à  la  monture,  ces  efforts  étant  équivalents  au 
dyname  des  effets  gyroscopiques  (il  se  réduit   ici  à  un  couple). 

(  ")   Voir,  par  exemple,  pour  ce  qui  concerne  les  locomotives,  I3ôi  ^ss   .    l/< 
nique,  p.  386;  pour  les  navires,  Koi'PL,    Vorlesungen  uber  tecknische   Mechaiùky 

I5a.nl    IV,   p.    [53 

<cs  auteurs  ne  lie  nue  ni  compte  toutefois  que  des  forces  d'inerlii  relatives  el 
des  condil  ions  du  n    i . 

Voiv  aussi  la  note  de  M.  Lecornu  citée  plus  haut. 
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I  osant  alors  -r -=w,  ——=(,),  il  est.  bien  facile  de  voir  ci  ne  les 

ai  ai  ■ 

vitesses  relatives  sont,  toutes  choses  égales'd'ailleurs.  proportion- 
nelles à  (i),  et  les  accélérations  relatives  fonctions  linéaires  et 
homogènes  de  toa  el  de  <o'. 

Si  donc  les  conditions  des  nl)s  7  et  S  ne  sont  pas  réalisées,  les 
coordonnées  pluckèriennes  de  Dc  (dyname  des  effets  gyrosco- 
p'iques)  sont  proportionnelles  (toutes  choses  égales  d'ailleurs)  à  w, 
el  le  dyname  Dr  peut  être  décomposé  en  deux,  l'un  dont  les  coor- 
données sont  proportionnelles  à  o/  sera  surtout  sensible  lors  de  la 
mise  en  marche  ou  de  l'arrêt  de  la  machine,  l'autre  de  coordon- 
nées proportionnelles  à  co-  interviendrait  lors  de  la  marche  normale. 

Terminons  ces  indications  rapides  en  donnant  un  exemple  où 
L'équilibrage  parfait  pour  les  effets  gyro  s  copia  lies  est  possible  : 
Toutes  les  pièces  de  S  sont  des  roues  dont  les  axes  sont  fixes  par 
rapport  à  S';  de  plus,  ces  roues  sont  bien  centrées,  au  point  dc  vue 
mécanique,  c'est-à-dire  que  leur  axe  de  rotation  passe  par  leur 
centre  de  .gravité  et  est  un  axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde  d'inertie 
relatif  à  ce  point  ;  enfin  les  roues  engrènent  les  unes  avec  les 
autres  de  façon  que  les  vitesses  angulaires  de  rotation  sont  propor- 
tionnelles à  des  nombres  fixes. 

II  est  alors  manifeste  que  la  fixité  (par  rapporta  S7)  de  l'ellip- 
soïdes  d'inertie  de  S  est  réalisée.  Quant  à  la  condition  des 
moments,  il  est  facile  de  la  traduire  analytiquement.  Appelons  G 
le  moment  d'inertie  d'une  roue,  co  sa  vitesse  angulaire  de  rotation 
dans  son  mouvement  par  rapport  à  S',  a,p,vles  cosinus  directeurs 
de  son  axe  (par  rapport  à  un  triedre  de  coordonnées  lié  à  S');  il 
faudra 

^  I  !<*)«    -  o,  >  Ca)3  =  o, 


1 


1e 


conditions  qu'on  pourrait  toujours  réaliser  en   ajoutant  au    besoin 
une  roue  nouvelle  engrenant  avec  les  précédentes. 
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SUR  LES  ÉQUATIONS 
DES  PETITS  MOUVEMENTS  DE  SURFACE  DES  FLUIDES  PARFAITS: 


Pau  M.   Bouligand. 


I.  —  Gomment  se  pose  le  problème  des  ondes  liqiides  (*). 

Proposons-nous  de  rechercher  comment  se  pose  le  problème 
des  ondes  liquides,  en  nous  bornant  à  l'étude  des  petits  mouve- 
ments d'un  fluide  parfait. 

Soit  un  liquide  incompressible,  contenu  dans  un  vase  à  parois 
fixes.  Ce  liquide  étant  d'abord  au  repos,  provoquons  son  mouve- 
ment par  une  cause  agissant  pendant  un  temps  très  court.  Il  v 
aura  un  potentiel  des  vitesses.  Prenons  pour  plan  xOy  le  plan  de 
la  surface  libre  au  repos,  pour  axe  O^  la  verticale  ascendante. 
Soient  m,V,  w  les  composantes  de  la  vitesse  de  la  molécule  liquide 
dont  les  coordonnées  sont  oc,  y,  z  à  l'instant  /.  11  existe  une 
fonction  o  (#,JKi  -^,  0  telle  qu'on  ait 

<)'£>  do  ()o 

ax  ùy  ôz 

L'équation  de  continuité  s'écrit  alors 

,no        ù*y        *<p 

(l)  — ! — -  — -  H L  =x  o. 

v  ;  ôx*       dy*       dz* 

Soit  o  la  densité  du  liquide,  p  la  pression  au  point  ,n;.  Noos 
avons 

w      î  [(£)'-  (S)'-  (S)']  -  ï — f  ■ 

en  supposa  ni  que,  dans  le  système  d'unités  adopte',  on  a  pris,  pour 
unité  d'accélération,  l'accélération  je?  de  la  pesanteur. 


(')  Voir  Les  deux  articles  de  M.  Hadamard,  Sur  les  ondes  liquides  l  Comj 

rendus  des  -  et    >  î   mars  1910). 
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Montrons  alors  que,  si  l'on  connaîl  !;i  forme  de  la  surface  libre 
à  chaque  instant,  >m  peul  en  déduire  le  mouvement  intérieur  <ln 
fluide. 

En  effel  prenons  pour  inconnue  la  dérivée <l  par  rapport  au  temps 
du  potentiel  des  vitesses.  <l  esl  aussi  une  fonction  harmonique 

d*<\>       d*ty       d*<\> 

(3)  d&  +  ^  + ~^  = °* 

Cherchons  la  valeur  de  >l  sur  la  surface  libre  (S)  du  liquide,  lin 
négligeant  les  carrés  des  vitesses,  l'équation  (2)  nous  donnera 

p 

Sur  la  surface  (S),  la  pression  est  constante  :  rien  n'empêche  de; 
la  supposer  nulle,  l'action  dune  pression  constante  s'exerçant  en 
ions  les  points  d'un  fluide  n'ayant  aucune  influence  sur  ses  mou- 
vements. Nous  pouvons  doue  écrire 

(4)  +8=-*. 

D'autre  part,  les  points  situés  sur  la  paroi  mouillée  I  sont  ani- 
més de  vitesses  tangentes  à  cette  paroi.  Nous  avons  donc  constam- 
ment 

(4),- 

et  par  suite 

(£)*-<■ 

Donc,  la  surface  libre  une  fois  connue  à  chaque  instant,  nous 
pourrons  déterminer  la  fonction  <];  comme  solution  d'un  problème1 
mixte  dont  les  données  sont  l'équation  indéfinie  (3)  etles  conditions 
aux  limites  (  \  )  et  (5). 

Pratiquement,  nous  pouvons  regarder  un  tel  problème  comme 
résolu  si  nous  connaissons  la  fonction  de  Green  correspondante 
g  (M, P).  Soit  /•  la  distance  MP.  Par  définition  Ç (M, P)  esl  une 
folichon    harmonique    des   coordonnées   <lu    point    \l.    En    outre. 

elle  devienl   infinie   <mi   I*   comme  ->   elle  s'annule   sur   la  surface 

libre  (S)  et  sa  dérivée  normale  s'annule  sur  la  paroi  mouillée  (ï). 
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Si  nous  considérons  les  dénivellations  de  la  surface  libre  comme 
infiniment  petites  et  du  premier  ordre,  les  variations  de  cette  fonc- 
tion de  Green  sonl  aussi  infiniment  petites  et  du  premier  ordre 
(comme  le  montre  la  formule  donnée  par  M.  rïadamard  pour  cal- 
culer la  variation  de  la  fonction  de  Green). 

Or  calculons  la  fonction  <L  :  pour  cela  entourons  le  point  I*  d'une 
sphère  s  de  1res  petit  rayon  :  en  considérant  toutes  les  dérivées 
normales  comme  prises  suivant  la  normale  intérieure,  nous  avons 

les  trois  intégrales  portant  sur  le  même  élément.  En  remarquant 
que  le  second  membre  est  indépendant  du  rayon  de  s  et  en  faisant 
tendre  ce  dernier  vers  zéro,  nous  avons 

(6)     *C.r...O  =  è/jrt.S«o=-è/jC-g«- 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que  la  partie  principale  de 
ù  (x,y)Z,t)  peut  s'obtenir  en  remplaçant  (J  par  la  fonction  de 
Green  Çt  du  volume  V  délimité  par  (S)  et  le  plan  de  la  surface 
libre  au  repos,  et  en  remplaçant  aussi  l'élément  de  la  surface  liquide 
par  sa  projection  sur  ce  plan.  Nous  remplaçons  ainsi  la  recherche 
de  'b  par  celle  d'une  fonction  remplissant  la  menu4  équation  indé- 
finie (3)  et  les  mêmes  conditions  aux:  limites  ( .{ )  et  (5  >.  sous  cette 
réserve  que  la  condition  (5)  est  portée  non  plus  par  la  surlace 
mobile  de  liquide,  mais  bien  par  le  plan  fixe  3  =  0  (nous  l'appel- 
lerons dans  la  suite  le  plan  S). 

Soient  M  un  point  du  plan  S,  P  un  point  intérieur  au  fluide, 
P'  son  symétrique  par  rapport  au  plan  S.  Soit  (Tau  lit1  part  y  (M,  P) 
la  fonction  de  M  eu  ma  un  relative  au  volume  Y  ,,  limité  par  la  surface 
(S)  et  sa  symétrique  par  rapporl  au  plan  S.  |  Nous  supposerons, 
dans  ce  qui  suivra,  que,  en  t<ui^  les  points  de  la  courbe  (C)  d  in- 
tersection de  (S)  et  du  plan  (S),  les  plans  tangents  à  ï  •-ont  \eiti 
eaux,  de  la  sorte  V  ,   sera  supposé  limité  par  une  surfine  qui  11  ollre 

pas  de  points  anguleux.]  Nous  avons  évidemment 

«n(M,r»  =y(M,  P)      y(M,  P  1 
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Nous  désignerons  par  Ç,7|, Ç  les  coordonnées  de  M  (ici  Ç-^o)et 
par  ./•,  r.  z  celles  de  P. 

L'équation  (6)  peut  s'écrire,  après  ce  que  nous  avons  dit, 

I  bailleurs 

&\({i  V  0,57,7,  s)  =Y(£,Tr),o,a?î7,*)  — y(£,t),  0,57,7,  —  *)î 
en  outre  la  symétrie  du  volume  V,  nous  permet  d'écrire 

y»  Ei  *i,  Ci  ^j»  *)  =  if({i  ni  —  Ci  ^.r.  —  *); 

d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  Ç  et  en  faisant  Ç  =  o, 

^(.liniOi^ri^)-^  ^({iniOï^r-î  —  *)  =  o. 

Nous  en  concluons 

— - —    =  •! —  > 

donc 

Cherchons  à  exprimer  que  le  point  P  se  trouve  sur  la  surface 

libre  :  s'il  en  est  ainsi  sa  cote  z  est  une  fonction  de  a?,  y,  t  et  nous 

avons 

dz  dz  dz 

dt  dx  ôy 

Conformément  à  L'hypothèse  de  petits  mouvements,  négligeons 

1  1    •  dz  dz      XT 

les  produits  u — clc— •  INous  avons 
1  dx  Oy 

dz        d<f 
"  Tt  "  dz 

ou,  en  dérivanl  par  rapporl  au  temps, 

£?.=#. 


-  153  - 


tb  au  voisinage  du  plan  S  se  comporte  comme  un  potentiel  de  double 

à 

7. 


couche.  Donc  sa  dérivée  normale  —  est  continue  pour  z  =  o, 


Nous  avons  d'ailleurs 


ï(M,P)  =  ^+H(M,P), 


H  (M,  P)  étant  une  fonction  analytique  et  holomorphe  des  deux 
points  M  et  P,  même  lorsque  ceux-ci  sont  confondus,  avec  cette 
restriction  que  M  et  P  ne  s'approchent  pas  simultanément  de  la 
courbe  (C).   Par  suite 


dy 

à 

i 

ou 

d 

i 

<n\ 

— 

— 



-+- 



— 





-j- 



01 

ol 

/■ 

oi 

Oz 

/• 

ot 

Donc,  en  tout  point  P  intérieur  au  fluide,  nous  avons 

dty  0* 


2TC    , 
OZ 


s/jte-Wjf-a- 


ou  encore 


■4S-(fi*^)/jf?**/jf-S*- 

En  exprimant  la  condition  (7)  nous  voyons  que  la  cote  c  d'un 
point  de  la  surface  liquide  vérifie  (au  bénéfice  de  nos  approxi- 
mations) l'équation  intégro-différentielle  linéaire 

«•>--S-(£*£)/jf9**/jC«sfi:* 

Nous  l'écrirons  sous  forme  plus  condensée 

(9)  **j£  =  ±f  f^p  dS*+ffz»  F<  M'  n'/Sl> 

en  posant 

Remarques.  —  I.  Dans  le  calcul  précédent,  s  a  joué  dem  rôles 
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bien  distincts,  celui  d'une  variable  indépendante  (cote  d'un  point 
quelconque  à  l'intérieur  <ln  liquide)  et  celui  d'une  fonction  de 
./•,)-,/  (cote  d'un  poinl  de  la  surface  libre).  Le  véritable  sens  à 
donner  à  z  dans  chaque  cas  est  trop  apparenl  pour  qu'il  H>ii  utile 
d'insister. 

II.  L'équation  (9)  a  pour  conséquence  immédiate 

(.0)  //??*■—. 

j  >  ■  àw  i     •  j 

car  si   nous  désignons   par  2^—  ce  que    devient   son   deuxième 

o  z 

membre  quand  on  y  remplace  le  point  l)(^=ro)de  la  surface  libre 
par  un  point  V(z  quelconque)  intérieur  au  volume  V,  il  existe 
nue  fonction  harmonique  x\\,  dans  ce  volume  qui  coïncide  avec  la 
fonction  '!>  précédemment  définie.  LT équation  (9)  peut  alors  s'écrire 

d2  z         dW 
~àt*   ==  àzz=0  ' 

l<-  deuxième  membre  n'est  autre  que  la  dérivée  normale  de  *F  le 
long  du  plan  S . 

La  dérivée  normale  de  XV  sur  (2.)  étant  nulle,  et  la  fonction  W 
étanl  régulière  dans  V,  nous  devons  avoir,  quelle  que  soil  la 
soliii ion  z  considérée, 


il 


s  ^z' 


<^Sm  =  o, 


ce   qui    nous    conduit    immédiatement   à   (10).    Intégrons    l'équa- 
tion (1  o).  Elle  donne 

dZM 


il 


ot  dS»  =  a< 


11  étanl  une  constante.  Cette  constante  est  nid  le,  c;ir  l'équation  (<)) 
admet,  quel  que  soit  £,  la  solution  —  =  o,  z  =  const.  (celle  der- 
nière constante  étanl  nulle  lorsque  le  plan  xQy  esl  le  plan  de  la 
surface  libre  au  repos,.  Le  fait  que  l'équation  ((>)  admet  celle 
solution  conduit  à  l'identité  suivante,  qui  nous  sera  utile  dans  la 
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s  1 1  i  l  e  : 


laquelle  exprime  cjtio  la  fonction  harmonique,  évidemmenl  con- 
stante  sur  S  et  dont  la  dérivée  normale  esl  nulle  sur  S,  a  une 
dérivée  nulle  par  rapport  à  z. 


II.  —  Fluide  indéfini.   Equation  de  Càuchy. 

Nous    supposons    que    le    mouvement  s'éteint  en   tout   point   à 
l'infini. 

Il  suffit  alors  de  prendre 

Y(M,P)  =  i  =  ^, 
et  l'équation  (<))  se  réduit  à 


**  «^ 00 

Or,  Caueliy,  dans  sou  Mémoire  sur  la  Théorie  des  ondes,  avail 
formé  une  équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  satisfait  la 
fonction  s(#,  >',  t). 

On  peut  retrouver  cette  équation  comme  suit(')  :  rappelons- 
nous  qu'à  la  surface  libre  nous  avons 

dz        à<p 
w  =  —  =  — i-, 
ôt        dz 


àtz=o 


Ceci  nous  conduit  à  la  condition  suivante,  pour  les  points  de  la 
surface.  Soil  *:{.(',  y,  s,  î)  la  fonction  harmonique  déterminée  par 

ào         à'1  G 
X  =  -j1  -4-  — -• 

dz         <>/- 
Elle  esl  nulle  pour  s    -  o,  c'est-à-dire  sur  la  surface  libre.  Elle 


(')  Cette  méthode  esl  due  .1  M.  Boussinesq  i    [pplic,  des  potentiels,  etc.,  n  i\ 
p.  578). 
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esl  nulle  à  l'infini,  le  potentiel  des  vitesses  el  ses  dérivées  devant 
s'éteindre  pour  des  points  très  éloignés.  Donc.ello  est  nulle  dans 
huile  la  masse  du  liquide.  Nous  en  déduisons  évidemment 

o, 
oz         ai' 

c'est-à-dire 


~  dz 

ô'+o 

diy 

Ht*  ' 

~  dz* 

ou.  en  comparant  à  l'équation  (i), 

ô'*o         d-<?        â2o 

d'i)  — r-  -+-  — t  -+■  -ï-t  =  °  ; 

dt*         dx1         0jz 

par    suite,    en    dérivant    par  rapport  au   temps  et  en  remplaçant 
dans  iL  la  variable  indépendante  z  par  zéro,  il  viendra 

(.3)  g  +  A,  =  0. 

C'est  ce  que  nous  appellerons  l'équation  de  Cauchy. 

Nous  sommes  alors  amenés  à  nous  poser  avec  M.  Hadamard  la 
([iiestion  suivante  :  de  l'équation  (11)  j)Oiivons-nous  déduire  ana- 
[ytiquement  l'équation  (i3)?  Nous  allons,  dès  maintenant,  montrer 
(pic  la  chose  est  possible.  Nous  retrouverons  d'ailleurs  ce  résultat 
comme  conséquence  de  l'étude  d'un  liquide  contenu  dans  un  vase 
de  forme  quelconque. 

Ecrivons  l'équation  (l  i)  sous  la  forme 


I  i  i  bis)  —  =  —  A  /     / 


*(£,  *ii  O 


.—    v/(^~;)2+(7-^r2 


d\  dr{ . 


Introduisons  une  variable  auxiliaire  indépendante  z  et  posons 

()       „     „  +  *>  z(^rt,t)  ,,    , 

'•"  2TZ   dzj    J_„      v/-2+(ir_^2_|_(r_r))2 

|  ici  encore  la  distinction  entre  z  fonction  et  z  variable  indépen- 
dante s'aperçoil  immédiatement).  Calculons  >l  :  nous  reconnais- 
sons  qu'il  n'est  autre  que  la  fonction  harmonique  de  x,  y,  z  qui 
s'annule  à  l'infini  et  prend  sur  le  plan  s  =  o  les  valeurs 
—  z(x,y,  t), 

•li.r.v,  O,  /,  -  —  z(x,r.  I  i. 
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D'autre  part,  l'équation  (i  i  bis)  s'écrit 

<P  z  d<\> 

01-         Ozz=Q 
Donc  en  posant 

dl*         Oz 

0  est  une  fonction  harmonique  qui  s'annule  à  la  surface  libre  el  à 
l'infini  ;  donc  elle  est  identiquement  nulle.  Faisons  la  combi- 
naison 

d*  0        dO 

~dl*       Tz  ~  °  ' 

en  vertu  de  l'équation  (3),  il  vient 

— - — h  — - — h  — -  =  o  • 
dt*         <)x*        ày* 

en  annulant  la  variable  indépendante  z,  nous  trouvons  bien 
l'équation  (i3).  D'ailleurs,  ce  calcul  ayant  nécessite  une  différen- 
tiation,  l'équation  (i3)  est  certainement  plus  générale  que  l'équa- 
tion (ii). 

Elle  admet,  comme  l'a  remarqué  M.  Hadamard,  une  foule  de 
solutions  étrangères  au  problème.  Tel  est  tout  d'abord  le  cas  de 
celles  qu'on  obtient  en  changeant  le  signe  de  l'un  des  membres  de 
l'équation  (i  i).  Mais  il  y  en  a  une  infinité  d'autres,  puisque 
dans  (i3)  nous  pouvons  nous  donner  arbitrairement  3  et  ses  Lrois 
dérivées  premières  par  rapport  à   t  pour  t  =  o.  Au  contraire,  pour 

L'équation  (i  i),  la  donnée  de  c  ei  -r-  nous  permettra  de  calculer 
— ^  et  — •  En  somme,  l'équation  i  i  i)  est  véritablement  celle  du 

problème.   On   achèvera  <le  le   déterminer  en  se  donnant  3  et  — 

pour  /  =  o,  c'est-à-dire  la  forme  initiale  de  la  surface  ei  les 
vitesses  de  ses  différents  points.  Dans  l'hypothèse  où  le  plan  xOy 
est  celui  de  la  surface  libre  au  repos,  nous  devrons  d'ailleurs  sup- 
poser, afin  de  donner  au   problème   un   sens   certain,   (pie   les  deux 

intégrales    /    /       3M^SM  el    /    /       (  ~r  )    dS^  (donl  l'élément  est 

connu  à  l'instant  initial)  sont  absolument  convergentes  el  ont 
pour  valeur  commune  /.cvo. 
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Nous  sommes  alors  amenés  à  nous  demander  si  celle  équation 
de  (..iiirli\  esl  susceptible  de  se  généraliser  pour  un  liquide 
contenu  dans  un  vase  de  Forme  quelconque.  Mais  ;i\;tni  <l  aborder 
ce  problème,  nous  allons  démontrer  quelques  lhé<  >rèmes  d  Vnalyse 
i| ii i  nous  seront  très  utiles. 


il 


Quelques  théorèmes  et  formules  d'Analyse. 


Son  une  fonction  symétrique  z>(  M,  P)  des  deux  pomis  M  cl  P, 
régulière  dans  Taire  S  el  telle  que 


(») 


APc?(M,P)  =  AMcp(M,  P). 


Soil  iiu»i  U  (  M  )  une  fonction  régulière  dans  Taire  S  et  inunie  de 
dérivées  jusqu'au  deuxième  ordre  inclus.  L;i  formule  de  Green 
nous  donne  immédiatement 


(il) 


U(J\])<?(M,P)rfSi 


,jT.nm,»nAtf[,if,i)J-iiJ(p,i)] 


ds. 


Cette  formule  se  généralise  au  cas  où  cp(M,  P)  n'esl  plus  régulière, 
mais  possède  quand  M  tend  vers  P  une  singularité  de  la  forme  -rrn' 
Il  suffit,  pour  le  voir,  de  démontrer  que 


(i5) 


J  Jg      MP  Jc  \PC  dn  dn   PC/ 


Cette   formule   s'établit  sans  difficulté  par  différentialion  directe 


après  ;i\ oir  pose 
(16) 


X  —  u. 


n  —y  —  *>• 


De  la  sorte,  les  variables  x  el  )'  n 'entrent  plus  en  dénominateur  el 
I  on  peut  appliquer  la  règle  habituelle  (en  faisant  en  sorte  de  ne  pas 
omettre  les  termes  provenant  de  la  mobilité  du  contour). 

Dans   I  équation   (i4)    nous    pouvons  donc   considérer  la  fonc- 
tion si  M .  I '  )  comme  munie  d  une  singularité  de  la  forme  — r  • 
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Théorème.  —  Soient,  une  aire  limitée  par  un  contour  G,   l} 
et  Q  deux  points  intérieurs  à  cette  dire.  Oïl  a 

la  fonction  R(P,  Q)  étant  une  fonction  régulière  (  '  ). 

Tout  d'abord  celle  intégrale  est  finie  Lan L  cjne  les  points  I*  el  <v> 

Fig.  i. 


soûl  distincts.  !  )e  plus,  elle  ne  change  pas  quand  on  réduil  toutes 
les  dimensions  de  la  figure  formée  par  le  contour  el  les  deux 
points  fixes  dans  un  rapport  donné  quelconque.  Soil  donc  I*  un 
point"  intérieur  au  contour  G.  Décrivons  de  P  comme  centre  un 
cercle  de  rayon  X^o,  intérieur  au  contour  G.  Son  (y)  ce  cercle. 
Si  O  est  extérieur  à  (y),  l'intégrale  est  finie.  Supposons  que  Q 
soit  intérieur  à  (y)  et  puisse  se  rapprocher  indéfiniment  du 
point  P.  La  partie  de  l'intégrale  relative  au  domaine  (C,  y)  esl 
régulière.  C'est  dire  que  notre  intégrale  aura  les  mêmes  singula- 
rités (jue  si  elle  était  étendue  à  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
point  P.  Calculons-la  pour  un  tel  cercle  en  prenant  pour  pôle  le 
point  V  et  pour  axe  polaire  la  droite  PQ.   Elle  s'écrit 


/'  r  dp  rfu) 

'  y/p2--  -JLpc  COS 


(')    Voir  Frèchet  <"i  Heywood,  L'équation  de  Fredliolm  et  ses  ■  ',  :  ns  à 

la  Physique  mathématique;  Note  de  M.  Hadamard,  Sur  l'itération  des  non 

in  finis. 


100  — 


en  désignant  par  c  la  longueur  PQ,  ou  encore 

/Vf*    "'- 


«  o    /; 


2  S  C  costo  -f-  C- 


Il  nous  faut  intégrer  par  rapport  à  to  entre  o  cl  271  la  quantité 
Loe 


X  —  c  costo  -+-  v/X2 —  2X0  costo  -f-  c'1 


c(i  —  costo) 


ce  qui  donnera 

1  f>k- 


v/ 


/  C  c 

r-  COStO  +  1/1  —  2  r-  COStO  + 


I  —  COS(0 


d a) . 


c 
Le  deuxième  ternie  est  une  fonction  holomorphe  de  y  pour  c  =  o, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarque.  —     Soient  Q  et  Q'  deux   points  intérieurs   à    (y), 
c  et  c'  leurs  distances  au  point  P.  Considérons  l'intégrale 

J  J{     \MPMQ  ""  MPMQ'j  ^Sm; 
sa  valeur  est,  d'après  ce  qui  précède, 


■,'.  -  Los 


/       Lo| 


C  /  C  C3 

I  —    r-  COSO)  -+-  t  /    I  —  2  -     COS  W  +   r- 

A  V  A  A2 


1  —  y  costo 


^/i-alco 


T-  costo  -+- 


c  - 


dui. 


Faisons  abstraction  du  contour  C  et  Taisons  croître  A  indéfi- 
niment. Le  deuxième  terme  lend  vers  zéro.  Donc  l'intégrale  pré- 
cédente étendue  à  toul  le  plan  a  pour  valeur 

,      PQ' 
•-  Log.pç,. 


IV.  —  Formation  de  l'éqi  m<>.\  de  surface  pour  un  vase  hémisphérique. 

Pour   le    volume  Y.  limité  par  la  sphère  tout  entière,  la  fonc- 
tion y {  M ,  l}  i  a  pour  expression 


1  15     1 


/•        8   /         I»  p8  si n  y 


iL 
2R!  lanu- 

O 
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en  désignant  par  P;  le  conjugué  de  P,  et  en  posant 

OM  =  p,         OP  =  o,         MP  =  r,         MP'  =  r\ 
MOP  =  Y,         MP'0  =  <];. 


Soient  P,  et  P^  les  symétriques  de  P  et  de  P'  par  rapport  au  plan  S 
Nous  posons 

MPi=rï,         MP;  =  ri,         MOP,==Tl,         MP',0  =  6,. 

Nous  aurons 

6   . 
r»    ,  v  tan«r  —  si  n  y  i 

Ç(M,P)  =  ---  -  +  -(_--_)  -h-  loS- 


r\         o  \r         r 


tang  —  sin  y 


Les  deux   triangles  OMP'  etOIVIP,   nous  donnent  d'ailleurs 


sin  y 


d'où 


■'  sin<^ 


t.: 


siiiyi 


r',  sin  ^i 


P 


tang—  sin Yi         f'\  cos: 


Yi 


tang  —  sin  y  r  cov  - 

'2  2 


Les  mêmes  triangles  nous  donnent 


R* 


o 
R« 


?2=  ( 
d'où   nous  déduisons 


'5   r    C09,I' 

0  3 


"i  '' 


/•.    C(tS- 


R« 


'.)' 


P' 


/•   cos-    ' 


r    )    —  p* 


XL. 


i  i 
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Finalement , 


£(M,P) 


i         i 


r        /, 


i; 


<-\- 


1    ,        \  o 
H-   -  lo 


i; 


R 


i; 


il 

R2 


g(M,P)  es!  de  la  forme  P(M,  P)--  r(M,  P,  )  en  posant 


Occupons  -  nous    de     U(M,l>).     Il     nous    faut     prendre 


pour  "Ç  =  z  —  o.  Remarquons  immédiatement  que 
D'autre  part, 


<%=o 


V(S-«Mf'-*  )>(£-# 


par  suite, 

Nous  trouvons  ii i iisi  : 


Or" 


¥7 


JU_         Kz_ï\V^  R2-t-ôV  "1 

à~t~z~0  '  '  "8"  ~r'  ["ô7  r'2  +  2  (R8+8/-')2— p282  J  ' 

Il  reste  à  dériver  par  rapport  kz  et  à  piendre  la  valeur  de  cette 
dérivée  pour  s  =o.  Remarquons  pour  cela  que 


dS 


ôz 


=  o. 


Z-0 


d*V 


Grâce  à  ce  fait,  on  constate  aisément  que  - — —  pour  z  =  Ç  =  o  se 
réduit  à 

us, 


F(M,P)=  A 


R2 


R^-Hor 


(R*-r-  o/-')2-p' 


*] 


Somme  tout*  I  (M,  P)  joue  ici  par  rapport  à  Ç (M,  P)  Je  même 
rôle  que  la  fonction  IhM,!')  de  la  première  section.  L'équation 
de  surface  esl  donc  précisémenl  l'équation  (g)  où  F(M,P)doil 
être  remplacée  par  la  valeur  donnée  par  (18). 
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Nous  pouvons  d'ailleurs  écrire 

_,,_'    ox              R3  R  R*-hOP.MP' 

F(M,P)  = 3 „  +2 


01>.M1>' 


OP  .MF  VI     "r    (Rî+OP.MP'r—OM     OP 

Traçons  le  grand  cercle  G  d'intersection  du  plan  (S)  d  du  vase. 
Marquons  les  points  M  et  P  ainsi  que  leurs  conjugués  M'  et  P'.  La 
considération  du  point  M'  montre  immédiatement  que  F  est 
symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  des  points  M  et  P.  Tout 
d'abord  le  produit  OM  .  OP  jouit  évidemment  de  celle  propriété. 
Quant  aux  deux  produits  OP.MP'et  OM.M'P,  leur  égalité  est 
immédiate,  eu  égard  à  la  similitude  des  triangles  OMP'  el  OP.M  . 
Nous  remarquerons  encore  qu'on  a,  quel  que  soit  le  point  P, 

(19)  F(0,P)  =  F(P,0)=^. 


V.  —  Singularités  au  voisinage  du  contour  (G). 

Les  considérations  exposées  dans  la  première  section  nous  oui 
conduit  à  nous  poser  le  problème  des  ondes  liquides  sons  la  forme 
suivante  : 

Considérons  un  volume  V,  limité  d'une  part  par  une  portion  de 
plan  (S)  et,  d'autre  part,  par  une  surface  (S)  coupant  ce  plan  à 
angle  droit  tout  le  long  du  contour  (C).  Le  plan  (S)  étant  pris 
pour  plan  xOy,  il  s'agit  de  déterminer  la  fonction  harmonique 
<|>(#,  y,  -s,  t)  dans  le  volume  V  et  la  fonction  z{a\  \\  t)  dans 
l'aire  (S),  de  manière  que  l'on  ait  sur  (ï) 

W  £— ■ 

et  sur  S, 

(4)  *=- 

Si,  à  un  instant  donné,  —  est  uni  en  tout  point  de  la  courbe    ( 
il  en  sera  de   même  de-r-j  en   vertu  de  I  équation   i  j  ),    el   grâce 

itn  ' 

aussi    à   celte   circonstance    que    (S)    coupe    orthogonalemeul    le 
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plan  (S)  le  long  du  contour  (C).  Autrement  dit,  la  condition  (5) 
sera  alors  remplie  non  seulement  sur  la  paroi  (S),  mais  encore  en 
toni  point  de  la  courbe  (C). 

An  contraire,  si  ~  n'est  pas  nul  snr(C),  la  condition  (5)  sera 

remplie   à    la   paroi   (S)   et   non   sur  la  courbe  (C).    De  sorte  que 

Kig.  3. 


lorsqu'on    passera   d'un    point  A   de   (S)    très  voisin    de   (C)   au 

point  (a)  de  (G)  le  plus  rapproché  de  A,  ~  passera  brusquement 

d'une  valeur  nulle  à  une  valeur  finie  et  yé.  o.  11  s'ensuivra  for- 
cément pour  les  dérivées  de  ty  dans  la  direction  limite  de  ak. 
(c'est-à-dire  par  rapport  à  z)  des  singularités  dans  le  voisinage  du 
contour  (C). 

Je  dis  que  ~  calculé  en  un  point  P  du  plan  (S)  devient  loga- 

rithmique nient  infini  quand  ce  point  P  tend  vers  le  contour  (C). 
Nous  utiliserons  pour  cela  les  résultats  de  la  troisième  section.  Il 
est  à  peu  près  évident  qu'à  cause  de  la  nature  même  de  ce  que 
nous  voulons  obtenir,  il  suffira  de  vérifier  cet  énoncé  pour  une 
forme  particulière  de  vase. 

Nous  nous  adresserons  au  vase  hémisphérique  pour  iequel  nous 

avons  appris  à  calculer  explicitement  -p  •  Nous  supposerons  qu'à 
I  instant  considéré,  z  et  As  sont  finis  dans  l'aire  (S)  et  sur  le  con- 
tour (C).  Nous  pouvons  alors  écrire 


>    T.      = 


R   r  rzM  R2+o/' 

oJJx    r     (R*-+-  ùr  )J—  p2o* 

D'après  une  remarque  « I *'- j <"i  faite,  le  deuxième  membre  doit  s'an- 
nuler quand    ou    considère  SH  comme  une  constante,  ce  (jui  nous 
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permet  d'écrire 

2R 


_R  r  fi        ii2+o/-'  _  r\_d_  j_     &  _d_  _i_l  / 

ô  7./s^'  (R2H-8r')a-p282  JL  Vdnc  l'C         8a    ^/«r  P'CJ 

D'autre  part,  en  effectuant  les  diflférentiations,  nous  avons 


Occupons-nous  d'abord  de  la  deuxième  ligne.  Nous  supposons 
que  le  point  P  tende  vers  un  point  a  du  bord  (G).  Cette  seconde 
ligne  peut  s'écrire 

28jJs"     r'        (R2H_8r')2_p2ô2rt:5M 

Ct  a/  d     '  R3     d      l  \  J 

-Jc{Z-Za)\d-nl^T>dï?)ds- 


Nous  avons 


(R2-h  8/-')2  —  p2o2  =  4  R2  ûr'  cos2  i- 


L'intégrale  double  s'écrit  donc 


'        f   Ç  zS\  —  za     dSM 


3S2-Î- 
2 


L'angle  »|»  étant  en  valeur  absolue  <  -,  cos-  -  reste  compris  entre 


-  et  1 . 
2 


L'intégrale  double  à  étudier  se  présente  donc  sous  la  forme 

i=ffm<*u, 

J    «s    \U> 


f  (M)  étant  une  (onction  régulière  dans  l'aire  S. 

Soit  a  le  point  de  la  circonférence  vers  lequel  tendent  simultané 
ment  P  et  P'.  Prenons  pour  axe  polaire  Oa;  soient  1  p>t»>)  !<'>  coor- 
données d'un  point  M  de   Taire  S,  [o\  0  ï  celles  du  poinl  P  ,   l.'inle- 


—  \m 


grale  I  peul  s'écrire 


I 


•A     •'.       8 


<p(p,  tu  l 


-         2  Su  COS(  (O  —  0  )  -t-  p2 


p  r/o  8( 


(  ionsidérons  l'intégrale 


2TC^o        8"2  "  -»8'pcoS(to-0)H-p*   '     ' 

c'esl  la  fond  ion  harmonique  régulière  <  1 1 1  point  P'  à  l'extérieur  du 

Fig.  4- 


cercle  de  rayon  o  et  qui   prend  sur  ce  cercle  les  valeurs  cp(p,  to). 
Nous  pourrons  écrire  dès  lors 


I  =  2 


«-/A 


V(p,P') 


>?d?i 


o'*—  p2 
Intégrons  par  parties  :   nous  aurons 

+  7:/      Log(o'2-p^)  —  (p,P')rfp- 
0  Jq  u? 

Celte  dernière  intégrale  reste  finie.  Quant  au  terme  tout  intégré, 
que  devient-il  lorsque  P'  tend  vers  a.  Remarquons  ici  que  ©(M) 
contenant  zM — za  en  facteur  s'annule  au  point  a.  Il  s'ensuit 
V(R,  a)  =  ô.  Cherchons  l'ordre  infinitésimal  de  V(R,  P),  le 
point  P'  étant  très  voisin  de  a.  Comme  nous  l'avons  déjà  vu, 
V(R,P;)  est  la  fonction  harmonique  à  l'extérieur  du  cercle  de 
rayon  R  el  qui  prend  sur  ce  cercle  des  valeurs  telles  que 

(Zc—  Za)  <W(C), 


la  fonction  •!/,  étanl  régulière.  Par  hypothèse  ;  possède  dans  l'aire 
S  ci  sur  le  contour  C  des  dérivées  des    deux   premiers  ordres,  il 
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nous  suffit  ici  de  tabler  sur  l'existence  de  ces  dérivées  pour  affir- 
mer que  les  valeurs  prises  par  V(li,  c)  sur'  le  contour  (  \  au  voi- 
sinage de  a  sont  <ie  Tordre  de  ac  :  les  propriétés  générales  des 
fonctions  harmoniques  nous  montrent  alors  que  \(  11,!''),  lorsque 

Fig.  5. 


P'  est  très  voisin  de  «,  est  de  l'ordre  de  aP' .  Donc  les  termes  tout 
intégrés  restent  également  finis. 

Prenons  maintenant,  l'intégrale  curviligne 


nous  avons,   puisque  le  point  G  est  sur  la  circonférence, 

cos<p  -+-  _cosij/  =  -^-    R8  l-r*— 8*-f- -=^(8*H-r*— R*)l 


d_\         R^    d     i  i 

rf/i  r         8:{    r//i  /•'         777T2 


Donc 


J  =    _i-_      /*-—,"'  |  r»<  8*  i    R«  |  -  |  R*_  8»)« 
aR8s    ./         /-' 


R2+o2    p-^,,        (Ri- 8»)»    rz  —  z„ 
aR8«    .(         r  2R02      ./    '    r» 


/.s'. 


■/>. 


C'est  un  résultat  bien  connu  dans  la  théorie  du  potentiel  new- 
tonien  (courhes  attirantes),  que  la  première  des  deux  intégrales 
reste  finie  quand  I*  tend  versa.   En  effel    le  potentiel  d'une  ligne 
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attirante  est  logarithmiquement  singulier  sur  celle  courbe,  sauf 
aux  points  où  la  densité  esl  mille  pour  lesquels  il  esl  fini.  Pour 
voir  comment  se  comporte  la  deuxième  intégrale,  il  nous  suflït 
d'étudier 


ou 


I. 


z  —  z,,    a  V      . 
ds 


i     c  a  ''  »    I 

le  facteur  — -    étant  constamment  <*  i,  nous  sommes  amenés  a   la 

même  conclusion  que  pour  la  première  intégrale. 

Donc  la  seconde  ligne  précédemment  considérée  reste  finie. 

Quant  à  la  première,  son  intégrale  double  est  finie  quel  que  soit 
le  point  P. 

Son  intégrale  curviligne  s'écrit 


dz  /  i        R3    i  . 


ou 


!.. 


("ïï)/î;41 


dz 
Cesl  un    potentiel  newtonien   de  ligne  attirante  de  densité  -r— : 

1  °  dn 

ri  7 

il  devient  donc  logarithmiquement  infini  aux  points  où  -7—  est^o. 

Donc  nous  arrivons  avec  M.  Hadamard  à  la  conclusion  sui- 
vante : 

dz 
Si  -—  tî1  est  pas  nul  sur  (C),  c'est-à-dire  si   la   condition  (5) 

n'est  pas    remplie  sur    la  frontière  (C)  de  (S),   la  valeur  de  -p 

calculée  en    un  point  du  plan  S  devient  logarithmiquement 
it)  finie  quand  ce  point  s'approche  du  contour  G.  Aux  points  où 

dz  11        à<b  r      . 

—r-  est  nulle,  -r  reste  finie. 
dn  ôz  ' 

Resterait  à  étudier  comment  se  propagenl  dans  le  temps  les 
singularités  affectées  par  — -  au  voisinage  du  contour  (C),  étude 
rendue  très  difficile  par  la  nature  même  de  l'équation  de  surface. 
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VF.    —    L'ÉQUATION    DU    QUATRIEME    ORDRE. 


Reprenons  l'équation 


(9)  2* 


dt*        .,s 


'flmdS»+fI*»F^P)dS* 


Dans  le  cas  du  vase  hémisphérique,  nous  avons  montré  que,  si 

ô-z 
le  point  P  tend  vers  le  contour  (C),  —  est  au  plus  Logarithmique- 

ment  infini.  Admettons-le  en  général.  Il  s'ensuit  que,  si  le  point  P 
n'est  pas  sur  le  conlour  (C),  les  expressions 


4  r  r     vzu  d$n 

J  Js  dt*      MF 


ont  un  sens.  Nous  admettrons  qu'en  un  point  P  qui  n'appartient 
pas  à  (G),  la  somme  a  -4-  (3  représente,   conformément  à  la   règle 

d'*z 
habituelle  de  dérivation,  la  quantité  /\tz2 -~- 

Nous  avons,  en  tenant  compte  de  (9), 


— VJL mp 


rfSii. 


Ici,  des  précautions  sont  nécessaires  :  nous  ne  pouvons  immédiate- 
ment écarter  les  deux  parties  du  numérateur  au  risque  d'obtenir 
séparément  deux  intégrales  infinies.  Si  nous  considérons  par 
exemple  l'intégrale 

la  formule  (i5)  nous  permet  de  l'écrire 
Or  l'intégrale 
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n'a  pas  de  sens,  car,  lorsque  M  tend  vers  (G),  la  parenthèse  devienl 
infinie  comme  l'inverse  <le  la  distance  de  M  au  contour  ((  >)• 
I  /intégrale 

sérail  ;iu^>i  dépourvue  de  sens'.  En  réalité,  la  nature  <lu  problème 
est  telle  que  les  éléments  infinis  de  ces  deux  intégrales  se  dé- 
truisent et  que  l'expression  totale  de  a  a  un  sens. 

Traçons  un  contour  (C)   intérieur  à  (C),   limitant   l'aire  S'  et 
contenant  le  point  P.  Nous  pouvons  écrire 


a  =  Al       /     2  7T— — — —   -I-  A   /      /  2TZ  — — 

J  Js,         dt*     MP  J  J    ■  dt* 


()2zm   dSy\ 
Ml7' 


on  peut  appliquer  la  règle  ordinaire  de  dérivation  à  la  seconde 
intégrale  qui  tendra  vers  zéro  lorsque  (C)  tendra  vers  (C).  Nous 
pouvons  donc  considérer  a  comme  la  limite  de  a  défini  par 


'/•s  m  ; 


appliquant  l'équation  (i5),  nous  aurons 


<-\A£ 


—       MP- rfSMi 


actuellement,  chaque  terme  donne,   pour  l'intégrale  double  sous 
le  A,  une  portion  finie. 

En  changeant  l'ordre  des  intégrations,  nous  avons 


ot'=  A 


^  c  c  ?  c  rF(Q'M) 


./S M  e/Sy. 


appliquons  au  crochet  la  formule  de  Grreen  dans  l'aire  comprise 
entre  le  contour  (C)  lui-même  et   une  petite  circonférence  y  de 
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centre  P  et  de  rayon  X.  Nous  avons,  en  vertu  de  (17), 


('7') 


f f— 

JJV  M  P. 


MQ=27cl°gpQ+R'(P»Q)' 


R' étant  une  fonction  régulière  qui  tendra  vers  R  (  P,  Q)  quand 
(G)  tendra  vers  (G).  Lorsque  A  tend  vers  zéro,  R'  donne  dans  a' 
un  terme  qui  tend  aussi  vers  zéro,  et  le  terme  logarithmique  donne 
naissance  au  résidu  —  ^'k2 zp.  Il  vient  donc 


a'  =  —  4  tc2  Asi>  -f-  Ai 


f  ,"F(Q,  M)         "1         ) 
à  la  limite,  quand  (G)  tend  vers  (G),  et  en  remarquant  que 


MP.MQ 


=  A0R(P,  Q), 


nous  avons 


a  =  -  4.7C»  A3r>  +J  Jz^v  UQ  R(  P,  Q  )  ^ff*^'^  </sm 


rfSQ. 


Le  crochet,  dont  il  faut  prendre  le  AP ,  est  une  fonction  parfaite- 
ment régulière  de  deux  points  P  et  Q  quand  ceux-ci  sonl  intérieurs 
à  l'aire  S.  Supposons  (pie  le  point  Q  vienne  sur  le  contour  C. 
Noire  crochet  s'écrit  en  général 


^ffs*Êk  +/X 


F(Q,M) 
iUP 


rfSM 


Or  nous  avons  montré  pour  un  vase  hémisphérique  el  admis 
pour  nu  vase  quelconque  le  résultat  suivant  :  soil  l'(M^  une  fonc- 
tion quelconque  mais  finie  des  coordonnées  du  poinl  M  ainsi  que 
son  A.  L'expression 

Aj  f  ^U(M)^    .    /'  ^U.(M)F(Q1  M)rfSM 

est  au  plus  logarithmiquemenl  infinie  quand  Q  tend  vers  le  contour 
(G).  Si  la  fonction  ^nr  étail  partout  finie,  il  nous  suffirai!  de  poser 
U  (M)  =  rjrg  pour  voir  (pie  notre  crochel  esl  ;m^i  loçariilimique- 


—   172  — 

ment  infini  :  en  réalité  la  singularité  introduite  par  le  point  I*  ne 
nous  gêne  pas  :  nous  pouvons  toujours  entourer  le  point  V  d'un 
cercle  de  rayon  fini  ayant  pour  centre  ce  point  el  intérieur  à 
Taire  S.  La  partie  de  noire  crochet  provenant  de  l'aire  de  ce  cercle 
esi  essentiellement  finie.  Pour  la  région  comprise  entre  la  circon- 
férence el  le  contour  ( C),  la  fonction  t-tt-  est  finie  et  la  remarque 
précédente  s'applique.  Nous  en  concluons  <jue  l'intégrale 


IH^^'fP^1^ 


d${ 


a  un   sens.   Il   faut  encore   démontrer  que  son  A,,  a  aussi  un  sens. 
Désignons  par  A  le    crochet.    Traçons   un   cercle  de  centre  l3  et 


Pie.  6. 


intérieur  à  l'aire  S,  celle-ci  se  trouvera  divisée  en  deux  portions  S< 
et  S2  {fig-  6).  Nous  poserons 

x    a  c  r  rfSM      c  rF(Q,M)^g 

Ai  =  A«J  J  MPMQ+J  1    -W"^' 


de  la  sorte  nous  aurons 


F(Q,  M) 
MP 


<^Sm; 


A  =  Ai+A. 


Considérons  d'abord 


il 


zq  Aj  c^Sq 


L'opération  qui  consiste  à  prendre  le  A,,  de  celte  expression  ne 
soulève  pas  de  difficulté  :  dans  toute  l'aire  S,  la  fonction  A,  est  ré- 
gulière quel  que  soit  le  point  Q.  Asupposer  même  que  Q  soit  en  P, 

le  terme  Ay  /    /  *'      est  régulier  (  l'opération  Ay  faisant  dis- 


8, 
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paraître  le  terme  logarithmique  de   I    I       p  y'in)-  Quant  aii  terme 

r  r  F(Q,M)  7C  â  .    ,  r  ... 

/    /    — m7> —  ^^m?  nous  avons  même  appris  a  former  explicitement 


son  AP. 

Considérons  maintenant 


J  J  z«Aa^SQ- 


L'étude  est  délicate  et  je  n'ai  pu  la  pousser  à  fond.  On  peut 
voir  que  AP  A2  est  logarilhmiquement  infini  quand  (j  vient  sur(C), 
ce  qui  assure  un  sens  à  l'intégrale 


// 


^q  Ap  A2  cISq. 


En  effet,  nous  avons 


APA2  =  Ay/        =i \-       /       3     dbu; 

J   ^.MP  .MQ      J  -'s,      Ml* 

ceci  représente  l'accélération  au  point  Q  (  au  fadeur  —  près  j  quand 
la   dénivellation   à   l'instant   considéré  est  zéro   en    tout   point    de 

l'aire  S<  et  —    en   tout  point  Q  de  l'aire  Si.  Donc  A,,  A.»  est  bien 
PQ 

logarithmiquement  infini  quand   Q   tend   vers   le   contour  (C).  Il 
résulte  que  l'intégrale   /    /  Zq  Ap  \2  dS$  a  unsens.  Mais  il  a'esl  pas 

absolument  certain  (')  (pt'elle  représente  le  A,,  de  /     /  3qA2CÉSq. 


(')  On  peut  cependant,  dans  le  cas  de  l'hémisphère,  donner  une  idée  de  cette 
dernière  démonstration.  Il  résulte  des  considérations  exposées  dans  la  cinquième 

section  qu'on  peut  écrire 

A,=  U(P,Q)  +  ,^|j^«b, 

la  fonction  U(P,  Q)  élaiït  finie  quand  le  poinl  Q  vient  Mir  le  contour  <     Non-  en 
i  irons 

A,.  A,       A,.l  (l'.(n    |    ,  /     ^~=-     *i 
•    «   '  '  l    '     CP 
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Reste  à  calculer  le  terme  [j  : 

p*yya*^F<MfP-)3SM; 

P  étant  intérieure  l'aire  S,  F  (M,  P)  sera  toujours  unie.  Seulement, 

ici  encore,   nous   ne   pourrons   sans   précautions   remplacer   '2TZ-— 

par  sa  valeur  tirée  de  (9)  et  séparer  les  intégrales  obtenues  sous 
peine  d'obtenir  des  termes  infinis.  Il  faudra  alors  recourir  à  l'arti- 
fice du  contour  (C)  et  de  l'aire  (S')  et  prouver  que  les  intégrales 
obtenues  à  la  limite  ont  un  sens  :  il  n'est  du  reste  pas  nécessaire 
de  reprendre  tous  les  calculs,   ils  se  déduisent  des  précédents  en 

en  substituant  F  (M,  P)  à  rrsj,*  Seulement  ici,    pour   appliquer  la 

formule  de  Green,  il  sera  inutile  d'isoler  le  point  P  :  nous  trouve- 
rons seulement 

P  =//*<*  K>  f  f  F(MQP)fl?SM  _h//F(M'  P)  F(Q'  M)  dS"\  d^ 


mars  si  nous  nous  reportons  à  l'expression  précédente  de  ApA2,  nous  avons  aussi 

la  loin  lion  \(l\0)  étant  finie.  Il  s'ensuit  <|ue  la  fonction  ài>  U  (  P,  Q)  est  iden- 
tique à  V(P,Q).  tille. est  donc  elle-même  finie,  quel  que  soit  le  point  Q.  De  sorte 
que  l'expression 

f Y\zaAPU(P,Q)dS« 

est  certainement  le  AP  de 

ry*ftu(p,Q)ds0. 

Finalement,  nous  sommes  ramenés  à  montrer  qu'on  a  bien 

\ffr  Xà  Tn  ïïp  **— /£*  fcé£w  rfi</s°- 

Pour  cela,  il  suffira  d'abord  «le  vérifier  qu'on  a  bien 

./'  ('  •-■■'  feén  i-n  à ds  "s- = £tL  èffm dS' di- 

Puis,  sous  cette  dernière  forme  donnée  .1  l'intégrale,  on  constatera  que  la 
démonstration  s'achèvi  sans  difficulté. 
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cm  posant  CJ(  M)  =  F  (M,  P)  et  en  remarquant  que  (Jet  AU  sont 
finis  tant  que  P  est  intérieur  à  l'aire  S,  nous  voyons  que  le  coef- 
ficient de  Zn  est  au  plus  logarithmiquement  infini  au  voisinage 
de  (C).  Donc  (3  a  un  sens,  ce  qui  permet  notre  passage  à  la 
limite. 

Finalement,  nous  déduisons  de  l'équation  (<j)  P  équation 

(»o)  fa*(?^--h\zp\  =fj  cuK(l\n  »,/>,,, 

en  posant 

F(M,P)  étant  symétrique  en  M  et  P,  l'expression  précédente  nous 
montre  que  la  fonction  K(P,Q)  est  symétrique  en  Pel  Q.  D'où  le 
résultat  suivant,  dû  à  M.  Hadamard  : 

Conclusion.  —  A  moins  que  la  fonction  k  (1\0)  ne  soit  iden- 
tiquement nulle,  le  calcul  précédent  nous  montre  qu'on  ne  peul 
déduire  de  l'équation  (9)  celle  de  Cauchy.  Donc  en  général  Véqua- 
tion  de  Cauchy  rf  est  pas  vérifiée  par  les  petits  mouvements  de 
surface  contenu  dans  un  rase  déforme  quelconque. 

Il  faut  bien  remarquer  que  l'équation  (20)  n'a  été  obtenue  que 
pour  un  point  P  différent  du  contour  (C),  ci  que,  pour  un  point 
du  bord,  la  méthode  de  calcul  que  nous  avons  donnée  est  complè- 
tement en  défaut. 

Du  reste,  il  est  bien  certain  que  toutes  les  fois  que -rry  es I  sin- 
gulier sur  (C),  il  en  sera  de  même  de  — r  1  et  le>  singularités  île  — 1 

d-  z 

seront  d'ordre  plus  élevé  une  celles  de  — —  lui-même. 

Remarque.  Considérons    deui     solutions     u{  M.  P,  / 

c(\l,  P,  t)  de  l'équation  i</)  telles  qu'on  ail 

u(M,  P,o)       Aj'1(       u0,         p(M,  P,o)      l     M.!'' 
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L'équation  (9)  s'écrit  de  La.  sorte  : 

d«  3, 


■>.- 


—£  =  Ai»  /    /  zm  Ko  ^Sm  -+-  /    /«m  Po  dSi 


et  l'équation  (20)  que  nous  en  avons  déduite  pourra  se  mettre  sous 
une  forme  assez  frappante.  Nous  avons  en  effet 

/d*u\        .    r  r   <*sM        r  /-f(q,m)  , 

Mais  dans  ces  conditions  l'équation  (20)  s'écrit 

CrtS  du  fluide  indéfini.  —  L'équation  de  surface  est  alors 

*****    k  c  r-1-00  *m  ^c 

2*-dtr  =  *vJ  J_     MPrfS"- 


Nous  faisons  l'hypothèse  suivante  :  c'est  (pie  les  deux  intégrales 


^     /         ^m^Sm  et  y     /         -^-dSM 

sont  absolument  convergentes.  (Nous  avons  dit  qu'on  était  amené 
à  les  considérer  comme  nulles.)  Dansées  conditions  on  peut  écrire 


—  »  *     *    -  » 

nous  avons  donc 


// 


AA~U  JC 


^~àF    J_l_^  "HP"       "rfSM- 

Considérons  un  deuxième  point  I''.  Écrivons  l'égalité  analogue 
et  retranchons  membre  à  membre  les  deux   équations  obtenues. 


177 


Nous  avons 


. 


4ti' 


à^zp         0'+zi>- 


01* 


01'* 


JJ  '-Ml'~  ~''N' 

*J       •'  —  00 


MP' 


D'ailleurs  l'intégrale 


/./: 


MP.MQ       MP'.MQ 

P'Q 


(/S  M 


est  bien  définie  et  égalée  2Tclog-^^«  appliquons  alors  la  formule 

de  Green  au  deuxième  membre  dans  Faire  comprise  entre  un  cercle 
de  rayon  très  grand  et  deux  autres  1res  petits  (Je  centres  i*  el  I'  . 
et  passons  à  la  limite,  il  vient 


dkzjf       à'*  z\» 


Ot'+ 


Ot'+ 


-h  A^j>  —  A«i>'  =  o, 


quels  que  soient  les  points  I*  et  P'.  Donc 


0'*z\> 


01 


- 1-  A^i»  =  fonction  du  temps, 


Cette  équation  doit  admettre  la  solution  ;=:(>.  Donc  le 
deuxième  membre  est  identiquement  nul  et  nous  retrouvons 
l'équation  de  Cauclry 

0>z 

—, — :-  -h  A3  —  o. 
Ot> 

La  fonction  K.(P,  Q)  n'est  pas  en  général  identiquement 
nulle.  —  Nous  allons  vérifier  ce  résultai  dans  le  cas  de  I  hémi- 
sphère en  calculant  la  valeur  de  cette  fonction  quand  1*  el  Q  sonl 
au  centre. 

Souvenons-nous  que  si  I  un  des  points  M  ou  P  vienl  au  cenln  . 

la  fonction  F  (M,  P  )  se  réduit  à  la  constante  p  •  D'autre  pari 


XL, 


i   ' 
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i  ~ 


La  dernière   intégrale  au  centre  donnera  ttt'  '"'   seconde  el  la 

troisième  donneront   des   résultats  égaux.   Prenons  la  seconde  en 
supposant  Q  en  (  ). 

quand  I'  esi  en  O,  cela  donne  — — ^  •  Doue 

*(0,0)~(*A,/jfHgs)     ■ 


Nous  avons  d'ailleurs 


i       d      i  i       (l       i 

d7i  PC  ""TC  dn  OC,   ' 


Si  Q  est  en  O,  nous  déduisons  de  cette  formule 
A«'/ /  MÏTMÔ  =  ^/jf  ÎÏPSÔ  +.  (  (ïï 


t//i   PC        K*   PC 


Doue 


>/I 


û?Sm 


A,.AU   J 


=  Ai»  Ai> 


f  f     dSn  f/'i     d      i  i       i    \ 

J  Js  MP.MO    HJC  \K  dri  pQ?  "  R*  ^*J 


ï  71 

Quand  ll  est  en  O,  l'intégrale  curviligne  donne  — •  Donc 

K(0)0)=lnnoA,A,//'Mg 


Mo 


Fis 


&•  7- 


II  suffit  (Je  montrer  que  celle  expression  n'est  pas  nulle, 


17!)  - 


L'intégrale  à  différentier  s'écrit 


■1  71  ~  K 


dp 


in 


f      dto  f 

J(\  Jq       \/p'2  —  2  p  C  COS  W  +  C! 

Jr2^,  |  R  —  C  COS  10  -h  t/R2  —  2  K  C  COS  O)  -h  c2 
l  Los 
n            °  L                       e(i  — cosw) 

La  partie  intéressante  de  l'élément  différentiel  esl 

[c  /~  c  c2 

,  _   _  cos  W  -4-  1/    I  —  2  -^  COS  W  -h   — 

=  Log  2  -f-  «i  c  -h  a-2  c-  -+-  a3  c3  4- .  .  . , 
;t  il  faut  lui  faire  subir  l'opération 


d*  I     à  \(«_     d*  2    c)'5  I      ^  I      0 

de2        c  de )  de*        c  de3        c2  de'2        c'A  <)c 


f/tO. 


e  qui  donne 


ga:i 


Ç>\av 


ious  devons  donc  trouver 


r 


a:i  dixi  =  o. 


)oiir  assurer  la  continuité  du  AA,  et  pour  noire   objet   même  nous 
levons  vérifier 

/  (f;     (/(t>     =     O. 

•  /(» 


osons 


iotih  avons 


c 

lî    =a7' 


. .*  -  •» ./ ■■■    . 

y  i  —  ■>../■  cos (o  -h  a?2  =  i  —  a?  cosu>  -+■  —  sin-  ol>  n sin'tu  cosoj 


#* 


(1  —  ()  COS1  ">     ■     ">  COS*  (o  i.  .  . 


>oi t  :>,  \  la  quantité  sous  le  logarithme 


./• 


A.  =  i  —  ./■('(>>>(.)   f        mii'ci       — sin'u>costo 

i  i 

—  —  (l  —  6  COS1!»)    i     ")  COS*  (-)  )-{-.... 


—   KSO  — 
Le  développemenl  de  LogA,  changé  de  signe,  nous  donne 


./'  COS  (i) 


./•-    .   ,  a?3    .  ./•' 

—  sm-to-      ;    sm'-wcoswH - 1  i —  (ic(i>:!a)  +  5cos4w)  +  ... 

i  4  H» 

./•-  ./-;     .  ./•■'■ 

—  cos-  (,)  _  —  sin'-' (.)  cos  W  -+-  -    (  sin*  to  —  s  sin- to  cos2  W  )-+-... 

2  l  32 

a?  ^p4 

H — —  cos3w  —  '—  siii-(u  eos80)  -{-... 

»  1 

-+-  — -  COS*(0  -4-  .  .  .  . 


On  voit  immédiatement  <|iie 

f        a 
o 

I  )  autre  part,  nous  avons 


;       (/(<)        —       O. 


3'2«;  =  'i  —  28  cos2  W  -+-  34  cos1  to  -f-  sin4  W, 


—  32   /        a4  dto  =  (  —  24  H )  tc 

Le  résultat  est  ^60.  Donc  la  vérification  est  faite 


SUR  L  ENSEIGNEMENT  DE  LA  CINÉMATIQUE; 
Pab    M.    Koljmc.s. 

1  I  )<|>iiis  une  dizaine  d'années,  j'ai  adopté,  dans  renseignement 
do  la  Cinématique,  une  méthode  que  je  puis  qualifier  de  purernenl 
cinématique  qui  diffère,  en  beaucoup  de  points,  de  celle  que  j'ai 
suivie  dans  mes  Leçons  de  cinématique  publiées  en  1897.  Comme 
j'ai  l'habitude  do  rédiger  d'avance  un  résumé  de  mes  leçons  et  de 
laisseï  ensuite  ce  résumé  à  la  disposition  de  mes  auditeurs  dans  le 
local  du  Laboratoire  de  Mécanique,  il  ne  m'a  pas  pain  nécessaire 
jusqu  ni  dr  les  publier.  Mais  M.  Delassus  ayanl  donné  récemment, 
dans  le  Bulletin  de  lu  Société  mathématique  de  France,  un 
article  dont   les   idées  se  rapprochenl    dos  miennes,    il  me  semble 
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naturel  de  donner  ici  les  principes  de  ma  méthode.   Tl    me   -uffit. 
pour  cela,  de  transcrire  mes  noies  de  cours  (  '  ). 

2.  Je  pars  de  ce  théorème  dont  je  passe  la  démonstration, 
laquelle  s'établit  au  moyen  d'une  considération  élémentaire  de 
Cinématique  infinitésimale  : 

Si  M,  N  sont  deux  points  mobiles,  O  un  point  fixe  et  OS 
////  vecteur  équipollent  au  recteur  MN,  ht  vitesse  de  S  est  la 
différence  géométrique  de  la  vitesse  <le  M  et  de  celle  de  N 


Si,  en  particulier,  le  vecteur  MN  a  une  longueur  constante, 
auquel  cas  M  el  IN  forment  un  système  invariable,  le  point  S 
décrit  une  trajectoire  sphérique,  en  sorte  que  sa  vitesse  est  nor- 
male à  OS.  Il  en  résulte  que  VM,  VN  ont  nue  différence  géomé- 
trique rectangulaire  avec  MN,  en  sorle  que  VM,  YN  se  projellenl 
sur  la  droite;  MN  suivant  deux  vecteurs  égaux. 

Si  en  particulier  VM  est  perpendiculaire  à  MN,  sa  projection  ^  est 
mille.  Il  doit  dès  lors  en  être  de  même  de  VN  qui  esi  nulle  ou  bien 
perpendiculaire  à  MN,  ce  qui  donne  ce  théorème,  base  des 
recherches  de  Mannheim  :  Si  une  droite  est  normale  à  ht  tra- 
jectoire d'un  de  ses  points ,  tout  autre  point  de  cette  droite. 
Invariablement  lié  au  premier,  a  lui  aussi,  une  trajectoire 
normale  à  la  droite. 

Il  en  résulte  aussitôt  que  si  trois  points  A,  B,  C  formant  triangle 
laus  un  solide  en  mouvement  ont  une  vitesse  nulle,  il  en  est  de 
nême  de   tout  autre  point    M   du   solide. 

Si,  en  effet,  M  est  hors  du  plan  ABC,  les  droites  M  \.  MB,  MC 
orinent  un  Irièdre  el  les  projections  sur  ces  droites  de  \M  sont 
outes  nulles,  car  elles  sont  respectivement  égales  aux  projections 
sur  ces  mêmes  droites  des  vitesses  \  v,  \  B,  \  ,  .  lesquelles  sont 
tulles.  Il  en  résulte  que  VM  elle-même  est  nulle. 


(  '  )  Il  va  de  soi  que,  dans  des  questions  si  classiques,  il  ne  saurait  s'agir  q 
a  forme  pédagogique.   Vu  point  de  vue  de  la  nouveauté  scientifique,  il  n'j  .1  rien 
I u  1   ne  soit  foncièrement   connu.  Voilà  longtemps,    par   exemple   que    Mobius    1 
léveloppé  le  rôle  des  système  des  vecteurs  dans  la  composition  des   ?  talions 
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Le  raisonnement  tombe  en  défaut  si  TS I  est  dans  le  plan  ABC; 
mais  on  peul  a  lois  établir  le  I  héorème  pour  doux  antres  points  I  ),  E 
du  corps  solide  non  situés  dans  le  plan  ABC  el  formant  avec  \. 
par  exemple,  un  triangle  donl  le  plan  n<%  contient  pas  M*  à  ce 
triangle  \I)K  et  au  point  M  est  alors  applicable  le  raisonne- 
ment précédent. 


3.  Considérons  deux  mouvements  différents  s,  S'  ,  2,2"  d'un 
même  corps  l1  par  rapport  à  deux  autres  S',  ^".  Il  se  peut  que  dans 
ces  deux  mouvements,  à  un  instant  donne,  tout  point  de  D  ait  la 
même  vitesse.  Nous  dirons  alors  que  ces  deux  mouvements  sont 
tangents. 


\.  Nous  supposons  démontré  le  principe  général  de  la  compo- 
sition (\rs  vitesses.  Si  S  est  un  corps  mobile  par  rapport  à  un 
un  autre  ï, ,  £<  mobile  par  rapport  à  un  autre  S2,  S2  mobile  par 
rapport  à  un  autre  S3,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  un  corps  2,|_.< 
mobile  par  rapport  à  un  dernier  corps  S„,  P  étant  un  point  de  S 
et  Pn  P2,  .  .  . ,  P„_,  les  points  de  S,,  S2,  .  .  . ,  S„_,  avec  lesquels  il 
coïncide  à  l'instant   t  considéré,   nous    appellerons  V,'»   la    vitesse 

2,2,    ,  V$   la  vitesse  de  \\  dans  le  mon- 


de I*  dans  le  mouvement 


veinent   |x,,  ï2\ ,  ...,    V?B_l    la    vitesse    de    P„_ ,    dans    le    mouve- 
et    enfin    V[î    la    vitesse    de    P    dans    le    dernier 


ment 


<«— 1>  •"« 


corps  2rt.  On  a,  en  vertu  de  la  composition  des  vitesses,  L'égalité 
géométrique 


o.   Appliquons  ceci   à    l'hypothèse  où    les    mouvements 


2„  2, 


E„  2, 


consistent  en  des  mouvements 


de  rotation  autour  d'un  axe  commun,  A,  A, ,  .  . .,  A„  „,  pour  chacun 
des  couples  de  corps  respectivement  :  de  plus,  représentons  par 
un  vecteur  û  porté  par  A,  Q^  porté  par  A  i, ...,  Û«  i  porté  par  A„  ,, 
les  vitesses  angulaires  de  ces  mouvements  de  rotations  respectifs. 
Les  vitesses  V,\,  Vpt,  Vj'v  ...,  V,",  (  seront  les  moments  de  il 
au  point   P,  de    ù{  au  point   P,,  de  !>._,  an  point   Pj,   .  .  .  ,  de  Ll„    ,   au 
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point  P//_i ,  en  sorte  qu'en  définitive,  Vp    '  sera  le  moment  résultant 

an  point  P  du  système  des  vecteurs  0,(2,,  Q2 ûn    ,. 

Ainsi  :  Si  deux  corps  S,  Sn  sont  les  membres  extrêmes  d'une 
chaîne  de  corps  articules  et  12,  12,,  . . .,  12„_,,  les  vecteurs  repré- 
sentatifs des  vitesses  angulaires  avec  lesquelles  joue  ni  les 
diverses  articulations,  la  ci / esse  de  tout  point  de  S  dans  ï„ 
sera    le    moment    résultant    en     ce    /toi ut     du    système    des 

vecteurs  12, 12,,  12.,,  . .  .,  (2«_,. 

Ce  qui  donne  quelque  valeur  théorique  à  la  considération  de  ce 
mouvement  spécial,  c'est  que  tout  mouvement  admet  un  mou- 
vement à  articulations  (c'est-à-dire  du  genre  précédent  )  tangent. 

0.    Pour    le    voir,    démontrons    d'abord    ce     théorème. 


Si  deux  mouvements  différents  |S,  S'|  ,  J^,^j  d' un  même 
corps  S  sont  tels  que  trois  points  A,  B,  C  foi- niant  triangle 
aient  même  vitesse  à  un  instant  donné  dans  les  deux  mouve- 
ments, ces  deux  mouvements  sont  tangents. 

En  effet,  si  P  est  un  point  de  S,  P'  le  point  de  S'  avec  lequel  t. 
S,  £"|    peut  être   regardé  comme   résultant   des 


coïncide,    comme 


deux  mouvements   |  S,£  |   et  jS',S"    en  appelant  VP  la  vitesse  de  1* 

dans  S',  V|",  sa  vitesse  dans  S*  et  V,">   la  vitesse  de  P'  dans  ï  ,  on  a, 
par  la  composition  des  vitesses 

VII  .'  »  AT' 

,.  =  V,>  H-  V|». 

Si  l'on  prend   pour  V  le  point  A,  en  appelant    V  le  point  de   - 
avec  Lequel  P  coïncide  actuellement,  on  aura,  par  application  de 

cette  formule, 

vï-vT  +  vI. 

Or,  par  hypothèse,  \"[  =  \  A,  donc  V*  =  o. 

On  verra    de    même    que    si   IV,   (.7  sont    les  points   de   -    avec 
Lesquels  l>,  (î  coïncident  actuellement,  on  .i  aussi 

Il  existe  donc  dans  S'  trois  points    V.   B  .  C    formant   triangle  et 
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(pu  onl  une  vitesse  nulle  dans  le  mouvement  |x', ï"|  .  Il  on  résulte 
< I h «*  ton!  poinl  P'  de  S'  a  une  vitesse  nulle  dans  ce  mouvement,  el 
puisque  \  ,..  -    o,   il  en  résulte 


Vi'.=  V{>, 
ce  < | h i   démontre  bien   que    les    mouvements   |s,  S'|  , 


S,  2 


V" 


sont 


tangents, 


7.  Ceci  étant,  passons  à  la  démonstration  du  théorème  général. 

Soient  A,  B  deux  points  quelconques  du  corps  1"  et  VA,  Vr>  leurs 
vitesses.  Excluons  d'abord  le  cas  où  duels  que  soient  dans  1"  les 
points  A,  B,  ces  vitesses  seraient  parallèles.  On  peut  aussi  toujours 

exclure  le  cas  où    \B  serait  normal  à  VA.  Dans  ees  conditions,  les 

plans  II  v.  II,,  normaux  en  A  et  B  à  VA  et  à  V1{  ne  seront  pas  paral- 
lèles   el    se  couperont   suivant  une  droite  CD  différente  de  AB. 

Sur   GD,  je  place  un  vecteur  û'    tel    cpie  son   moment  en   A   soit 

justement  \A.  Cela  est  possible,  car  VA  est  normal  au  plan  TIA 
mené  par  A  el  CD. 

Je  dis  (pu;  V„  sera  aussi  le  moment  de  il'  en  B.  En  effet,  Vn  est 

normale  au  plan   I1H   mené  par   B   et  GD,    en   sorte   <pie    Y15  et   le 

momenl  ulb  dont  il  s'agit  sont  portés  par  la    même   droite.   Or   la 

projection  de  V,{  sur  AB  est  égale  à  la  projection  de  Vv,  en  vertu 
du  théorème  du  début.  D'un  autre  côté,  la  projection  <hi  mo- 
menl ';.,.  est  aussi  (''gale  à  la  projection  du  moment  jjl A  de  12' 
au  point  A,  d'après  une  propriété  élémentaire  des  moments.  Il  en 

résulte  que  uB  el  Y,.,  portés  par  la  même  droite,  ont  même  pro- 
jection sur  AB:  ils  coïncident  donc. 

Prenons  maintenant  sur   la  droite   CD   un    poinl  C.  Soit  \  ,   sa 

vitesse.  La  projection  de  V(  sur  CA  est  égale;  à  la  projection  de  \  ^ 
sur  cette  même  droite;  (théorème  initial);  or  cette  dernière 
projection  esl  nulle  car  CA  est  dans  le  plan  ll.v  auquel  VA  esl  per- 
pendiculaire. En  conséquence,  Y(  a  une  projeclion  nulle  sur  CA. 
(  )n  prouverait  d<*  même  que  V(a  une  projection  nulle  sur  CB. 
Dès  lois  \  ,  «si  normale  au  plans  II,  mené  par  C  el   AB.  (Nous  pla- 
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cerons  sur  AB  un  vecteur  il  dont  Vc  soll  le  momenl  au  point  C, 
ce  qui  sera  possible,  puisque  V(:  est  normale  au  plan  II,  ,  mené 
par  AB  et  par  C. 

Considérons  alors  une  chaîne  articulée  S,  S,,  £2  de  trois  corps 
dont  le  premier  est  le  corps  X,  les  axes  d'articulations  étant  A.B 
pour  X  et  £,,  CD  pour  S,  et  ^2  et  concevons  que  les  vitesses  angu- 
laires de  ces  articulations  soient  représentées  respectivement  par 
les  vecteurs  il,  il'.  Dans  le  mouvement  X,  1>]  la  vitesse  de  lotit 
point  sera  le  moment  résultant  en  ce  point  des  vecteurs  12,  12'. 

Or  il  est  clair  que  en   A,  B,  C,   ces    moments  résultants,  seront 

précisément    VA,  VB,  Vc   respectivement. 
Les    mouvements    |s,  s'|  , 


donnent    ainsi    lieu     à     des 


vitesses  égales  pour  trois  points  A,  B,  C  de  S  formant  triangle,  ces 
deux  mouvements  sont  en  conséquence  tangents,  ce  (pu  établit  le 
théorème. 

Remarque.  —  On  a  supposé  qu'on  peut  trouver  dans  le  corps  - 
deux  points   A,  B  dont  les  vitesses  VA,  \  B  ne  soient  pas  parallèles. 

Supposons  (pie  deux  points  A,  B,  quelconques  du  corps  aienl 
leurs  vitesses  parallèles  ;  comme  VA,  VB  ont  sur  AB  des  projections 
égales,  en  général  non  nulles,  puisque  A,  B  sont  quelconques, 
VA  et  V|t  sont  égales.  Tons  les  points  du  corps  oui  alors  même 
vitesse;.  Mais,  si  .l'on  imagine  un  couple  de  vecteurs  Q,  il  dont  le 
moment  en  tout  point  soit  précisément  la  vitesse  \  ,  sans  indice, 
commune  à  tous  les  points  Ai\  corps,  on  pourra  encore  imagiiier  une 
chaîne  articulée  de  trois  corps  où  il,  il  représentent  les  vitesses 
angulaires  des  articulations  et  Ton  retombe  sur  le  théorème 
général. 


8.  Maintenant  qu'on  a  introduit  dans  la  distribution  des  vitesses 
d  un  solide  en  mouvement,  la  considération  des  systèmes  de 
vecteurs  et  du  moment  où  ceux-ci  n'interviennent  que  par  leur 
momenl  résultant,  il  sera  permis  il'y  opérer  toutes  les  ira ns for 
mations  qui  les  laissent  équivalents  à  eux-mêmes.  On  aura  toujours 
la  ressource  d'iuteroréter  chaaue    forme    narticulière    au    moyeu 
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(1  une  chaîne  articulée  d'un  nombre  de  membres  aussi  grand  qu'on 
voudra. 

En  particulier,  en  envisageant  la  représentation  canonique,  on 
arrivera  à  la  notion  du  mouvement  hélicoïdal  tangent.  Pareille- 
ment,  parce  moyen,  la  composition  des  mouvements  en  ce  qui 
concerne  les  vitesses,  problème  qui  porte  le  nom  générique  de 
composition  des  rotations,  se  ramène  immédiatement  à  la  com- 
position des  systèmes  de  vecteurs. 

i).  Nous  ferons  remarquer  encore  (jue  celte  méthode  n'est  pas 
seulement  commode  pour  parvenir  par  une  voie  cinématique  aux 
résultais  généraux  qu'on  vient  de  rappeler,  mais  elle  s'applique 
aussi  avec  la  plus  grande  souplesse  à  tous  les  cas  particuliers. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  du  mouvement  d'une 
figure  plane  dans  son  plan.  En  réalité,  celte  figure  est  solidaire 
d  un  corps  1"  qui  glisse  par  une  face  plane  s  sur  une  face  plane  z' 
d'un  second  corps  S7.  Prenons  deux  points  A,  B  dans  le  plan  s  et 
un  point  C  hors  de  ce  plan  dans  le  corps  S,  sur  une  perpendicu- 
laire en  A  au  plan  s. 

Excluons  encore  le  cas  où  tous  les  points  du  corps  auraient 
leurs  vitesses  parallèles,  auquel  cas  elles  seront  en  outre 
«'•gales    (mouvement     de     translation     tangent).    Les     plans     HA, 

Un  normaux  en  A,  B  aux  vitesses  VA,  Y,,  des  points  A,  B 
sont  normaux  aux  plans  e,  car  VA,  VB  sont  évidemment  dans  ce 
plan.  Appelons  A  la  droite  d'intersection  de  nA,  IIn.  Plaçons  sur  A 
un  vecteur  12  dont  VA  soil  le  moment  en  A.  On  verra,  comme 
plus  haut,  que  VB est  aussi  le  moment  de  Û  en  B.  Enfin,  le  point  C 
décrit  dans  un  plan  parallèle  à  s  une  trajectoire  égale  à  celle  de  A 
et  avec  la  même  vitesse,  en  sorte  que  Vc  sera  aussi  le  moment 
de  il  en  G.  Dès  lors,  si  l'on  imagine  un  corps  1",  par  rapport 
auquel  -  tournerait  autour  de  A  avec  la  vitesse  angulaire  figurée 
par  le  vecteur  12,  les  points  A,  B,  C  formanl  triangle  auront 
mêmes  \  ilesses  \  x,  \  ,,,  \  (  que  dans  le  mouvement  donné 


en  conséquence,  ce  dernier  mouvement  et  le  mouvement   1^,^,1 
sonl  tangents,  c'esl   ce   qu'on  exprime  en  disant  qu'il  existe  une 


rotation  tangente, 
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Je  ne  crois  pas  devoir  insister,  car  ces  exemples  de  raisonnement 
donnent  une  idée  suffisante  du  parti  qu'on  peut  tirer  <l<-  cette 
mél  hode. 

10.   (In  mot.  en  terminant. 

Les  personnes  habituées  à  raisonner  au  moyen  des  déplacements 

infiniment  petits  pourront,  au  premier  abord,  trouver  (elle  mé- 
thode indirecte,  peut-être  même  artificielle.  Cependant  elle  cor- 
respond plus  que  toute  autre  à  la  réalité  des  choses,  et  la  notion 
des  mouvements  tangents  sur  laquelle  elle  .s'appuie  met  bien  en 
relief  ce  fait  essentiel  que  ce  n'est  qu'au  point  de  vue  des 
vitesses  que  les  mouvements  qu'on  y  considère  peuvent  se  sub- 
stituer les  uns  aux  autres.  Elle  n'est  pas  non  plus  si  abstraite, 
puisque,  par  la  considération  de  la  chaîne  articulée  tangente,  elle 
fournit  une  interprétation  très  claire,  susceptible  de  s'accorder 
avec  la  plus  scrupuleuse  logique. 


SUR  LES  GROUPES  PSEUDO-NULS  ET  NON  C0MMUTAT1FS 
DE  QUANTITÉS  HYPERGOMPLEXES. 

Pau  M.   Léon    \i  m>\  m:. 


INTRODUCTION. 

Dans  deux  Notes  précédentes  (')  j'ai  étudie'  les  groupes  coinmu- 

(')  I.  Fuoijenhis,  Théorie  <ler  hyper komplexen  Grossen  {Sitsungsberichte 
de  V Académie  de  Berlin,  avril  1903  ), 

II.  C  art  an,  Sur  les  groupes  bilinéaires  et  les  systèmes  dénombres  compL 
(  \  11  lia  les  de  l'Université  de   Toulouse,  t.  \ll.  1898). 

III.  Autonnk,  Sur  la  fonction  monogène  (l'une  variable hypercomplexe dans 
un  groupe  commutât  if  {Bulletin  île  la  Société  mathématique  de  France,  rg 

l\.  Vutonnk,  Sur  les  groupes  commutatifs  de  quantités  hypercomplexes, 
(même  Recueil,  iqii  ). 

()n  renverra  à  la  présente  li^ii"  par  une  notation  telle  que  celle-ci  [Index,  il'. 
pour  désigner,  par  exemple,  l<i  travail  de  M-  Cartan. 

(In  Mémoire  assez  étendu  sur  les  groupes  commutatifs  el  pseudn  nuls  paraîtra 
dans  les  Annules  de  V Université  de  Lyon  eu  toi  •. 
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ta  tifs  el  pseudo-nuls  <le  quantités  hypercomplexes.  Dans  cette 
troisième  Noie,  je  me  propose  d'examiner  jusqu'à  quel  point  les 
résultats  obtenus  s'étendent  aux  groupes  pseudo-nuls  généraux, 
c'est-à-dire  non  commuta  tifs. 

Les  notations  el  la  terminologie  précédemment  employées  sont 
conservées;  cela  me  dispensera  <l<'  les  rappeler  ici. 

Dans  un  groupe  (e),  wî-airc,  pseudo-nul  et  non  commutatif,  de 
<|ii;ini iirs  hypercomplexes  x3  la  matrice  antistrophe  T(#)  =  T.r 
ne  se  confond  pins  avec  la  matrice  S(a?)  =  Sa;du  groupe.  On  a, 
pour  x  el  y  arbitraires,  la  relation  S.rTr  =  TrS.r,  qui  exprime  que 
dans  (e)  la  multiplication  est  associative. 

Voici  les  principaux  résultats  qu'on  trouve  : 

/  tout  groupe  (t)  correspond  sans  ambiguïté  un  système  de  k 

en  tiers  positifs  g\,  |  A  =  i ,  2 ,  . .  . ,  k  ;  k  <  m  j,  N  g\  =  m,  tels  que 

X 
[pour  un  choix  convenable  de  variables)  on  ait  à  la  fois 

(X,  |i,  v=  1,  2,  .. .,  k\         Sar=(/)pjli(a?)),         Tx=(q\vX*))i 

où  pip  et  (/,[h  sont  des  Tableaux  à  g\  lignes  et  g^  colonnes,  for- 
més avec  des  éléments  de  S,,  et  de  T.,  avec  p\^(x)  =  0,  r/i^^  —  o, 
pour  <j.  >  A. 

Du  ;t  ainsi  une  forme  réduite  entièrement  analogue  à  celle  qui 
se  présente  pour  les  groupes  commutatifs. 

Répartissons  comme  précédemment  (Index,  IV,  18)  les  /// 
unités  £a,  |a  =  1,  2,  ...,  m\  en  k  systèmes  s>,  à  g\  termes.  On  a 
encore  la  proposition  :  le  produit  d'une  unité  de  z^  par  une 
unité  de  sv  ne  dépend  que  des  unités  de  ê>,  î>  , ,  . . . ,  s*,  a  étant  le 
plus  petit  entier  qui  surpasse  à  la  lois  u.  el  v. 

Le  prolongement  d'un  groupe  se  fait  comme  en  matière  de 
groupes  commutatifs. 

J  en  profile  pour  démontrer  que  lous  les  groupes,  où  g\  =  1  et, 

par  suite,  k—    m ,  sonl  com  mu  ta  tifs  cl  sont  parmi  ceux  construits 

précédemment . 

I  décembre  1  (>  1  1 . 


J8«J 


CUAL'ITHE  I 


GENERALITES. 


1.  Prenons  un  groupe  non  comnintatif  (e),  dont  les  m  unités  z.x. 
[a,  P,  y  =  i,  2,  . . . ,  m\  se  multiplient  suivant  les  formules  |  les 
«vBy  étant  des  constantes  ordinaires,  réelles  ou  complexes), 


(i)  £ft£Y==Zj£«a« 


Py- 


Si  £  =  #y  est   le   produit  des  deux   quantités   hjpercomplexes 
x  =  2>  £B^8  et\X  —  /.Sy/yj  dans  l'ordre  indiqué  des  facteurs,  ou  a 

P  y 

(2)     .  Sa=^«a^y^/y 

Py 

2.    Nommons    wa,   .rp,  j^y,    trois  /?*  paramètres   quelconques   el 
F(w,  x,  y)  la  forme  tri  linéaire 

(  3  )  F(m,  x,y)  =  2_jaa  py  waa?p  yy . 

«Py 
soient 

c)»F  V 

1  r  dors  <y.rv     — ^  '  • 

a 

jtp       v 


a«  h- 


M.  Frobenius  [Indc.r,  I  )  introduit  trois  matrices  m-aires  : 
la  matrice  du  groupe 

S(.r,        S,        [s*y(x)]i 

la  mal rice  anl isl rophe 

T(j  I      T3      [<ap(j  »|. 
la  mal  rice  paraslroplie 

R|  u  i       Rw       |  /  ,   |  u  i|. 
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Le  groupe  (s)  esl  défini  sans  ambiguïté  par  une   quelconque  (l<- 
ces  trois  matrices. 

\\.  Désignons  par  fu  (x  \  y)  la  forme  bilinéaire  (1) 

z  a=(a7)a=ya«  p  y  a?p  y  ,  ; 
«P 


on  a 


La  connaissance  des  m  formes  bilinéaires  fa.(%\  y)  assure  sans 
ambiguïté  celle  du  groupe  (s)  et  l'on  peut  écrire 

(0  =  (/l>/*i   •••i/a>    •••,/,»)• 

Tour  (jue  (s)  soil  commulatif,  il  faut  et  il  suffit  que  chacune  des 
formes  bilinéaires  fa  soit  symétrique. 

i.    Rappelons  enfin  les  formules  [Index,  I) 

S(xy)  =  S^.Sr;         T(a^)  =  TrT.r, 
Sjc Ty  =  Tr  S.r         ou         Ru  S.r  =  T'x  Ra 

pour  xt  y,  u  quelconques,  dont  les  deux  dernières  expriment, 
l'une  ou  L'autre,  que  la  multiplication  est,  dans  le  groupe  (e),  asso- 
ciative. 

D'ailleurs  tout  système  de  m3  constantes  aapy,  telles  (pie  :  i°  S.r 
et  I  >  soient  échangeables;  2°  les  deux  déterminants  |pE —  Sx\  et 
|  A\  -  T y  |  soient  égaux,  à  pm,  définit  sans  ambiguïté  un  groupe 
pseudo-nul  (e). 

5.    Soit  B  =  (^afi)  mir  'Matrice  m-aire  quelconque  ;  posons 


Y„    =      >       Xft6„ft. 


-\i'->ap- 


P 


On  écrira  symboliquemenl  }  =  l>[Xj. 

\lors  nu  \oii  que  la  formule  (2)  du  n°  I  s'écrit 


(1) 


*r  =  ^'Irl  -  Ty[a?]. 
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(j.  (]  =  (cap)  étanl  une  mahice  invertible,  posons  (  Index,  [,  §  9) 

e  =  C  \z\  c'est-à-dire  Ep  =  ^SgCgft. 

a 
On  aura  #  =  G  [a?],  pour 

a  a 

et  les  formules  de   multiplication 

a 

Nommons  S,  T,  R  les  matrices  construites  avec  les  aapy,  comme  S. 
T,  R  sont  construites  avec  les  aaQy.  On  a  les  formules 

S,,=  G   'S(^)C,         Tr=C   »T(^)C, 
i\u=C  ÏÏ(a)C,         R'B=C   F(ïï)C 

avec  u  —  C'^mJ. 

Comme  la  forme  bilinéaire /a(a?,  y)  n'esl  pas  autre  chose  que  la 
coordonnée  (xy)a  de  xy,  on  a 

7a(*;J)  =    G[/(ar;  r)|, 
en  vertu  des  formules  ci-dessus. 

7.    Supposons  que   (e)   soit   un    groupe    pseudo-nul    et    prenons 
dans  (s)  la  quantité  liypercomplexe  quelconque  x. 

Nommons  t  le   plus  petit  entier  positif  tel  que  xa  =  o.  Comme 

S(o)  =  T(o)  =  o,  il  vient 

0  =  S(*»)=SS.«T(*»)  =  TS 

et 

|pK-S.,|  =  |PE-Tx|  =  p-. 

Une  certaine  puissance  de  Sr  et  T,.  est  nulle;  soient  p  el  '/  les 
entiers  positifs  ininima,   tels  que 

Sg  =  S(a?/')  =  o1         l  [■(«*)      ... 
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Les  formules  (l)  <lu  n"  ,'>  do  un  eut 

a?P+i=  SxP[x]  =  o,         ./•'/''_    ï>,|.r|  =  o; 


donc 


ff  1  />  H-  I ,  a  ^  <y  -4-  i 


Les  déterminants  |pE  —  S.,-|  ou  |pE  —  T,|  décomposés  en  leurs 

successifs     (Elementarteil&r)     donnent,    en    vertu    de     ihéories 

connues, 

|pE—  Sx\  =  pPpl>\  ...         p^p':..., 

\?\i-'lx\  =  ?<l  ?<,\  ...  (J  =  q'l.... 

Gela  fournit  la  manière  de  calculer/?  et  </.  Il  est  évident  que  si 
l'on  particularise  x  en  lui  attribuant  une  valeur  x  =  £  convenable- 
ment choisie,  on  peut  avoir  une  antre  décomposition 

|  p  E  —  S?  |  =  pCT  p^  .  ...         bj^w'^..., 

|PE-Tç|  =  pXpX',  ...         x*x'>. ... 

seulement,   en    vertu   même    de   lu   tbéorie   des    successifs,    nrS^, 

Voici  comment  on  s'en  assure  : 

Nommons  par  exemple  Aag(o;  x),  les  premiers  mineurs  dn  dé- 
terminant |pE — •  S^l,  |  a,  |3  =  i,  2,  ...,  m\.  On  aura,  par  déii- 
nition, 

*«p(p;  #)  =  pm -/'  ;  P<xpo(tf)  +  p.Papi(aO+"--  |, 

un  au  moins  des  m2  polvnomes  Paao(#)  étant  donné  ^  o.  Pour 
#  =  ç,  il  peul  se  faire  que  tous  les  polynômes  Paûo(£)î  Papi(ç)>  ••■■> 
PaS,J  iU)  soient  nuls  à  la  fois.  Les  Aap(p;ç)  sont  divisibles  par 
pi»-/H-Ai  sans  |'être  par  p™-p+h+\  <  [|  vient  alors  par  définition 
us  =  p  —  A  <  /> . 

I  )<:  même  poni'  le  déterminanl  |pE  —  T.r|. 


CHAPITRE  II. 

FORME   RÉDUITE. 

8.  Un  théorème  dû  à  M.  Gartan  (Index,  II,  35)  dit  ceci  :  dans 
(oui  groupe  pseudo-nul,  il  existe  (tu  moins  un  nombre  t\,  t\  /  o, 
tel  que,  pour  x  quelconque  dans  le  groupe,  on  ait  à  l<t  fois 

yrt  =z-fiX  —  o. 
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Alors  [formules  (i)  du  n"  o] 

o  =  SA[v]  =Tt,[a?]; 
comme  a;  est  quelconque,  il  vient  les  i  m2  équations 
Sr,=  0  =  sap(Tri),  T,,  =  o  =  *ap(T)) 

aux  m  inconnues  7ja. 

Ces  2  m2  équations  doivent  se  réduire  à  A  distinctes,  h<Cm, 
qu'on  peut  toujours  (6)  supposer  être  tj«  =  7j2  =  • . .  =t\h  =  «i 
"1A-  «  5  •  •  •  i  "*lm  restant  arbitraires.  Sr  et  T^  ne  contiennent  que 
'It,  • -.,  i\h\  par  suite 

pour   S/],aaRy=o         (pour  (3  >  A,  a  et  y  quelconques), 
pour  T-^,  aaQy=  o         (pour  y  >  //,  a  et  (3  quelconques  >; 

ttx$(y)  —  °         (pour  a  quelconque,  (3  >  //  i. 
.say(;r)  =  o         (pour  a  quelconque,  y>h). 

Sx  et  Tj  ont,   pour  #  et  y  quelconques,    leurs  ///    -  //  dernières 
colonnes  composées  de  zéros. 
Par  suite 

_ft(x)     o\        h  ^         fDÏL(y)     o 


\       h  T        ATi(r)    o\ 


$(#)     ojm  —  h'  \    yv  i     o      m       A 

A,     m. —  A,  A,     m  —  A, 

r(a?),  .OU  (y)  =  matrice  A-aire 

(i?(.r),  .^(y)=  Tableau  à  m  —  k  ligues  et  h  colonnes. 

9.    Les   matrices  S,    ei    I ',    son!   échangeables  (4)j   tes  matrices 

//-aires  £  Çv)  et  Wi(y)  le  sont  donc  aussi. 
Les  relations  (  n  ) 

IpE-S^l^lpE-Ty^p* 

entraînent,  |  Ll^  =  A-aire  unité  ! 

\9Eh      &(x)\       |pEA— OIL(jr)| 

Donc  (n"  I,  ///  ////<•  )  m./)  <•/  Dn<  d  \o///  la  matrice  et  la  ma- 
trice antistrophe  oV un  groupe  (2r)  h-aire  et  pseudo-nul,  uuj 
h  unités  '-i z/,. 

On  peut  reprendre  sur  (3f)  le  inènie  raisonnement  que  su 

XL. 
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les  mêmes  considérations  <|u<'  précédemmenl  (  lndex%  I \  ,  l(>  à  22). 
On  arrive  ainsi  à  diverses  propositions  <jue  j'énoncerai  sans  dé- 
monstration et  (|ui  sont  la  généralisation  de  ce  qui  se  passe  pour 
les  groupes  commutatifs. 

10.   S,,  ei  T,  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  réduite 

o 

p1\     <) 


S.r  = 


Pli     Pli      ■     Pï\). 


/'/.  i 


/'>.,).      1  » 


Pkjc     1       <> 


?2I         «      J> 


où  /o.fj,  =  p^(x)  et  ryxjj.  =  <"/i\j.(y)  s<)îl1  des  Tableaux  à  «•>,  lignes  et 
4',;  colonnes  empruntées  respectivement  à  Sx  et  Tj,  avec 
m  =  g{  -t-  g2  +  ...  -+-#•*,   |X,  |x=  i,  2,  .. .,  A-j,  £</w.  De  plus, 

pxn(^)  =  <?>(»  =  °  Pour  p =*• 

Si  I  on  considère /?X[a ou  qy»  comme  une  lellre  unique,  on  a  deux 
matrices  A-aires 

qui  sonl  respectivement  le  eanevas  de  Sx  et  de  Tr. 
II.  (  )n  répartira 


Les  unités  i-x. en  systèmes 

Les  \  ariables  r.x » 

Les  variables  ya. » 

Les  loi  me-  bilinéairesya(a7,  y) .  » 

(a  =  i,  2,  . . .,  m)  (X=  i,  2, 


de  la   même  façon  que  précédemmenl  (Index,  IV,  18),  le  système 
d  indice  a  éiani  à  ^>  termes. 

On  dna  que  l'entier  a,  pris  dans  la  suit**  i,  2,  ...,  ///,  appar- 
tient à  l'indice  k,  pris  dans  la  suite  X=i,  2,  ...,/»,  si  xa,  par 
exemple,    figure    dans    le   système    V->,.    Pour    mettre  en   évidence 
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les  k  entiers  g\,  on  emploiera  la  notai  ion 

(e)  =  i  x\  »   •  •  •  '  xg\  î  ^gt-Mh   •  •  •  '  ^ftH  a-,  '■   •  •  .  j   •  •  •  >  •'r>//    ii  ^/n  i  • 

A 11 1 rement  dit,  on  séparera  : 

i°   Par  le  point  el  virgule,  les  différents  systèmes  A,  : 
2°   Par   la   virgule,    les  différentes  variables  xa  d'un  même   sys- 
tème A^x- 

12.  On  aura  encore  (Index,  IV,  20)  la  proposition  que  voici  : 
le  produit  (V une  unité  du  système  C^  pur  une  unité  du  sys- 
tème Cv  ne  dépend  que  des  unités  de  Cx,  &\+\ O,*  où  X  dé- 
signe le  plus  petit  entier  qui  dépusse  et  la  fois  u.  et  v. 

13.  Les  formes  bi linéaires  ya (a?;  j/)  du  système  $}  ne  contiennent 
que  les  variables  des  systèmes  A'-,,  eX2,  .  . .  ,  3C«x.  i  cl  .5,,  A\>,  .  .  .  , 
;Tx- i  •  Si  une  variable  xx  de  <%x~i  ne  figure  dans  aucune  des  expres- 
sion s fa (x)  y)  de  cfx,  alors  la  variable ya  de  ^x~i  figurera  sûremenl 
dans  une  au  inoins  des  formes  bilinéaires  fa(%  5  y)  àe  &\. 

Cela  résulte  immédiatement  du  raisonnement  du  paragraphe  8. 

CHAPITRE  III. 

PROLONGEMENT   HUN    GROUPE. 

II.  Je  dirai  qu'un  groupe  (Ç)  pseudo-nul  el  (m  -H  m-. hic  ;»  la 
forme  /  (Index,  IV,  27)  si  l'on   a,  pour  un  nombre  quelconque  x 

•''  S//;  i  1  —    ~/n  i   I  •/'     —  O. 

Tout  groupe  peut  être  mis  sous  lu  forme  Z,  car  toui  groupe 
peut-être  mis  sons  la  forme  réduite,  laquelle  n  esl  <pi  un  cas  par- 
ticulier de  la  forme  Z. 

Un  groupe  conserve  la  forme  Z  après  transformation  par  une 
collinéation  (Index,  IV,  27) 

l>    o  \  /// 


///      ;  . 


laquelle,  laissanl  Zm+i  fixe,   soumel   les   ///  premières  unités  à   une 
collinéation  quelconque  wi-aire  IK 


—  1%  — 
15.  Si,  pour  x  quelconque  xtm_K  =  i,n   j x  =  o,  on  ;i 

O  =  £p  £//,-(_!  =  E/n-M  £(-i      ' 

Nommons  s,  el  5-  la  matrice  el  la  matrice  antistrophe  du 
groupe  {/ti  -+-  i)-aire  (Ç).  On  voil  que  -S,,  et  Sy  ont  leur  dernière 
colonne  composée  de  zéros  : 


m 

E,.  = 

iT 

m 

i 

m 

I 

Le  même  raisonnement  qu'au  n°  9  montre  que  S.r  el  T^  sont 
la  matrice  et  la  malrice  antislrophe  d'un  groupe  m-aire  (e) 
pseudo-nul. 

On  dira  encore  (Index,  IV,  2J))  que  le  groupe  (Ç)  est  le  prolon- 
gement du  groupe  (e),  qu'on  passe  de  (s)  à  ÇÇ)  par  prolongement, 
qu'on  obtient  (*Q  en  prolongeant  (s),  etc. 

16.  (Ç)  reste  le  prolongement  de  (e)  quand  on  fait  intervenir  la 
collinéation  (m-hi)-aire  G  du  n°  14.  On  peut  profiter  de  l'indé- 
termination de  la  collinéation  m-aire  1),  qui  transforme  (s),  pour 
mettre  (e)  sous  forme  réduite.  Donc  encore  (Index,  IV,  80)  tous 
les  groupes  (m  -{-  \)-aires  pseudo-nuls  s'obtiennent  en  pro- 
longeant des  groupes  pseudo-nuls  m-aires,  mis  sous  forme 
réduite. 

17.  Voici  comment  (Index,  IV,  31)  s'opérera  le  calcul  effectif 
du  groupe  prolongé  (Ç),  le  groupe  (e)  étant  supposé  connu  et 
pris  sous  forme  réduite. 

(  )n  a  à  exprimer  que  les  deux  matrices  (m  -fe-  i)-aires  Sx  et   cr 
15)  sont  échangeables.    Les  deux   matrices   ///-aires  S.r  et  Tr  le 
sont  déjà  par  hypothèse.  On  n'a  donc  plus  qu'à  écrire  les  m  éga- 
lités | p  =  i,  2, ... ,  m | 

p 
où  :  --  (3  -+-  i ,  3-1-2,  . . . ,  ///,  pu  i  si  pic,  dans  les  matrices  Tr  et  S,, 
sonl   nuls   les  éléments  où  le   premier  indice   ne  surpasse  pas  le 
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second.  Cela  résulte  de  la  forme  réduite.  Les  formules  (o)  déve- 
loppées sont 

p      X  p.  p      y.  X 

Identifions  de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  x\yu,\  il  vient 

y ,  am+\,\p  ap^[J-==  J\  ûfm+l,p(l.^pXp  ! 

P  P 

sont  connus  tous  les  coefficients  aa$y  où  a  <  m  -f-  i,  puisque  ces 
coefficients  figurent  dans  le  groupe  (e).  Posons  am+l^y  =  b^.  Les 
a?î2  quantités  £>py  |[iS,  y  =  i ,  2,  . . . ,  m\  sont  ceux  de  la  forme  Inli- 
néairc/,/H.,  (xx,  .  .  . ,  xm  ;  j,,  .    . ,  jw). 

18.  Tout  compte  fait,  on  a  à  résoudre  par  rapport  aux  m-  incon- 
nues   /ypy    le   système  des   /?î3   équations   linéaires  et    homogènes, 

|P=  i,  2,  ...,  wj 

p  p 

(  p  =  m,  m  —  1 ,  .  . . ,  (3  -+-  1  ;   X,  p  =  i,  2,  ,. . . ,  m). 


CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS. 

19.  J'ai  construit  (Index,  IV,  L2'<)  à  2o)  lesgroupes  commutatifs 
et  pseudo-nuls,  pour  lesquels,  dans  la  forme  réduite  (10),  k  =  m 
et  tous  les  ^xsont  égaux  à  l'unité.  Ces  groupes  se  confondent  avec 
les  groupes  commutatifs  et  pseudo-nuls  de  rang  maximum,  c'est- 
à-dire  avec  ceux  où  la  matrice  S,,  a  le  rang  maximum  m  —  1.  Ou  a 
pour  la  forme  réduite  Sak(x)  =  X&    p. 

!2().  On    va    montrer    que    tOUS    les   groupes,  OÙ  tous  les  u )  sont 

égaux  à  V unité,  sont  des  groupes  commutatifs.  On  ue  parle, 
bien  entendu,  que  des  groupes  pseudo-nuls. 

Faisons  d'abord  m  =  2  et,  avec  les  notations  du  n°  II, 
(s)  =  (./:,;  a;a).  Alors/,  (x\y)  =  o,  /a(a  :  .t  )       a9n  J?lty,.  Les  deui 
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formes  bilinéaires  f'-/L\.i  ;  y)  son!  symétriques  el  le  groupe  esl  com- 
ninhilif  (3). 

Moulions  que,  si  la  proposition  esl  vraie  pour  ///  —  i ,  elle  est 
vraie  aussi  pour  /n . 

Il  v>\  évidenl  Que,  pour  construire  le  groupe  ///-aire  cherché, 
il  l.iui  prolonger  le  groupe  coinmutatif  [/n —  i)-aire  de  rang 
maximum. 


^21.  On  a  à  appliquer  les  formules  des  n"s  17  et  IX,  en  chan- 
geant m  <'n  i)i  —  i . 

Il  I  au  i  calculer  les  coefficients  de  la  forme  lu  linéaire  y»*  (#  ;  y), 
où   ne  peuvent    figurer  ni  xm,  ni  r,„,  mais  où  figure  effectivement 

unr  au   moins  des  deux  variables  ./,„    ,   el .  y  ni    ,   des  systèmes  X>m    ( 
el  fym    i  (!'>)•  0°  ne  peul  donc  avoir  simultanément 


•s'  /// .  m     I  (  #  ) 


"A 


ày 


/h  /»  i 


m     I 


(y) 


<>/,. 


<>'■„,  i 


^1.  Exprimons  que  les  deux  matrices  S.r  et  Tr  du  groupe 
/«-aire  cherché  sont  échangeables.  Il  suffira,  en  vertu  de  la  théorie 
du  prolongement,  d'exprimer  <jiie  (Sa-Ty.)mft  =  (Ty-S/p)OTs,  pour 
[3  =  i ,  2,  . . . ,  m  —  2,  car  on  a  évidemment 

O  =  (  o.t  1  y  )/n  m=z  \    'v^.i'  )  m  tu  =  \&x  '  y  hn,  i:  —  l  z=z  \  '  >  -^.r  )/;/,  m— 1  • 

Il  vient  ainsi  les  />/  —  2  équations 


<:•-> 


\ 


2- 


,p  (  »  )  *ppM  y  )   =2jtm^{  y  )  Sa$  (  ■'■  ) 


P     ) 

(  ( p,  cr  =  p  -h  1 ,  ^  -h  2, m  —  !  :   p  =  1 ,  2,  . . . ,  m  —  2 ). 

Les  deux  sommes  comprennent  />/  —  1  —  [3  termes. 


-2:!.  Posant 


im#{x)=  —  -    Sp(#), 

*,„,<x(r)  =  7^  =*ff(,r), 


ci    remarquanl    que  |  19  )   s    .<  <  y  I        1,,   p,    ou    écrira 
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plus  simplement 

p  » 

Tout  compte  lait,  les  expressions  sp(#)  et  ^(y)  sont  liées  par  les 
m  —  2  relations,  |  P  =  i ,  2,  .  .  . ,  jw  —  2  | 

[PJ  r«  *p+iO,>  +  ./2  *p+«(a?)  ■+-■  ■•  +  //«-  i_p*w_i(a?) 

=  a?i*p-M(^")H-..  .+  *»-i-p  tm    i(y). 

24.  Désignons  par  Qa(#  ;  y)  =  Q^K  ;  x)  la  (orme  Lu  linéaire 
symétrique   #ltya_<  +  ^2^2  +  -+^-iJr 

Lemme. —  On  a  s?(x)  =  t9(x)  =  Q/M+1_p  (K ;  r),  A\v  K  éltmJ 
des  constantes. 

Je  dis  que  Je  lemme  est  vrai  pour  p  =  m —  i.  En  effet,  la  rela- 
tion [fi]  ci-dessus  donne 

Ou  ne  peut  avoir  (21) 

s,„,m- -i(#)  =  ■»■/«  iO)  =  tm%m  iO0=*«i  iO0  — °; 

doue 

*»-i(a?)  =  <m-i(a?)  =  *i#i  =  Q2(K;  ^f), 

ce  qui  est  conforme  au  lemme. 

On  va  établir  que,  si  le  lemme  est  vrai  pour 

p  =  m  —  i ,  m  —  2,  . . . ,  [i  -h  2, 

il  est  vrai  aussi  pour  8-f-i,  c'est-à-dire  que  le  lemme  esl  vrai 
pour  p  =  m  —  i ,  ni  —  2,  . . . ,  3,  2. 

Cela  suffit  pour  établir  la  symétrie  de  la  forme  bilinéaire 
fm(x\ y)i  c'est-à-dire  la  commutabilité  du  groupe  ut-aire. 

En  effet,  «les  égalités 

Sp(^)  ==  S  l»Ç\X)  =    f  j  (f  ni  xp-f'jL 

X 

10   =    7.,      ) ///     —  1) 

^^ 

tpi  •''>  —  *mpl  X  |        7  «mpa^o 

a 

on  tire 

a»iap      "/'/oa        (a  =  i,  2 m  —  i  ;  p      a,  3 m       i 
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la  symétrie  de  la  forme   bi linéaire  (m     -  i)-aire  fm(&\  V)   devienl 
évidente. 

20.  Si   le  lemme  esl   supposé  vrai  pour 

p=P  +  2,f  +  3,    ..MW  l. 

la  relation  [p]  du  n°  23  devient 

[Pi]  ri*p+i(*)-i-o(r;  ^)  =  ^i-^+i(JK)H  Û(»ï^), 

où 

Q<  r;  a?)  =j2Qm-j  -p(K;  a?)H-<y8Q/«-ï-p(K;  a?) -h... 
+  />'///    i   pQî(K;  .r) 
=  /2(Ki^„.-2-p+K2r/(,   3   pH-K307//l_4_p-h... 

H-  7s  (  K  i  a?w-3   p  +  K2  xm    ■,    p  4-  K3  a7OT_5_p  -+-... 
-+■  Km_4_pa72-j-  Km_3_p.r1)+.  . . 
H-\T/»-2-P(Kia72+  K2a7i)  + ■  ym-i-$Kxxx 
=  Ki (a?, 7/rt_!   p  +  .r2 y,„   2-  p  + .'. . H-  a?v«-  3   p/3  ■+-  Vm-z-pyt) 

-+-  Km_2_pa?lt^2 
=  K,[Q,„_p(a7;7)  —  y1xm   p_ ,  | 

+  K2[Qm-l  -pOi  j)~  Jl^/M  -2_p]+... 

-h  Kw_2_p[Q3(a?;  jk)  —  jki^-.  j 
=  *(^;7)  --^i(Kia7w_p_1+  K2;r„t_p_,-4-. .  .-+- K,„_2_pa?j), 


ou 


*(>;  r)  =  *(>■;  ^)  =  KiQm-^(r;  #)+...-+-  K,n_2_pQ3(a7;  j). 


^(i.  Transportons  dans  la  relation  [Pi]  ci-dessus  les  expressions 
de  !>''./■;  r)  el  de  Q  (y]  x)  qui  viennent  d'être  construites.  L'expres- 
sion symétrique  <!>  en  .#  et  r  disparaît  de  pari  el  d'autre  et  il  reste 
la  relal ion 


[pi] 


yi[sp+i(x)  —  K,a7m_p_i  — . . .—  K„,_p_2a;2] 
=  ^i[^+i(r)—  Ki^/«-p-i— •••—  K/H_p_272], 


Introduisons  la  constante   arbitraire  K-^-Q-i  5  'a  condition  |  (32] 

donne 

,.  /•  i  =  qm  p<  ./•;  k  »,      ^n-i(r)  =  Q/n  p(r;  K  >• 


C.   O.   F.    I). 
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SUR  LES  SYSTÈMES  DE  DEUX  FONCTIONS  UNIFORMES  DUNE  VARIABLE 
LIÉES  PAR  UNE  RELATION  ALGÉBRIQUE; 

Pau  M.   Emile  Picaiid. 

I.  Mon  attention  s'est  reportée  récemment  sur  une  proposition 
générale  que  j'ai  donnée  jadis  ('),  d'après  laquelle  il  ne  peut 
exister  de  relation  algébrique  de  genre  supérieur  à  un  entre 
deux  fonctions  uniformes  d'une  variable  ayant  un  point  sin- 
gulier essentiel  isolé. 

Comme  je  viens  de  l'indiquer  dans  les  Comptes  rendus  (2),  la 
méthode  suivie  peut  être  utilisée  pour  démontrer  une  proposition 
analogue  à  celle  par  laquelle  M.  Landau  a  généralisé,  en  iqo4,  mon 
premier  théorème  sur  les  fonctions  entières.  J'ai  obtenu  ainsi  la 
proposition  suivante: 

Soit 

une  courbe  de  genre  au  moins  égal  à  deux.  Gonsidéranl  un  point 
(a,  b)  de  cette  courbe,  on  mel  à  la  place  de  ./■,  dans  l'équation  i  i  >, 
une  (onction  méromorphe  de  g  dans  un  certain  domaine  autour  de 

l'origine,  dont  le  développement  laylorien  dans  le  voisinage  de 
z  =  o  est  donné  par  la  formule 

X  -     a     i    a  {  z    h  .  .  . . 

On  tire  de  (i)  la  fonction  y  de  z,  prenant  pour  ;  =  o  la  valeur  b. 
Les  deux  fonctions  x  et  y  de  z  ne  pourront  être  simultanément 
méromorphes  dans  un  cercle  ayant  V origine  pour  centre  et  un 
rayon  supérieur  à  R(«,  r/,),  expression  qui  dépend  seulement 
île  a  et  de  <7,,  et  nullement  des  autres  coefficients  du  dévelop- 
pement de  X. 

Gel  énoncé,  <|m   présente  une  analogie  évidente  avec  la  propo- 

(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques t  i883,  cl    Icta  math  r,  i    \l. 

,887. 
(  ")  Comptes  rendus,  i5  janvier  191  1. 

\i..  „  1  1 
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si  lion  de  M.  Landau,  en  diffère  par  le  fait  qu'il  n'y  a  pas  à  envi- 
sager in  de  valeurs  exceptionnelles. 

!2.  Le  théorème  précédent  peut  être  généralisé  en  utilisant,  au 
heu  de  la  fonction  X(#,  y)  de  ma  Communication  des  Comptes 
rendus )  une  autre  fonction  de  même  nature.  Je  rappelle!  que, 
élanl  envisagée  la  courbe  (i)  de  genre  au  moins  égal  à  deux,  il 
résulte  de  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  de  M.  Pôincaré 
qu'on  peul  former  une  fonction  \(x,y)  du  point  analytique  (oc, y), 
bolomorphe  dans  le  voisinage  de  tout  point  de  la  surface  de  llie- 
mann  correspondant  à  (i),  et  pour  laquelle  le  coefficient  de  f  est 
toujours  positif.  Les  diverses  déterminai  ions  de  \(x,y)  se  dé- 
d  m  seul  d'ailleurs  de  l'une  d'elles  par  des  substitutions  linéaires  et, 
de  plu>,  l'inversion  de  X  conduit  à  exprimer  x  et  y  par  des  fonc- 
tions automorphes. 

\u  lieu  d'employer  la  fonction  â(#,  y)  dans  les  raisonnements, 
on  peut  utiliser  une  fonction  iz(x,y)  jouissant  de  propriétés  ana- 
logues, sauf  qu'elle  admettra  sur  la  surface  de  Riemann  des  points 
singuliers  de  nature  logarithmique 

(2)  (at,  Pi),     («.,Pt),      •••>     («f»P#)» 

l'entier  g  étant  quelconque. 

Considérons  maintenant  deux  fonctions  x  et  y  dune  variable  z, 
satisfaisant  à  (  i),  m.éromorplies  à  l'intérieur  du  cercle  C  de  rayon  K 
ayant  l'origine  pour  centre,  et  telles  (pie  le  point  (x,  y)  ne  coïn- 
cide dans  ce  cercle  avec  aucun  des  points  (a^,  [3^)  de  la  suite  (2). 
Substituons  alors  dans  la  fonction  —  (x,  y  ),  à  la  place  de  x  et  y, 
les  fonctions  méromorphes  de  z  dont  il  vient  d'être  parlé;  la 
fonction  -  devient  une  fonction  de  z,  holomorphe  dans  le  cercle  C, 
et  le  coefficient  de  i  dans  cette  fonction  est  positif. 

Il  n'y  a  plus  alors  qu'à  raisonner  comme  dans  ma  Note  citée 
pour  voir  que  le  rayon  R  est  inférieur  à  une  certaine  fonction 
de  a  et  de  at,  en  désignant  toujours  par 

X  =  a-h  CL\Z  -\-, . . 

le  développement  taylorien  de  ./  dans  le  voisinage  de  z  =  o. 

En  particulier,    les  q  points   (a,  P)   peuvent   être   les  11  points  à 
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l'infini  de  la  courbe  (supposée  de  degré  /i),  et  alors  les  fonctions 
envisagées  x  el  y  sont  holomorphes  dans  le  cercle  G. 

On  remarquera  que  si  q  =  o,  on  a  le  théorème  des  Comptes 
rendus.  Si  la  courbe  était  de  genre  zéro  (cas  exclu),  le  nombre  q 
serait  au  moins  égal  à  trois,  et  Ton  aurait  le  théorème  de 
M.   Landau. 

3.  Indiquons  une  autre  conséquence  du  même  genre  d'analyse 
dans   un  ordre  d'idées    différent.    Divers   géomètres  ont  indiqué 

d'importants  théorèmes  sur  la  convergence  des  suiles  des  fonc- 
tions (').  En  laissant  de  coté  le  théorème  élémentaire  de  Weier- 
strass,  nous  avons  d'abord  le  théorème  donné  par  Stielljes  dans  son 
célèbre  Mémoire  sur  les  fractions  continues,  qui  nYsl  d'ailleurs 
qu'un  cas  particulier  d'un  ihéorème  plus  récent  de  M.  Vilali,  sus- 
ceptible d'être  ainsi  formulé  :  soient  les  fonctions 

holomorphes  dans  le  cercle  G  de  rayon  un,  et  telles  que  I  on  ait, 
quel  que  soit  n, 

fêlant  un  nombre  fixe.  On  suppose  que  J'n(z)  ait  une  limite  pour 
une  infinité  de  points  de  G  ayant  au  moins  un  point  de  conden- 
sation à  l'intérieur  de  C.  Dans  ces  conditions,  fn(z)  a  une  limite 
pour  tous  les  points  de  l'intérieur  du  cercle,  et  cette  limite  est 
une  Jonction  liolomorphe  de  z  à  l'intérieur  de  G. 

Dans  leur  Mémoire  cité,  MM.  Garalhéodory  et  Landau  font  con- 
naître un  théorème  remarquable  pour  lequel  l'énoncé  est  celui  de 
M.  Vitali,  sauf  que  la  condition 

\fn{*)\<g 

est  remplacée  par  la  condition  qu'aucune  des  fonctions  /. 
ne  prend  dans  le  cercle  (  \  les  valeurs  a  et  h  (a  et  b  étant  deux 
constantes  distinctes). 

(')  Voir,  pour  la  bibliographie,  un  Mémoire   récent  de   MM.  Carathéodorj  el 
Landau    [Beitrdge  :ui-  Convergenz  von    Funktionenfolgen  (Con 
de  l'Académie  <tes  Sciences  de  Bcrtin,  18  mai  1911)].  On  consultera  aussi  su 
sujrt  deux  importantes  Notes  de   M.   Monte!  [Comptes  rendus  de  /'  1 
des  Sciences  de  Paris,  20  novembre  el  26  décembre  rgn). 
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i.  Nous  devons  nous  attendre  à  avoir,  dans  le  domaine  des 
courbes  de  genre  supérieur  à  un,  un  théorème  analogue  à  celui 
de  MM.  Caralhéodorj  d  Landau,  mais  où  Vénoncé  n'aura  pas 
à  envisager  des  valeurs  exceptionnelles. 

Reprenant  la  courbe  (i),  soienl 

l'-i,ri),     ••-,     (a?fl»/n),     ••• 

<\c>  couples  «le  louchons  de  la  variable  s,  méromorphes  dans  un 
cercle  C  ayant  l'origine  pour  ce  ni  re  et  satisfaisanl  à  l'équation  (i). 
Nous  allons  établir  le  théorème  suivant  : 

Si  le  couple  {■(',/,  j'/i)  a  une  limite  pour  une  infinité  de  points 
de  (  \ possédant  au  moins  un  point  de  condensation  à  l} intérieur 
de  C,  le  couple  (xn,yn)  aura  une  limite  pour  tous  les  points  de 
l'intérieur  de  C,  et  les  coordonnées  de  ce  couple  limite  sont  des 
fonctions  méromorphes  de  z. 

Il  suffira  de  reprendre  la  (onction  \(x,y)  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut,  ou  plutôt  la  combinaison  déjà  utilisée 

\{x,  y)  —   ~k(a,b) 

M*, y)  —  ^o(«,  *)' 

en  désignanl  par  (r/,  b)  un  poinl  déterminé  de  la  courbe,  et  repré- 
sentant pai-  X0(a,  b)  la  quantité  conjuguée  de  X(«,  b). 
La  fonction  de  z 

l(ÇCn,yn)  —     X(",  b) 

Mxn,yn)  —  >o(«,  b) 

est  une   fonction  (\„{z)  holomorphe  dans  le  cercle  C,  et  dont  le 

module  esl  inférieur  à  l'unité.  Nous  obtenons  ainsi  une  infinité  de 

fondions 

GiO),     G2(2),     ...,     Gn(z),     ... 

holomorphes  dans  <.  el  pour  lesquelles 

\Gn(z)\<i. 

On  pcul  alors  leur  appliquer  le  théorème  de  M.  Vitali,  puisque 
G„(z),  comme  le  couple  (jp/n  \',t).  a  une  limite  pour  une  infinité 
de  points  du  cercle  C  possédait I  au  moins  un  poinl  de  condensation 
dans  C.    I  )<•  la  limite  de  Gn  se  déduil  de   suite  l'existence   de  la 


-  20o  — 

limite  dn  couple  (■rll)yn),  puisque  l'inversion  de  ),  se  fait  d'une 
manière  uniforme.  Le  reste  de  la  démonstration  est  immédiat. 

O.  On  pourrait  multiplier  les  exemples  d'extension  aux  courbes 
de  genre  supérieure  un  de  résultats  établis  pour  une  seule  fonc- 
tion uniforme.  Ce  <pi<'  ces  extensions  présentenl  de  curieux,  c'est 
(pie  des  énoncés,  où  devait  être  admise  L'existence  de  valeurs 
exceptionnelles,  ne  portent   plus  trace  de  valeurs  de  celte  nature. 


LES  FONCTIONS  MONOGÈNES  NON  ANALYTIQUES; 
Par    M.    Emile    Bon  II.. 

I.  —  Le  domaine  d'existence. 

Notre,  but  étant  de  définir  les  fonctions  monogènes  dans  des 
domaines  plus  généraux  que  ceux  considérés  jusqu'ici  dans  la 
théorie  des  fonctions  analytiques,  il  est  nécessaire  d'étudier 
d'abord  les  propriétés  de  ces  nouveaux  domaines. 

J'appellerai  domaine  weierstrassien%  ou  domaine  \\\  un 
domaine  dans  lequel  peut  être  définie  une  fonction  analytique,  au 
sens  de  Weierstrass.  J'appellerai  domaines,  de  Cauchy^  ou 
domaines  C,  en  l'honneur  du  créateur  de  la  théorie  des  fonctions 
monogènes,  les  domaines  plus  généraux  que  les  domaines  \\  ,  et 
dans  lesquels  peut  être  définie  une  fonction  monogène  uniforme. 
Mous  verrons  que  les  propriétés  essentielles  des  fonctions  mono- 
gènes dans  les  domaines  (]  que  nous  définissons,  sont  les  mêmes 
que  dans  les  domaines  \Y  ;  ceci  n'exclul  pas  la  possibilité  de  défi- 
nir des  domaines  G'  plus  généraux  encore  que  nos  domaines  G.  I  n 
d'autres  termes,  nous  ne  pouvons  pas  affirmer  que  notre  généra- 
lisation embrasse  toutes  les  fonctions  monogènes  uniformes  :  mais 
elle  nous  conduil  à  définir  une  classe  C  de  telles  fonctions,  classe 
plus  générale  que  la  classe  \\  des  fonctions  analytiques  de 
\\  eierstrass. 

Je  me  bornerai  à  exposer  la  définition  des  domaines  C  dans  un 


—  206  - 

c;is  particulier;  si  l'on  utilise  un  ihéorème  (jue  j'ai  démontré  sur 
les  ensembles  de  mesure  nulle,  d'après  lequel  loul  ensemble  de 
mesure  nulle  peut  êlre  défini  au  moyen  de  points  fondamentaux  et 
de  (loin a  mes  d'exclusion,  on  reconnaît  que  le  cas  particulier  exposé 
se  généralise  beaucoup. 

Considérons  un  domaine  W;  ce  sera,  pour  fixer  les  idées,  un 
cercle  de  rayon  2  (\  z\  <^  2)  et  considérons  un  domaine  intérieur 
dans  lequel  sont  définis  des  points  fondamentaux  en  infinité 
énumérable,  qui  peuvenl  être  denses  partout;  pour  fixer  les  idées, 
nous  admettrons  que  ces  points  fondamentaux  a„  sont  les  points  à 
coordonnées  rationnelles  intérieurs  au  cercle  |  z  |  <<  1 .  INous 
admettons  qu'à  chaque  point  an  est  attaché  un  nombre  positif  /•„, 
ces  nombres  rn  tendant  très  rapidement  vers  zéro  lorsque  //  croît 
indéfiniment;  nous  préciserons  plus  loin  ce  mode  de  décroissance  ; 
pour  l'instant,  nous  admettrons  seulement  (pie  le  reste  de  la  série 
convergente  /•,  -f-  /*2  -f-  ...  -h  i'n  H-  •  .  .  est  inférieur  au  quart  du 
dernier  terme  conservé  :  nous  appellerons  domaine  (]p  le  domaine 
obtenu  en  excluant  du  domaine  VV  les  points  intérieurs  aux 
cercles  Spjfl  définis  comme  il  suit.  Considérons  les  cercles  S'„ 
ayant  pour  centres  les  points  a„  et  pour  rayons  respectifs  —  ;  le 
cercle  S,5„  a  pour  centre  a{,  et  son  rayon  est  le  plus  petit  des 
nombres  compris  entre  — -  et— ^  et  tel  qu'il  ne  coupe  (')  aucun 

des  cercles  S' „  (p^>  1);  ces  divers  cercles  sont  donc  ou  intérieurs 
à  S,  a  (en  y  comprenant  ceux  qui  sont  tangents  intérieurement),  ou 
extérieurs  à  S,5„  (en  y  comprenant  ceux  qui  sont  tangents  exté- 
rieurement). Nous  ne  tiendrons  plus  compte  des  cercles  intérieurs, 
et  nous  désignerons  par  ak  le  point  fondamental  de  plus  petit 
indice  correspondant  aux  cercles  extérieurs;  le  cercle  S25„  aura 
pour  centre  ak  et  son  rayon  sera  le  plus  petit  des  nombres  compris 

entre  -~  et  — ^  tel  qu'il  ne  coupe  aucun  des  cercles  S^,,  (/>  >  Ar2);  il 

ne  coupe  pas  non  plus  le  cercle  S,?//  et  ne  lui  est  même  pas  tangent 


(')  Ceci  est  possible  en  vertu  de  l'hypothèse  i\~>  \  2.  rn  M11'  entraine  : 

2 

—±->   2     \       _i. 

jP  +  1  J^     ;!• 


£2 


—  207  — 

extérieurement,  puisque  son  rayon  est  certainement  inférieur  au 

rayon  -^  du  cercle  S/^rt,  et  de  même  il  est  extérieur  aux  cercles  S/W, 

d'indice  p  inférieur  à  /:2,  car  ces  cercles,  d'après  la  manière 
dont  ah  a  été  choisi,  sont  intérieurs  à  S,„.  On  définira  de  même 
le  cercle  S:$rt,  etc.,  et  l'on  voit  que,  si  l'on  désigne  par  GJ  le 
domaine  obtenu  en  excluant  les  points  intérieurs  aux  cercles  S  „, 
et  par  C^  le  domaine  obtenu  en  excluant  les  points  intérieurs  aux 
cercles  Sp,fn  tous  les  points  de  C^  appartiennent  à  C^,  tandis 
que  tous  les  points  de  Gp  appartiennent  à  C',+,  ;  la  considération 
des  domaines  G^  est  donc  équivalente  à  celle  des  domaines  G^  et 
évite  les  difficultés  qui  proviendraient  des  intersections  des  cercles. 
Les  points  des  circonférences  S/M,  sont  dits  constituer  la  fron- 
tière de  G;, ;  les  points  de  Cp  qui  n'appartiennent  pas  à  cette 
frontière  sont  dits  intérieurs  à  C^  ;  il  importe  d'observer  (pie  nous 
prenons  ici  le  mot  intérieur  dans  un  sens  différent  (\\.\  sens  usuel 
dans  la  théorie  des  domaines  W  :  il  n'existe  pas  en  général  de  cercle 
ayant  son  centre  en  un  point  intérieur  et  dont  tous  les  points 
soient  intérieurs.  Les  points  de  l'ensemble  C^,,  situés  à  l'intérieur 
du  cercle  de  rayon  i  forment  un  ensemble  parfait,  qui  peut  être 
considéré  comme  l'ensemble  dérivé  de  l'ensemble  de  ses  points 
frontières  S^,,.  Le  domaine  C  est  par  définition  l'ensemble  de 
tous  les  points  tel  que  chacun  d'eux  soit  intérieur  à  un  C^,;  comme 
les  points  de  Cp  (y  compris  la  frontière)  sont  évidemment  inté- 
rieurs à  C/,+,,  il  serait  indifférent  dans  cette  définition  de  C  de 
considérer  les  points  de  la  frontière  de  Cp  aussi  bien  que  les  points 
intérieurs;  mais  il  nous  sera  plus  commode  de  n'avoir  à  considérer 
que  les  points  intérieurs.  Le  domaine  G  n'esl  pas  parfait,  puisqu'il 
ne  contient  pas  les  points  an,  qui  en  sont  des  points  limites.  Il  est 
aisé  de  voir  que  l'ensemble  (de  mesure  nulle)  des  points  qui 
n'appartiennent  pas  à  C,  a  la  puissance  du  continu.  Mous  dirons 
qu'un  domaine  T  est  inférieur  (')  à  G,  lorsque  tous  les  points 
de  T  apparlicnnenl  à  un  même  CL,  d'indice  fixe.  Parmi  les  domaines 
intérieurs  à  G,  nous  considérerons  à  peu  près  exclusivement  les 
domaines  G/(  :  tous  les  points  de  G/t  sont  intérieurs  à  G/(+.,. 


(')  Rappelons  encore  une  lois  que  le  mot  intérieur  ;i  i«'i  un  sens  différent  <tc 
celui  qu'on  lui  donne  habituellement,  ei  en  particulier  dans  la  théorie  des 
domaines  W, 
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I  .<•  domaine  G  sera  <lii  appartenir  à  la  classe  (C)  des  domaines  de 
Gauchy  que  n  (Mis  étudions  ici  si  les  nom  lires  rn  sonl  tels  qu'on  a  (  ') 

i  i  |  lira —  o, 

log  log  log  — 

'  // 

II  csi  clair  que  si  celle  condition  esl  vérifiée  pour  deux 
domaines  Cel  I),  elleest  vérifiée  pour  la  partie  commune  à  Gel  D. 

En  même  temps  <pie  les  domaines  Cp  et  C,  nous  considérerons, 
comme  moyen  auxiliaire  de  démonstration,  des  domaines  que 
nous  appellerons  domaines  réduits  et  que  nous  désignerons  par  Y  p 
et  I\  \  un  domaine  G  correspond  un  système  bien  déterminé  de 
domaines  C^,  ei  wdc  infinité  de  systèmes  de  domaines  réduits; 
voici  la  définition  d'un  de  ces  systèmes.  Donnons-nous  des 
nombres  on,  tendant  rapidement  vers  zéro  lorsque  //  augmente 
indéfiniment,  mais  beaucoup  moins  rapidemenl  que  les  /•„  ;  plus 
précisément,  nous  supposerons  que  l'on  a 

(i)  —  <  log  log  — 

p/-/  '/* 

el,  en  même  temps,  quel  que  soit  le  nombre  fixe  a 
(3)  lim/îa  pn  =  o, 

ces  deux  conditions  (2)  et  (3)   sont  bien  compatibles  en   vertu 

de  (.)(*). 

Les  domaines  Y  p  sonl  définis  au  moyen  des  o„  comme  les  Qp  au 
moyen  des  /*,/,  c'est-à  dire  sont  limités  par  des  cercles  de  rayons 
compris  entre  —  el    '  —  ■  exl  'rieurs  les  uns  aux  autres.  Le  domaine  T 

(')  On  constatera  aisémenl  que  la  plupart  des  raisonnements   et   des   résultats 
que  nous  allons  obtenir  s'étendraient  sans  difficulté  au  cas  où   les   cercles   d'ex- 

clusion  S       auraienl  des  rayons  exprimés  par  la  formule  /•'  -\ — -S  les  /•'  étant  i'n- 

/'."  ■  ■  a       2/'  " 

dépendants  de  jd,  mais  tendant  vers  zéro  plus  rapidemenl  que  les  rn  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment,  de  sorte  que  pour  toute  valeur  fixe  de  />.  le  terme  r'  est 
asymplotiquemcnl  négligeable.  Dans  ce  cas,  le  domaine  exclu  à  l'infini  n'est 
pns  de  mesure  nulle,  mais  de  mesure  7tEr'2.  Je  développerai  ultérieurement 
Pél  ude  de  ce  1  as 

<-)  Depuis  que  ceci  a  été  écrit,  j'ai  pu  remplacer  (r),  (2),  (3)   par   des  condi- 
tions plus  larges.  Voir  Comptes  rendus,   mai   el    juin    1912,    où   j'indique    aussi 
d'autres  modes  d'exposition  de  la  théorip,  préférables  lorsqu'on  veuf  l'étendre  au 
des  fond  ions  mul t  iformes . 
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est  formé  par  l'ensemble  des  points  intérieurs  (au  sens  indiqué 
plus  haut)  à  quelque  Vp.  Les  domaines  Vp  soni  parfaits,  V  n'est 
pas  parfait;  l'ensemble  complémentaire  de  T  est  de  mesure  nulle 
et  a  la  puissance  du  continu. 

Il  est  manifeste  que  l'ensemble  G  comprend  Ions  1rs  points  de  T. 
puisque  Cp  comprend  tous  les  points  de  r7,  ;  mais  C  comprend  en 
outre  bien  des  points  qui  n'appartiennent  pas  à  \\ 

L'utilité  principale  de  la  considération  de  V  résulte  de  la  propo- 
sition suivante  : 

Si  une  fonction  des  (Jeux  variables  r,  y  coordonnées  <Pun 
point  M  est  définie  pour  tous  les  points  de  G  cl  continue  sur- 
tout domaine  G/},  la  connaissance  de  ses  valeurs  en  tous  les 
points  de  T  entraine  la  connaissance  de  ses  valeurs  en  tous  les 
points  de  G. 

D'une  manière  abrégée,  deux  fonctions  continues  dans  G(c'est- 
à-dire  définies  dans  tout  G  et  continues  dans  tout  domaine  inté- 
rieur à  G)  ne  peuvent  pas  coïncider  dans  tout  Y  sans  coïncider 
dans  tout  G;  ou,  enfin,  une  fonction  continue  dons  G  et  nulle 
dans  T  est  nulle  dans  G. 

Soit,  en  eflel,  A  un  point  de  G;  ce  point  appartient  à  un 
ensemble  G^  intérieur  à  G;  c'est  un  point  limite  de  l'ensemble 
formé  par  la  frontière  ('  )  de  G/;  ;  il  suffit  pour  prouver  que  la 
fonction  est  nulle  en  A,  puisqu'elle  esi  continue  sur  G7,,  de 
démontrer  qu'elle  est  nulle  sur  chacune  des  circonférences  qui 
constituent  celle  frontière  (on  a  déjà  lait  remarquer  que  chacune 
de  ces  circonférences  est  intérieure  à  Cp+i)',  or,  sur  l'une  de  ces 
circonférences  (comme  sur  toute  courbe  rectifîable  tracée  dans  le 
plan),  les  points  qui  font  partie  de  V  sont  denses  partout  ;  la  fonc- 
tion continue  sur  celle  courbe  est  donc  nulle  partout  mm  celte 
Courbe  si  (die  esl  nulle  en  tous  les  points  de  I\ 

Lorsque  nous  parlerons  d  un  domaine  réduit,  nous  admettrons 
qu'il  s'agit  d'un  domaine  l>ien  déterminé,  les  z „  ('tant  choisis  d  une 
manière  précise,  satisfaisant   aux   inégalités  (a)  el  (3).    Il  pourra 

(')  !\<his  négligeons  les  points   \  qui  seraient  intérieurs  à  C  ru  sens  'i    w 
strass;  pour  eux  la  proposition  esl  évidente,  puisqu'ils  sont  centrt 
renfermant  à  leur  intérieur  aucun  </„.   ils  sont    aussi    intérieurs    à   I    .ni  sens   ii«' 
\\  eierslruss. 
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arriver  que  nous  ayons  à  considérer  simultanément  un  autre 
domaine  V  défini  par  des  nombres  p„  ;  si  Ton  a 

<  i  »  p«  =  p2, 

nous  (liions  (|ue  T'  est  d'ordre  3  par  rapporl  à  I';  si  le  nombre  (3 
csi  supérieur  à  L'unité,  il  esl  clair  que  les  nombres  p^  vérifient  les 
inégalités  (2)  et  (3)  du  moment  que  les  p„  les  vérifient;  en  ce 
cas,  l'ensemble  r'  est  intérieur  à  F/;,  car  les  cercles  exclus  de 
rayons  —  sont  plus  grands  que  les  cercles  de  rayons  *-jj  (puisqu'on 

peut  évidemment  toujours  supposer  p„  <<  i). 

Remarquons  enfin  que  les  points  de  G7,  situés  sur  une  courbe 
quelconque,  sur  une  droite  pour  fixer  les  idées,  y  forment  un 
ensemble  parfait,  défini  par  des  intervalles  contigus  (au  sens  de 
M.  Baire),  cordes  interceptées  par  les  cercles  sur  la  droite.  Gel 
ensemble  peut  ou  non  comprendre  des  intervalles;  mais,  en  tout 
cas,  il  est  parfait,  et  par  suile  une  fonction  continue  sur  Gp  et 
nulle  en  lous  les  points  qui  limitent  les  intervalles  continus  est 
nulle  en  tous  les  points  de  l'ensemble  ainsi  que  toutes  ses  dérivées 


sur  G^. 


II.  —  La  fonction  monogène. 


Nous  dirons  qu'une  fonction  f(z)  est  monogène  dans  un  do- 
maine tel  que  C  si  : 

i°  Elle  est  continue  dans  G  (c'est-à-dire,  comme  nous  l'avons 
expliqué,  continue  sur  tout  C/M  intérieur  à  G  ;  l'ensemble  Cp 
étant  parfait,  la  continuité  sur  G;,  est  uniforme)  ; 

2°  Elle  admet  en  tout  point  M  de  G,  par  rapporl  à  z  =  x  -f-  iyf 
une  dérivée  unique  et  continue  (pour  définir  la  dérivée,  on  consi- 
dérera un  des  ensembles  Cp  dont  fait  partie  M  et,  désignant  par 
M'  un  autre  point  quelconque  de  C/M  on  cherchera  la  limite  du 
rapporl 

/(M')-/(M) 

(3) y 

MM' 


lorsque  le  vecteur  MM7  =  z'  —  z  tend  vers  zéro;  si  cetle  limite 
existe  pour  toute  valeur  de  p,  elle  est  évidemment  indépendante 
de  celte  valeur  de/?,  puisque  tous   les    points  de  G^  appartiennent 
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à  Cp+q  ;  c'est  pour  cela  que  celte  limile  s'appellera  la  dérivée  de 
f  (z)  dans  C,  c'est-à-dire  sur  loui  domaine  intérieur  à  G.  La 
continuité  de  la  dérivée  dans  G  s'entend  comme  la  continuité  de- 
là fonction  dans  C  :  continuité  sur  tout  C7,  intérieur  à  C.  Cette 
hypothèse  de  la  continuité  de  la  dérivée  est  sans  doute  superflue  ; 
mais  elle  simplifie  l'exposition. 

L'ensemble  Gp  étant  parfait,  toute  fonction  continue  sur  C^, 
est  bornée  sur  G^. 

Nous  allons  démontrer  la  propriété  fondamentale  suivante  de  la 
fonction  /(z)  : 


(6) 


ff(z)dz  =  S   f    f(z)dz, 


la  courbe    K.    étant    une    combe    simple    quelconque     dont    tous 

les  points  sont  intérieurs  a  L^,,   la  somme    >    se  rapportant  a  tous 

/» 
les  cercles  S^,,,  qui   sont   à    l'intérieur  de   K  ;  les  intégrales   sont 

toutes  prises  dans  le  sens  direct! 

Nous  poserons 

(7)  f(z)  =  r(x,v)  +  iQ(x,y), 

de  sorte  que  l'égalité  (6)  revient  à  deux   égalités  dont    il  suffit  de 
démontrer  l'une,  par  exemple 

(8)  fpdx-Q<iy  =  y   f    Pdx  —  Qdy. 

Pour  démontrer  celle  relation,  nous  allons  définir  wnc  fonction 
P,  (a?,  y),  finie  et  bien  déterminée  en  lous  les  points  intérieurs 
à  K,  cl  coïncidant  avec  P(a?,y)  aux  points  intérieurs  à  K  qui 
appartiennent  à  G»;  il  reste  donc  à  définir  P|  (&%y)  ;|  '  inlérieur 
des  cercles  S»  n\  sur  la  circonférence  de  ces  cercles,  elle  coïncide 
avec  V(x,y).  Nous  définirons  P,  à  l'intérieur  du  cercle  par  la 
condition  que  sur  les  cordes  du  cercle  parallèles  à  Or  elle  varie 
linéairement  (sa  valeur  aux  extrémités  étant  connue,  puisqu'elle 
y  coïncide  avec   P).    La   fonction    P,  ainsi  définie   esl   continue  à 

l'intérieur  de  K  et  y  admet  en  tout   point  une  dérivée      y      :  celte 

dérivée  est  bornée  d'après  l'hypothèse  que  les  dérivées  ne  I'  sonl 
bornées  [ce  qui   résulte  de  l'existence  et   de    la  continuité   des 


2|2  


dérivées  de  f(z)~\]  <vn  effet,  aux  points  intérieurs  à  Clp  la  dérivée 
(lr  P,  coïncide  avec  la  dérivée  rie  I*;  aux  points  intérieurs  à  S p  n 
la  dérivée  de  I*,  csi  constante  sur  une  corde  parallèle  à  Oy  et  égale 
au  quotient  de  la  différence  des  valeurs  de  P(  (c  est-à-dire  de  1*) 
aux  extrémités  de  la  corde,  par  la  longueur  <!<•  celte  corde.  La  dif- 
férence des  valeurs  <lc  I*  est,  si  l'on  désigne  par  À.B  l'arc  sous- 
tendu  par  la  corde 

r  ov  ,       ov  , 

I    — -  dx  H-  -r-  dy. 


(9) 


Cette    intégrale   est   inférieure   au  produit  par  la  longueur  de 


Parc  AI)  par  la  somme 
esl  au  plus  égal  à 


dV 


dx 


OV 


dy 


dP_ 

dx 


et  son  quotient  par  la  corde  AB 


dy 


dP 


dx 


et 


dP 


ày 
eurs 


et  est  par  suite  borné  en  même  temps  que  les  dérivées 

De    même,    les  valeurs  de  P,    étant   comprises    enlre  les   va 

(!(>  P,  |  P,  |    admet  la  même  borne  que  |P|('). 

On  a,  d'après  un  résultat  classique,  en   désignant  par  (R)  Taire 
intérieure  à  K 

puisque  sur  1C,  P,   coïncide  avec  P. 

De    même,    Qi(*\jr)   étant  défini  au    moyen   de  Q_(x^y)  de  'a 
même  manière  que  P,   au    moyen  de  P  (en  prenant  toutefois  des 

parallèles  à  Ox  au  lieu  de  parallèles  à  Oy)  : 


Il  en  résulte 


(M 


()./■ 


1  dx  dy. 


dP  . 

(')  La  dérivée  -    -  esl  discontinue  aux  points  des  circonférences:   ceci  n'a  pas 

&y 

d'inconvénient  pour  les  démonstrations;  on  peut  éviter  celle  difficulté,  si  l'on 
veut,  en  modifiant  la  définition  de  I',  (c'est  à  dire  en  raccordant  par  des  courbes 
convenablement  choisies  au  lieu  de  raccorder  par  des  droites  ».  <>n  a  îles  résultats 
assez  simples  en  prenant  la  somme  d'une  parabole  ci  d'une  sinusoïde 


-  213  — 


L'intégrale  double  <lu  second  membre  se  réduit  à    zéro  pour  les 
portions  de  fane  (K)  qui  appartiennenl  à  C/;,  puisqu'en  un  point 

intérieur  à  G/;,  on  a  (  '  ) 


dPA       dQ,    _  OV       <)Q 

ôy  ()x         ôy        dx 

La  formule  (10)  se  réduit  donc  à 


=  o. 


00 


(**-*+— 2ff,  (£+*)**■ 


~rr, 


Mais  Taire  de  S/v/   esi  égale  à  — j£-  ;    d'autre  'part,  les  modules 

.      dV \         Oih  .     ...    .  ,  ,  ..         .      -  ,  ,  , 

de  et  sont  meneurs   a   un    nombre   lixe   i  ixlcpeiidanl    de  // 

0)  dx  ' 

(dépendant  de  p,  mais  j>  est  fixe)  ;  on  a  doue 


(i-2) 


(  P  dx  —  Qdy 


<MSrj». 


(')   Une  explication  complémentaire  est   |»eul  être  ici   nécessaire;  à   l'intérieur 

de  C,,  1'.  coïncide  avec  P,  m.iis  P,  e>t   défini  en  des  points  où   I'  n'esl    pas  déflni  ; 

<)V 
peut-on  dès  lors  conclure  de  l'existence  de  la  dérivée  de  P,  — -  >  à   I  existence  de 

'  ■  àj 

la  dérivée  de  Pn  ci.  au  fait  que  cette  dérivée  est  égale  à  celle  de  P. 

Si  l'on  considère  la  représentation  gé étriqué  de  P  (a?,  y)  pour  x    =  xt  fixe  et 

y  variable,  soit  z  —  V  (#„,   r),  cl  que  l'on  désigne  par   V,  el    V  les  pointa 


H&* 


1/ 


(  i   ,  s3)  qui  correspondent   à   un   intervalle  contigu  à   C,  }    j   .  on   rrmplai 
dans  cel  intervalle  par  une  droite  A  .  \   ,  la  pente  de  la  a  roi  te   \    M  qui  joinl    le 
point  »-,,  z{  correspondant  à  un  poinl  r,,  de  »'.,,  à  un  point  quel»  onque  M  de  cette 
droite,  A..  A  .  esl  comprise  enl  re  les  pentes  \ ,  A  .  et   \,  V  .  des  droites  qui  joigin 


II» 


aux  extrémités  A   el   V,;  par  hypothèse  les  pentes  de  V  \    el   V.A   tendent  vers  - 


P 


lorsque    V  el   V  tendenl  vers   V,  .  il  en  esl  de  même  de   V  M,  c'esl  à  dire  que  - 


existe  el  esl  égal  a  -r-  • 

ày 
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Il  est  aisé  de  tirer    de   là  h»  formule  (6)  j  la  série    7  r~n   étant, 
en  cflet,  convergente,  nous  pouvons  choisir  n  de  manière  que  le 

reste  do  celte  série   >  rj  soit   inférieur  à  —  .  Le  nombre  n  étant 

n  ■+-  1 

ainsi  choisi,  désignons  par  k'  le  contour  formé  par  le  contour  K 
parcouru  clans  le  sens  direct  et  les  circonférences  S«  (,  S»  2»  •••>  §p  n 
parcourues  dans  le  sens  rétrograde  ;  nous  pourrons  raisonner 
sur  K'  comme  nous  avons  fait  sur  K  (en  le  complétant,  si  nous 
voulons,    par  des   coupures    rectilignes   pour  en  (aire  un   contour 

simple)  ;  nous  obtiendrons  ainsi 

00 

<MVr;i<s, 


r  p  dx  —  Q  dy 
'k' 


n+l 


c'est-à-dire,  les  intégrales  étant  prises  dans  le  sens  direct, 


fpdx  —  Qdy—'S    f    V  dx  —  Q  dy 


< 


En  faisant  tendre  e  vers  zéro,  n  croit  indéfiniment,  et  Ion 
obtient  bien  la  relation  (8),  d'où  l'on  conclut  de  suite  la  rela- 
tion (6). 

Nous  allons,  au  moyen  de  (6),  obtenir  une  expression  analy- 
tique  def(js)  valable  à  l'intérieur  cl  11  domaine  réduit  Tp.  Soit  x 
un  point  intérieur  à  Tp  et  s-y  un  cercle  (*)  de  centrer,    intérieur 

à  G^,  el  dont  le  rayon  soit  compris  entre  —  et  — — • 


(')  Il  existe  bien  un  tel  cercle,  quel  que  soit  le  nombre  q  (au  moins  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  q).  En  effet,  x  étant  intérieur  à  V  ,  on  a  quel  que  soit  n 


[^  -  a,l\>-pn. 
Par  suite,  les  points  an  tels  que  l'on  ait 


x  —  a. 


>.'i 


sont  tels  que  l'on  a 

(«3)  j?P»<ÎPi' 

Désignons  par  //    la  plus  petite  des  valeurs  de  //  à  partir  de  laquelle  cette  inéga- 
lité (i3)  e-t  vérifiée;  tous  lésa    1  nie  rieurs  au  cercle  de  centre  x  et  de  rayon ont 

des  indices  supérieurs  ou  égaux   à  n    ;   la  somme  —   >   /„   des    rayons   des  cercles 
r  '/  21'  — 
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Considérons  la  fonction 

fi  ~> 


'f(z)  = 


X 


dans  le  domaine  compris  entre  le  contour  K  el  rJ<l]  il  est  clair  que 
dans  ce  domaine  celle  fonction  est  monogène;  nous  obtenons  «loin 
la  relation 

r f(z)dz       r  f(z)dz     y    r  f(z)dz 

J      Z  —  X         J       5—  x      ~~~  *Lu  J         z  —  X 

la  somme  du  second  membre  se  rapportant  aux  Snfl  qui  sonl 
compris  entre  K  el  Gq. 

Si  l'on  désigne  par  M  le  maximum  de  |,/"(5)l  dans  G^,,  le  maxi- 
mum de  |©(s)|  sur  ces  divers  S^,,,  esl  évidemment  2?+<  M  ;  ->i  I  on 
remplace  q  par  q  -+-  i ,  il  s'introduit  dans  le  second  membre  une 
infinité  de  nouveaux  termes,  mais  il  est  aisé  de  voir  <pie  les  lon- 
gueurs des  chemins  d'intégration  (circonférences  Sp  n  comprises 
entre  o^  el  Tq+i)  ont  une  somme  dont  l'ordre  de  grandeur  est  de 

beaucoup  inférieur  à  ■ -:  le  second  membre  esl  donc  une  série 

convergente  et  l'on  a 

|im      r/(z)dz  =    rf(z)dz       y     /'    ,/ï  z)dz 
n  =  »  -hq   z  ~  x        •  K    z  -     r         ^  •  's,,. „  z  —  x 

le  signe  2  se  rapportant  maintenant  à  toutes  les  circonfé- 
rences Sp  n  qui  limitent  G,,.  Quanl  au  premier  membre,  il  résulte 
de  la  continuité  def(z)  au  point  ./'dans  C/M  tous  les  o^  étant  inté- 
rieurs à  C^,  qu'il  est  ('-gai  à  2TU  f  (x).  On  obtient  doue  la  formule 
de  Cauchy  généralisée 

(l4)  f(x)  =  _L,  ffiâl*!  _  V  _L  f  Ù  '  !  '/;. 


correspondants  dans  G    est  donc  extrêmement  petite  par  rapport  à  p  m  ^(i  u  <■ 

les /*„  sont    beaucoup   plus   petits  que   les   pw   correspondants;  cette  somme  étant 
extrêmement    petite    par  rapport  à  — — m  il  existe  des  cercles   de  centre  .r   et    de 

11  iii 

rayon  compris  '-nirc  —  cl  — r  ri  oui  "<'  e» «u i»<- n t  .un-un  île  ces  cercles  S      :  h-  ne 

j  i  ,,,       r/ ,  i         i  ' 

coupent  i>;is  a  fortiori  les  cercles  S_  „  «  I  >  >  n  t   les  centres  sont   plus  éloign<  - 

car  les  rayons    -de  ces  autres  cercles  sont  très  pelitspar  rapport  sus       et  leurs 

centres  sont  plus  distants  de  x  m11*'  —  ■ 
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On  déduil  de  cette  formule  les  conséquences  classiques,  et  en 
particulier  le  fait  que  la  monogénéité  (existence  <lc  la  dérivée 
première)  dans  le  domaine  C  entraîne  V existence  des  dérivées 
<lc  tous  les  ordres. 

III.  —   Le  prolongement  pab  les  séries  (M). 

Nous  allons  maintenant  supposer  cpie  le  point  x  est  intérieur  à 
mi  domaine  réduit  V  ,  d'ordre  égal  à  2  par  rapport  à  rafles  cercles 
d'exclusion  sont  définis  au  moyen  de  nombres  o'n  qui  sont  égaux 

à  \^ii)\  il  est  alors  évident  que  l'on  peut  tracer  une  infinité  de 
droites  issues  du  point  x  et  intérieures  à  Yp.  Plus  précisément,  si 
x  appartient  à  F',  à  l'intérieur  <lc  tout  angle  donné  ayant  son  som- 
met en  x,  on  peut  irouver  une  droite  intérieure  à  unT^  d'indice 
convenable,  cet  indice  //  pouvant  croître  indéfiniment  lorsque 
l'angle  tend  vers  zéro,  mais  étant  déterminé  lorsque  l'angle  est 
demie  :  cela  résulte  de  ce  que  la  somme  des  angles  sous  lesquels  on 
voit  du  point  x  les  cercles  qui  limitent  Yp>  est  inférieure  au  double 

de  la  somme  de  la  série  convergente  z,  (  /  »  )  et  esL  Pai"  sllile 
aussi  petite  qu'on  veut  si  //  est  pris  assez  grand.  Nous  suppose- 
rons, pour  ne  pas  compliquer  les  notations,  que/?  a  été  pris  dans 
ce  qui  précède  égal  à  //  (le  point  x  intérieur  à  V  est  intérieur  a 
fortiori  à  Y  '  si  p'  >>  p). 

Nous  allons  développer  f  {x)  en  série  sur  une  des  droites  que 
nous  venons  de  définir,  droite  intérieure  à  r^.  Chacun  des  termes 
du  second  membre  de  (i4)  est  une  fonction  analytique  sur  cette 
droite  et  peut,  par  suite,  être  développé  en  une  série  de  polynômes 
de  Mittag-Leffler  ou  (lM);  il  suffit  de  montrer  (pie  la  série  mul- 
tiple formée  par  l'ensemble  de  ces  séries  est  absolument  conver- 
gente pour  être  assuré  qu'elle  représente  y  (a?). 

Celle  série  ^era  alors  formée  au  moyen  des  dérivées  def(x)  au 
point  ./„,  dérivées  qui  existent,  comme  nous  l'avons  remarqué, 
d'après  (i4)  pour  tout  déplacement  sur  la  droite,  et  pour  tout 
déplacement  dans  rx,,  de  la  même  manière  que  le  dévelop- 
pement 1M1  dune  fonction  analytique  est  formé  au  moyen  des 
dérivées  de  cette  fonction;   nous  allons  supposer,  pour  abréger 

l'écrit  ure   Xq  -  :  O. 

Je  rappelle  les  propriétés  de*,  développements  (M)  que  j  ;ii 
démontrées  dans  mon  Mémoire  sur  les  séries  de  polynômes  et  de 
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fractions  rationnelles  (Acta  mathemalica,  t.  XXIV).  On  a 

(i5)  -J-  =  2G„(4 

i  —  z 

les  Gu  (z)  étant  des  polynômes  qu'il  est  inutile  de  récrire  et  la 
série 

S|G„(*)| 

étant  convergente  dans  toute  l'étoile.  On  considère  le  domaine 
S(R,  p)  défini  comme  il  suit  :  R  étant  >>  i  et  p  <  i  on  considère 
le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R,  le  cercle  de  centre  i  et  de 
rayon  p  et  les  tangentes  à  ce  dernier  cercle  issues  de  O,  tangentes 
dont  les  points  de  contact  sont  À'  et  B;;  le  domaine  S(R,  s)  est 
limité  par  l'arc  A'  B'  plus  petit  que  tc,  les  prolongements  A'  A" 
et  B'  B"  de  OA'  et  OB'  jusqu'à  la  circonférence  de  rayon  B 
et  l'arc  A/x  B"  plus  grand  que  tt.  On  a,  dans  ce  domaine,  en  posant 
32  R  __  - 

P 
(16)  Z|G„(,s)|<RX\ 


Considérons  une  intégrale  le  long  d'une  des  circonférences  S^,,, 

f{z)dz 


de  rayon  —  : 


1       f    f{z)d 

(17)  :     /         JK      J 

1  TC  l  J„  Z  —  X 


nous  la  développons  sur  une  droite  intérieure  à  T/;,  c'est-à-dire 
extérieure  à  la  circonférence  de  même  centre  an  que  S»  ,   el  de 

rayon—*  Le  rayon  -J  étant  très  petit  par  rapport  à  o„,   nous  ne 

commettrons  pas  d'erreur  sensible  en  remplaçanl  cette  intégrale 

par  la  fonction  majorante —  >  en  désignant  par  M  le  maximum 

(l  u  X 

de  |  f{z>)  |  dans  C»,  2izrn  étanl  la  longueur  du  chemin  d'intégration 
(nous  supprimons  les  facteurs  >i\  qui  sont  sans  influence,  />  étanl 
fixe).  Si  l'on  pose  x  =  an  x\  on  a  : 


<tn — X  (f„       1        x 


Si  le  point  x  est  intérieur  à  un  domaine  S  (K5  p)  défini  par 

XL  k  I  "> 
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cercle  de  rayon  f-Ji  de  centre  a«,  el  le  cercle  de  rayon  2  <|ui  com- 
prend à  son  intérieur  ions  les  domaines  que  nous  considérons,  le 

point  x'  =  —  sera  intérieur  à  un  domaine  S  (  -. ;>  ~^-  )  et  l'on 

"»  \l"«l    \an\) 

aura,  nom-  le  développement  de »  l'inégalité 

1  11  t  —  x  © 


s'|G-(^i<[7tr] 


64  1       ,  ,  . 

en  posa  ni  A  =  —;  comme  |  an  |  est  supérieur  a  prt,  on  peut  écrire  : 

y  11 

Ï|G„0')|<XV-. 

Le  développement  de  (M)    de   (17)   est,    d'après  (18),    lorsqu'on 
remplace  tous  les  termes  par  leurs  modules,  inférieur  à 


Mrn  xxX 


Mais  l'on  a  d'après  (2) 


<i , 


1  0- 

—  j>  ee 
r„ 


a  1 


et  si  /*  est  assez  grand—  >>  A2  puisque  X=— ;  on  a  donc 

9  n  p« 

étant  >>  p/0 

^.XX*<XMXX*e-^ 
I  ««  I 

et  ceci  converge  Mrs  rapidemenl  sers  zéro  lorsque  n  et  par  suile  A 
augmentent  indéfiniment.  La  convergence  absolue  de  la  série  'M) 
est  donc  démontrée. 

Considérons  maintenant  deux  points  x{  et  x2  appartenant  à  T'; 
nous  pouvons  construire  deux  angles  A,  et  A2  de  sommets  x{ 
et  x2  et  tels  que  toute  demi-droite  D,  intérieure  à  A,  rencontre 
toute  demi-droite  \)2  intérieure  à  A2  en  un  poini  a?3  intérieur  au 
domaine  total  considéré.  Nous  pouvons  choisir  I),  el  Da  de  telle 
manière  que  ces  deux  droites  appartiennent  toutes  deux  à  un 
même  V r  <  p  étant  choisi  assez  grand,  mais  pouvanl  ensuite  rester 
fixe  ).  Il  sera  donc  possible  d'arriver  à  calculer  la  fonction  en  x%  au 
moyen  de  ses  valeurs  el  des  valeurs  de  ses  dérivées  en  ./■,  en  for- 
mant seulement  deux  développements  (M),  l'un  d'origine  X\  et  le 
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second  d'origine  x%.  Si  la  fonction  est  ri u Ile  en  x{  ainsi  que  toutes 
ses  dérivées,  ces  développements  (M)  sont  identiquement  nuls  et 
la  fonction  est  nulle  en  x2.  Il  suffit  de  se  rapporter  à  ce  «pu*  nous 
avons  dit  plus  haut  pour  conclure  que  si  une  fonction  monogène 
est  nulle  en  tous  les  points  d'un  arc  si  petit  qu'il  soit  (en  tous  les 
points  de  cet  arc  intérieurs  à  C),  comme  il  existe  sur  cet  arc  au 
moins  un  point  intérieur  à  Fp  limite  de  points  intérieurs  à  Vp,  la 
fonction  étant  nulle  en  tous  ces  points  est  nulle,  ainsi  que  ses 
dérivées,  en  au  moins  un  point  de  T/;,  par  suite  identiquement 
nulle  dans  Tp  (quel  que  soit  y?),  et  identiquement  nulle  dans  C. 
Nos  nouvelles  fonctions  monogènes  possèdent  donc  bien  la  pro- 
priété fondamentale  des  fonctions  analytiques. 


SUR  LES  PRODUITS  DIRECTS; 
Par  M.    de  Sêguier. 

On  connaît  la  propriété  invariante  des  bases  d'un  groupe 
abélien  d'ordre  fini.  Dans  le  Tome  139  du  Journal  de  Crelle 
(p.  2o3-3o8),  M.  Rem  a  k  a  fait  connaître  une  propriété  invariante 
plus  générale  appartenant  à  tout  produit  direct.  Le  théorème 
avant  une  forme  bien  classique,  il  ne  sera  peut-être  pas  inutile 
d'en  donner  une  démonstration  plus  simple,  dette  démonstration 
résulte,  d'ailleurs,  d'une  remarque  avant,  par  elle-même,  quelque 
intérêt  sur  les  diviseurs  maximum  des  produits  directs  ('). 

1.   Soit  A  le  produit  direct  des  groupes  \,,  ...,   \7  |  \,  sera  <Mi 
facteur  direct  de  A,   ei   réduit  s'il  n'es!  pas  produit  direct  ).  St 
II^a/  =  njai",  <ii  et  y.t  étant  dans  A,-,  <iL  coïncide  avec  Xj,   car 
^,a,~'  par  exemple,  élan!  dans  II!!  A,,  esl  égal  à  i.  Si  donc  II 
est  permutable  à  11,'",,  a\  étant  dans  A,,  ak  Vest  à  </.. 

(')  Je  me  servirai,  dans  ce  qui  suit,  de  la   même  terminologie   et   d<  s    m  i 
Dotations  que  dans  mes  Élément»  de  I"  théorie  des  group  Paris, 

i'i"'i)  el  dans  mes  Éléments  de  ta  théorie  des  substitutions  \  Paris 
en  trouvera  un  index  à  la  ii"  <lu  second  Ouvrage. 
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Si  le  groupe  (1  2#(#  -~-""a'ï>  gi  étant  (huis  A/C)  divise  A, 
/<•  />.  :,'.  c.  rf.  D|  rfe  G,  \,  f'v/  normal  dans  Jbj=  2^/  (,i7  sera  dit 
le  constitutif  de  G  cta/is  A/),  car  le  p.  g.  ç.  d.  g/  '  Dj gi  de 
--  '  IIVI  >/,  -  v    G)avec   West;   D/.  De  />///.v  X||D/=e  G  |ll';  DA  (-*)• 

Si  11  =  a,  r/  .s/  I),  =A|,  G,  contenant  évidemmenl  U2,  est  le 
produit  direct  de  A,  par  oR92  =  Da. 

Si  G  divise  le  central  A0  rfe  A,  JU/  divise  celui  A/0  ofe  A,,  t/'oà 

\  0        :    I  I  A  {'0  . 

Ces  remarques  n'ont,  d'ailleurs,  rien  de  nouveau. 

^.  Il  es!  clair  que  II  1/  est  ^  G^  n  D(.  Soit  D/#...|  le  p.  g.  e.  d. 
de  G  avec  VA/,...  A/,  et  X/*.../  le  constitutif  de  G  dans  A/ A*.'..  A/. 
Pour  /><//,  D42...A  =  njDi(D|...«=G),  car  ciU^ID/j  est  isomorphe 
d'une  part  à  G|IT('D/el  d'autre  part,  en  prenant  JUi...*,  <JW+I,  ..., 
-l.v/  pour  constitutifs  de  G,  à  G|D|...*IIA"  tDi.  De  plus,  s/  G  <<  A, 
-l7v,  ne  peut  pas  être  égal  à  A/  A/,  quels  que  soient  i  et  k.  Gela 
est  clair  si  n  =  2.  Soil  n^>2.  L'équation  A/A*|  D/D/f  =  A/|  D/ 
(/,/.,/  étant  distincts)   donne,  en  désignant  les  ordres  de  A/,   1)/ 

par  «i,  8/,  ^-^-=:^->  d'où,  en  permutant  /,  /, ,  /  el  en  multipliant, 

x/ajtot/ =  8/8^8/ .  Donc  8/  serait  égal  a  a/  pour  i=  1,  ...,  /*,  et  (1 
à  A . 

Si  -\  ,  est  <  A,,  G  est  £.l>,  II"  A/ <  A.  Supposons  (pie  Jk,-  =  A; 
quel  <pie  soit  /,  el  soit  Al2  <C  A<A2.  Si  alors  ÛD/estle  p.  g.  c.  d.de 
I  12  avec  A,,  <o,-  est  <  A,  (  I  ).  Donc  (/fortiori  D,  est  <  A,  et  D2 
<  A2  (D,  est<ù>,  ci  D2<(£>2).  Donc  G  est  <eiU>12A3...  A„  <  A. 
Si  donc  G  e.s7  maximum  dans  A,  //  es£,  ou  de  la  forme  BïlJA/, 
B  étant  maximum  dans  A,,  om  e/e  /<^  forme  CnjA/,  G  étant 
maximum  dans  A,  A_,  e/  ayant  pour  constitutifs  A,  et  A2. 

Si  de  plus  \,  /■/  A2  so/ii  réduits,  G  esd  réduit.  En  effet, 
\,  |l),  :ee  A2|D._.  ( "si  ici  simple  (:1).  Donc  D,  est  >  A,0  et  D2>A20. 
Supposons  C  produit  direcl  de  (  ]'  et  G'',  et  soient  cA/,  Jl^'  les  cons- 

(  '  )  d  .  -1  ici  représenté  comme  la  somme  symbolique  de  ses  éléments. 

I  Voir,  l'.n  exemple,  le  a"  2*3  des  Éléments  de  la  théorie  des  substitutions, 
ou  le  11  65  des  Eléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits.  La  représentation 
de  \  obtenue  en  remplaçant  chaque  \,  par  une  de  ses  représentations  transitives 
fai  ilite  beau»  oup  l'él  ude  a<  tuelle. 

1     ,    LOC.  cit. 
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titulifs  respectifs  de  G'  et  C"  dans  A/.  Le  constitutif  A/  de  G  est 
alors  «aJjX'ï,  et,  les  éléments  de  Xj  étant  permutables  à  ceux  de 
le  p.  g.  c.  d.  CD/  de  4,],  «A.J  est^A/0<l)/.  Or  soit  c'  =  a\a'.,<  un 
élément  de  G'  et  c"  =  a"  a"  un  élément  de  G',  a^-  élanl  dans  -i  J  el 
aj  dans  oAo';.  (0,  étant  ^D,,  on  peut  former  un  élément  c' c"  de  G 
où  a'{  et  a"  sont  arbitraires  dans  cD4  et  a'd2  =  i .  Or  si  (0,  est  >>  i , 
on  peut  y  prendre  d\  =  d{~~h  ?£.  i ,  d'où  c"  =  C/_l  ^  i ,  ce  qui  ne  se 
peut.  Donc  (D/ =  i.  Mais  alors,  ou  bien  A/  serait  produit  direct, 
ou  bien  l'on  aurait,  par  exemple,  X'2  =  X*  =  i  et  0  =  4,1,. 
contre  les  hypothèses. 

3.  Soit  A'=r  II"'AJ  (les  A^  étant  facteurs  directs)  un  groupe 
isomorphe  à  A,  les  A/  et  les  AJ  pouvant  n'être  pas  réduits.  Si,  dans 
l'isomorphisme  considéré,  a!  ■==.  Ua'^  {a't  étant  dans  AJ)  répond  à 
«7  =  Uai  (ai  étant  dans  A/),  on  obtient  un  homomorphisme  de  A'A 
à  A/  en  faisant  correspondre  a'k  à  #/.  Cet  homomorphisme  peut, 
d'ailleurs,  n'être  pas  isomorphique,  même  si  A'A.  =  A/.  Ainsi,  pour 

iiS3ii'=ajAl-i|a,p|(«»  =  p»=ifoip=pa),A1=|Yl(T,=  i), 

A;  =  |a^p/j(a/2==p/3  =  i,a/p/==pV),A,2=|Y,|(Y,3  =  i),«  =  aa?prï* 

(a,  =  a*pr,  a2  =  y*),  a'  =  a'^'^pV)*  K  =  *'*P,jrf*i  *i  =  y")i 
à  chaque  aK  =  a^fJJ"  répondent  les  trois  a'4  a^|i')+"  (3  =  o,  1,  2), 
et  à  chaque  a\  —&'*$'?,  les  trois  aK    a-rSJr+z  (3  =  0,  1,2). 

*Sï  ft  =  /i;  =  2,  e£  m,  ^/a/zs  V isomorphisme  de  A  à  A',  A2  répond 
isomorphiquement  à  A.,,  la  correspondance  ûfe  rvv/.r  des  éléments 
a  et  a'  oà  a2  —  a'2  =  i  fournit  un  isomorphisme  de  A,  à  A,  bien 
que  la  correspondance  de  tous  les  a  à  tous  les  a'  puisse  ne  fournir 
qu'un  homomorphisme  non  isomorphique  de  A,  à  \,  (l'exemple 
précédent  le  montre).  Il  est  clair  (Tailleurs  qu'à  chaque  isomor- 
phisme de  A,  à  A',  et  de  Aa  à  A!,  répond  un  isomorphisme  de  \ 
à  A'. 

I.  Deux  divisions  X  el  V  de  A  sont  dits  cent  raie  me  ni  iso- 
morphes dans  A  quand  on  peut  établir  entre  eux  une  correspon- 
dance isomorphique  où  l'élément  x'  de  V  qui  répond  à  l'élément 
a?  de  X  est . -L  ■  x  mod  A0  (alors  \„\  =A0X;).  1  ne  telle  corres- 
pondance, effectivement  établie^  sera  dite  abréviativemenl  a 
respondance  centrale  de  X  à  V  dans  \. 

Soit    \     =  II'/' A)  {les  \,  étant  facteurs   directs)  un   groupe 


<9<9<9    


centrale  ment  isomorphe  à  \  dans  Je  produit  direct  de  A  par 
un  groupe  abélien  déterminé  quelconque  k  (A;R  =  A/K),  les 
\,  et  les  \\  -élan  t  nul  ail  s.    tlorsn'  =  n,  et  l'on  peut  établir  entre 
A  et  A'  une  correspondance  centrale  dans  A  K  où  chaque  \] 
correspond  centralement  à  un  A/  dans  A  K. 

On  peut  admettre  le  théorème  quelque  soit  K.  pour  des  groupes 
\  et  A'  (Tordre  moindre.  Soit  G  une  correspondance  centrale 
donnée  de  A  à  A' dans  AK.  Supposons  d'abord  qu'un  A,  tel  que 
A1  soit  centralement  isomorphe  dans  AK.  à  un  AJ  tel  que  A',,  et 
soit  A"  le  groupe  déduit  de  A  en  y  remplaçant  Y,  par  A'  .  Il  résulte 
immédiatement  des  équations  de  A  qu'on  obtient  une  corres- 
pondance centrale  G'  de  A"  à  A  dans  AK.  en  remplaçant  dans  © 
chaque  élément  de  A,  par  l'élément  de  A',  qui  lui  correspond 
(dans  G).  Soit  II"'a'f  (a^  étant  dans  A',)  l'élément  de  A'  qui  répond 
dans  G'  à  af{I\"at  («/étant  dans  A/)  de  A".  La  considération  des 
éléments  où  a\  ==  i  montre  que  II" A,  répond,  dans  G  comme  dans 
G'  à  II"  \{ :,  et  l'on  est  ramené  à  des  groupes  d'ordre  moindre. 

Supposons  donc  qu'aucun  A/  ne  soit  centralement  isomorphe 
dans  AK  à  un  A'-.  Supposons  aussi  A,  d'ordre  non  premier  (si 
tous  les  A/ sont  d'ordre  premier,  on  peut  supposer  qu'il  en  est  de 
même  des  A'^,  sans  quoi  on  échangerait  A  et  A' }  le  théorème  est 
alors  évident,  A  et  A'  ayant  le  même  ordre),  et  soit  B  un  diviseur 
maximum  de  A,.  Alors  G  =  Bir!JA/  est  un  diviseur  maximum  de 
A/  contenant  A0.  Son  correspondant  par  C  dans  V  a  la  forme 
G' =  XlTA^,  X  étant,  ou  un  diviseur  maximum  IV  de  A,,  ou  un 
diviseur  G'  de  constitutifs  A',  et  A'2,  maximum  dans  A',  V„  et  réduit  : 
II'  s'étend,  si  X.  =  B',  à  A'2,  ...,  A!nn  et  si  X  =  G,  à  A',,  ...,  A^,.  Il 
est  clair  que  G  fournit  une  correspondance  centrale  de  G  à  G' 
dans  GlvA0,  et  le  théorème  peut  être  admis  relativement  à  cet 
isomorphisme  central.  Or  A„,  qui  n'est  centralement  isomorphe 
dans  A  k  à  aucun  A;,  ne  l'est,  dans  GK  A0(=  G'K  A0)  à  aucun 
A,-  de  M'.  Car  si,  dans  un  tel  isomorphisme,  un  élément  x  de  A„ 
correspondait  à  un  élément  xl  =  a,«0.r  de  A  ,  aQ  étant  dans  KA„ 
et  a,  dans  A,  hors  de  V0,  le  normalisant  de  x1  dans  A'  serait 
d'ordre  inférieur  à  celui  de  x  dans  \  |  pour  que  a{  ...  a ,,  (ai  étant 
dans  \,j  soit  permutable  à  v.{a()x,  il  faut  que  a\  le  soi i  à  a,,  et  le 
normalisant  de  a,  est  <<  \,  |.  Donc  A.«  est  centralement  isomorphe 
dan-  GK  \„  à  un  fa  c  te  ur  direct  A  de  \,  et  Ak   est  produit  direcl 
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de  A.,,  ...,  \„._,,A,  K.  Si  alors  X=B'<A'|,  A,,  diviseur  du 
produit  direct  de  A  par  Kl]"-1  A/  et  contenant  A,  n'est  pas 
réduit  (1),  contre  l'hypothèse.  Si  X  =  G'<  A',  A',,  C,  étant  réduit, 
est  centralement  isomorphe  dans  GKA0  à  Aw.  Donc,  si  /?>>.;., 
puisque  le  théorème  est  admis  pour  G  et  G'  dans  G  rv  A0,  un  des  A, 
est  centralement  isomorphe  dans  AK.  à  un  A'-,  contre  l'hypothèse. 
S\  n  =  2,  on  peut  supposer  aussi  que  n'  =  i  (sans  quoi  on  échan- 
gerait A  et  A'),  et  L'équation  BA2  =  C  donne  B  =  i.  Donc  A, 
serait  d'ordre  premier,  contre  l'hypothèse. 


SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  SÉRIES  A  TERMES  POSITIFS; 
Par  M.   Arnauo  Dknjoy. 

De  toute  série  convergente  à  termes  positifs,  on  peut  déduire, 
suivant  des  règles  fixes,  des  séries  de  même  nature  mais  con- 
vergeant plus  lentement  f|ue  les  premières.  D'une  façon  précise, 
un  étant  le  terme  général  de  la  première  série,  il  est  possible  de 
définir  une  série  convergente  v,t=  u/{wu,  Wn  étant  une  fonction 
donnée  des  ?/,  croissant  indéfiniment  avec  n.  Habituellement,  rn 
étant  le  reste  de  la  série  arrêtée  au  terme  un,  c'est-à-dire  rn  étant 
la  somme  de  la  série  Un+i  -+-  M/i+a+...,  Wn  est  une  fonction 
donnée  de  /'„  et  des  restes  voisins.  Je  veux,  dans  celte  .Note,  déter- 
miner d'un  certain  point  de  vue  le  champ  où  peut  varier  celle 
fonction  wn  assurant  la  convergence  de  c„,et,  à  cette  fin,  indiquer 
des  types  de  fonctions  wn  très  voisins  des  précédents,  niais  en- 
traînant la  divergence  de  vn\  en  un  mot,  el  pour  parler  le  langage 
de  P.  du  Bois-Reymond,  trouver  parmi  les  fonctions  w  la  sépa- 
ration correspondant  à  la  limite  entre  la  convergence  el  la  diver- 
gence des  séries  vn. 

1.  J'utiliserai  pour  établir  ces  résultats,  l'artifice  employé  par 
Cauchy  pour  découvrir  par  le  calcul  d'une  intégrale  indéfinie  la 
convergence  ou  la  divergence  d'une  série. 

Premier  Théorème.  -  tp(#)  étant  une  fonction  positive, 
définie  pour  x  positif  et  inférieur  ou  égal  à  't.  décroissante 
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(infiniment  grande  quand  x  est  infiniment  petit))  selon  que 
P  intégrale    /    y(x)dx  a  ou  non  un  sens,  la  série  uny(rn_\)  est 
convergente^  ou  la  série  viniù(rn)  est  divergente. 

Considérons  une  fonction  r(x)  égale  à  rx  quand  x  est  entier  et 
variant  linéairement  entre  deux  valeurs  entières  consécutives  de  x. 
On  vérifie  immédiatement  l'égalité 

r(x)  =  un(n —  x)  -t-  r„         pour         n-ilr^n. 

La  fonction  r(x)  est  une  fonction  décroissante  et  tendant  vers 
zéro  quand  x  croît  indéfiniment.  csjV (.2*)]  est  donc  une  fonction  de  x 
croissante  et  infiniment  grande  simultanément  avec  x.  Elle  peut 
(Tailleurs  n'exister  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x,  suffi- 
samment grande  pour  rendre  r(x)  inférieur  à  a.  Nous  supposons 
évidemment,  dans  l'énoncé  du  théorème,  n  —  1  supérieur  à  cette 
valeur,  ce  qui  est  parfaitement  loisible,  la  convergence  ou  la  di- 
vergence d'une  série  ne  dépendant  pas  des  modifications  apportées 
à  un  nombre  fini  de  ses  termes,  x  variant  dans  le  champ  que  nous 
venons  d'indiquer,  on  a  les  inégalités  suivantes  : 

r«-f  >  r{x)  >  rn        pour         n  —  1  <  x  <  /i, 
<f('«-i)  <<f[r(x)]  <  ?(/'„). 


o(rn-t)<   I       <f[r(x)]dx<f(rn). 

Jn  —  \ 


En  multipliant  par  un  les  trois  termes  des  deux  dernières  in- 
égalités, et  en  remarquant  que  undx  =  —  dr(x)  dans  l'intervalle 
//  —  1  à  w,  on  trouve  : 


Donc 


<ç(u)du  <  un  <p(r„). 

m  %  m 

^  K„<p(rn_i)  <  /     \(u)du  <2j  k» ?(#•»). 


Il  suffit  maintenant  de  faire  croître  m  indéfiniment  pour  rendre 
évident  le  résultat  énoncé. 


o(u)du  a  un  sens,  la  sér 
//,  cp($)  -+-  uz  cp (rtJ  -h  u3  y(rt)  -+ 


1e 


—  225  — 
est  convergente,  en  désignant  par  s  =/'0  la  somme  de  la  série  u. 
La  somme  de  la  nouvelle  série  est  même  inférieure  à    /    v(u)du* 

'     f(u)du. 

0 

Si  au  contraire  l'intégrale   /    v(\ï)du  n'a  pas  de  sens,  c'est  que 

l'intégrale    /    <p(u)du,   croissant  quand  s  décroît,  surpasse  toute 
limite.  Donc,  la  série 

u\  <pOi)-+-  M2<p( r2)-+-. ..    ' 
est  divergente  et,   plus  précisément,  la  somme   de  ses  n  premiers 
termes  surpasse  /     <p(u)du. 

2.   Donnons  quelques  applications  du  théorème  précédent. 

Comme  fonctions  <p(#)  dont  une  primitive  est  finie  pour  x  =  o, 
nous  citerons  les  suivantes  et  toutes  celles  qu'elles  surpassent  en 
deçà  d'une  certaine  valeur  positive  de  x 

\       X  /  X  ^        X  \     r  X  / 

a  étant  un  nombre  positif  fixe,  et  hp  -  désignant  le  logarithme  né- 


périen  de  L/,_,  -•  (  Il  faut  remarquer  que  Lp—  n'est  défini  que  si  x 

30        \  Ou 

est  inférieur  à  — qui  joue  alors  le  rôle   du  nombre  a  de  l'énoncé. 
Je  pose  :  cp=.eev-^  et  e{  =  e,  base  des  logarithmes  népériens. 


L 


es  séries 


un  un  un 

!»        ~~t — 77> 
.1  —  OC 

'  //     1  I   ,J 

\      Tn-y 

U,, 


JÏ^Ti     r1-*-  '-     ' 


r„  -i  L L;,_, Lp  - I 

rn    1  ' n-\   \         I n-\ / 

sont  convergentes,  tandis  que  les  séries 


u»  Un  u. 


'  n 


} 


/„L  —  r  „l  —  •  •  •  Lp  — 

l' n  f  n  '  /, 
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sont  divergentes,  quelle  que  soi t  la  série  convergente  un  à  termes 
positifs. 

La   première    série  désignée  dans  cette  liste  diffère  peu  dune 
autre  donnée  par  M.  Hadamard. 

Si  la  série  — 'L  est  convergente,  il   en  est  a  fiortiori  de  même 
\[rn 

de  la  série 


Vf  n-ï  ■+-  V  f'n 

La  série  \\J'n_i  y7*")  à  termes  positifs  et  dont  le  terme  gé- 
néral est  un  infiniment  petit  d'un  ordre  moindre  que  celui  de  un 
est  convergente.  C'est  la  série  de  M.  Hadamard. 

3.  Peut-on,  dans  l'énoncé  du  théorème  général,  remplacer  pour 
le  cas  de  la  convergence  la  série  un<p(rn_l)  par  la  série  à  termes 
supérieurs  un<p(rn)7 

Si   l'on  considère  des  séries    un    lentement   convergentes,  -^~ 

tend  vers   i.   Si  alors   la    décroissance    de  ©  est  suffisamment    ré- 
gulière,  il  est  vraisemblable  que  la  série  uno(r,t)  sera  convergente. 

Ceci   se    vérifie,    par   exemple   si  «»=  — — >  ©(#)=  —— T.,  a  et   3 
7    i  i  «        fti+a     T  \     /        -yi-p 

étant  positifs. 

Mais,  tintégrale  de  ©  étant  convergente  au  voisinage  de  o, 
il  n'est  pas  possible,  sans  mettre  en  défaut  l'énoncé,  de  remplacer 
dans  tous  les  cas  la  série  ua<p(rn__t)  par  la  série  «„©(/*,/)•  La  pre- 
mière, nous  l'avons  montré,  est  toujours  convergente.  La  seconde 
jxiiL  être  divergente  comme  le  montre  L'exemple  suivant  : 

Soit   qp(x)  = -—.  Prenons    u„+l  =  u2,n  à    partir  d'une   certaine 
s/x 

valeur  de  /*,  pour  laquelle  u„  est  inférieur  à  -•  Alors 

=  I*«+i-|-  ufl  +  l  ■+■  urn+i  H-...-+-  u%+i  -+-...<  <  2Un+l. 

Donc,  //„©(/•„)  est  ici  supérieur  à  — — —  =  -•  La  série  un<p(r„) 

diverge. 

On  montrerait  sans  peine  que,  ©(a?)  étant  une  fonction  positive 
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décroissante,    si    /    ®(x)dx    converge,    ou   même    simplement    si 

«A 

xz>(x)  tend  vers  zéro,  avec  x,  la  série  définie  par  la  formule  de 
péctirrence  un<p(Un+t)  —  i  converge  et  cela  assez  rapidement  pour 

(iue  — —  tende  vers  i,  ainsi  une  — \ — —  •  La  série  u„ &(/*„)  diverge 

donc,  puisque  son  terme  général  tend  vers  i.  Quelle  que  soit  la 
fonction  o  dont  l'intégrale  converge,  il  est  donc  possible  de  mettre 
en  défaut  le  théorème  sur  la  convergence  de  la  série  w//o(/'/)),  si 
l'on  y  prend  p  =  n  au  lieu  de  p  S.  n  —  i . 

Si  V intégrale  de  o  diverge  au  voisinage  de  ïorigi/ie,  la 
série  un®(rn  _*,)  peut  être  convergente  bien  <jue  u,t^{rn)  soit  tou- 
jours divergente  comme  nous  l'avons  montré. 

Cependant,  la  série  — —  diverge  toujours,  elle  aussi,  bien  que  la 


rn-\ 


démonstration    donnée    plus  haut  établisse   la  divergence   de  — 
On  a  en  effet 


n-\ 


rn  rn-\-p 1  rn     1  7**1—1 


//  *-[> 


p  croissant  indéfiniment,  la  dernière  expression  tend  vers  i  et 
non  pas  vers  une  limite  infiniment  petite  pour  n  infini,  comme 
l'exigerait,  d'après   le  théorème  de  Cauchy,  la  convergence  de  la 

série  —2- ,  si  cette  convergence  se  produisait. 

fa—  i 

Plus  généralement,  si  © (.2?)  =  — —  et  si  ib  croit   indéfiniment, 

la  série  ///# co( /*«_ t  )  diverge,  et  non  pas  seulement  la  série  Uncp(rn). 
On  a  en  effet 

uH  9(rn  ,)  -+-  «„+,  y(r,,)-\-t. .-+-  un+py(rH  H/J-i) 

>  <p(/'/i-i)[««4-  M/h-i  +  .  • .-»-  «*+/>]  =  *(/•«   i)(rw   i — r„+p). 

Si  donc  ©(/•„    ,)  ==  ^  ^  />~1    ,  »L(w)  ne  tendant  pas  vers  zéro  a\  ec  u , 
la  série  est  divergente. 

Mais  supposons  z>(.r)  =  — : i  'l  croissant  indéfiniment  cfiiand 

x  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives  exemple  ^(âr)  L-  J« 
Alors,  si  ii,,  est  une  séné  très  convergente,  /'„_t  es!  sensiblement 
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égal  à   ////,   tf,i^(f'n-\)   est  comparable  à- — -•  Si  >l(un)  =  n'2,  la 

série  un<D(rn  ,  )  est  convergente,  bien  que  un®(rn)  soit  divergent. 
Donc  il  n'est  pas  possible  de  modifier,  dans  l'énoncé  du  théo- 
rème, l'indice  des  /•  sans  restreindre  la  généralité  des  séries  con- 
vergentes ////,  ni  celle  des  fonctions  o  classées  en  deux  catégories 
suivant  la  convergence  on  la  divergence  de  leurs  intégrales  an  voi- 
sinage de  l'origine. 

5.   On  montre  exactement  de  même  le  tbéorème  suivant  : 
Sf.cond  Théorème.  —  Si  la  série  à  termes  positifs  un  diverge, 
si  s„=z  U\  H-  u2-\-.  .  .H-  un,  selon  que  F  intégrale  j     Q>(x)dx  a 

ou  non  un  sens,  <ï>  étant  une  fonction  décroissante  de  x,  la  série 
i{„$>(sn)  converge,  ou  la  série  un^(sn_i)  diverge. 

Donc,  les  séries 

11  n  Un un   /      ^      \ 

m)**'      sn(Lsay+«'  "      snLsn...Lp-Xsn(Lpsny+*' 

convergent.  Les  séries 

un              un                                        un 
,     . ,     . . . ,     _ ,     ... 

Sn     i  Sn     i\jSn-i  Sn-i  LiSn+i  .  .  .  ljpSn-.{ 

divergent. 


ÉTUDE  DES  RÉSEAUX  CONJUGUÉS  ORTHOGONAUX 
EN   PROJECTION  SUR   UN  PLAN; 

Par  M.  Emile  Turrière. 

\.   Étanl  donnée  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  de  la  forme 

d*0  dO        ,00 

(i)  i — r  -+-«t-  -*-b—  =o, 

'  Ou  Ov  Ou  Ov 

si  trois  de  ses  intégrales  x,  y,  z  sont  lelles  que  x-  -j-  r2  -\- z-  soit 
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une  quatrième  intégrale,  ces  trois  intégrales  sont  les  coordonnées 
ponctuelles,  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires,  d'un  point  qui 
appartient  à  une  surface  dont  les  lignes  de  courbure  sont  précisé- 
ment les  courbes  coordonnées  (u)  et  (r).  Je  me  propose  de  con- 
sacrer les  recherches  suivantes  au  cas  analogue  où  une  équation 
de  la  forme  précédente  (i)  possède  deux  intégrales  x,  y  telles  que 
x'1 -\- y2  soit  une  troisième  solution. 

Des  trois  relations  qui  expriment  que  x,  y,  x'2  -\-y'2  vérifient 
l'équation  (i),  résulte  une  relation  indépendante  des  coefficients  a 
et  b, 

,'  dx  dx        ôy  ày 

(2)  h  -^-  —  =  o, 

du  dv        du   Ov 

et  qui  exprime  que,  dans  le  plan  O  xy,  les  courbes  coordonnées  (m), 
(r)  constituent  un  réseau  orthogonal.  Réciproquement  d'ailleurs, 
si  deux  intégrales  x,  y  de  l'équation  (1)  sont  liées  par  la  relation  (2), 
la  fonction  x2  -\- y2  est  une  troisième  intégrale  de  L'équation  (1). 
Aux  deux  solutions  #,  y  précédentes,  adjoignons  une  intégrale 
quelconque  z  de  l'équation  (1).  Les  trois  fonctions  x,  y,  z  défi- 
nissent alors  une  surface  (S)  rapportée  à  un  système  de  courbes 
(m),  (y)  qui  sont  conjuguées,  sur  (S),  et  orthogonales,  en  projec- 
tion orthogonale  sur  Oxy.  Lorsque,  inversement,  on  connaît  sur 
une  surface  un  réseau  conjugué  qui  se  projette  suivant  un  réseau 
orthogonal  s  11  r  un  plan,  on  se  trouve  dans  le  cas  précédent.  Ainsi 
donc  l'étude  des  surfaces  rapportées  à  un  réseau  conjugué  se 
projetant  sur  un  plan  suivant  un  réseau  orthogonal  est  iden- 
tique à  C  étude  des  équations  linéaires  (1)  admettant  trois  solu- 
tions dont  V une  est  la  somme  des  carrés  des  deux  autres. 

2.  Avant  de  développer  les  considérations  précédentes,  je  dois 
rappeler  qu'à  propos  d'une  question  concernant  les  surfaces  du 
second  degré,  Ribaucour  a  établi  l'existence,  sur  loti  te  surface,  d'un 
réseau  conjugué  qui  se  projette  sur  un  plan  donné  suivant  \\\\ 
réseau  orthogonal.  En  coordonnées  rectangulaires  ordinaires,  le 
plan  de  projection  étant  le  plan  ()./>,  I  équation  du  réseau  pro- 
jeté est 

\  dx  )  s       dx 
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dans  cette  équation  différentielle,  /\  s,  /  désignent  les  trois  déri- 

vées  partielles  du  second  ordre  de  la  cote  ^  par  rapport  à  x  cl  .y. 

Il  existe  un  cas  particulièrement  remarquable,  pour  lequel 
L'équation  différentielle  (■>)  esl  indéterminée.  Si  les  relations 

r  =  t,         s  ==  o 

sonl  simultanément  vérifiées,  lu  surface  donnée  esl  un  parabo- 
loïde de  révolution  autour  d'un  axe  parallèle  à  Oz.  Dans  ce  cas, 
tout  réseau  conjugué  du  paraboloïde  de  révolution  se  projette 
suivant  un  réseau  orthogonal  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
Vaxe.  —  Ce  fait,  qui  est  intimement  lié  à  l'existence  de  la  solu- 
tion 8=aj2-r-Va  pour  l'équation  linéaire  (i),  résulte  de  ce  que 
toute  section  plane  du  paraboloïde  de  révolution  se  projette  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  suivant  un  cercle  ;  tout  système  de 
diamètres  conjugués  de  la  section  se  projette  par  conséquent  sui- 
vant deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle.  Cette  propriété  est 
d'ailleurs  caractéristique  du  paraboloïde  de  révolution,  puisque 
c'est  uniquement  dans  ce  cas  que  l'équation  (3)  se  présente  sous 
forme  indéterminée. 

3.  L'équation  (3)  peut  servir  à  résoudre  les  deux  problèmes 
suivants  : 

i°  Etant  donnée  une  surface,  autre  qu'un  paraboloïde  de  révolu- 
tion autour  d'un  axe  parallèle  à  Oz,  trouver  le  réseau  conjugué 
dont  la  projection  sur  Oxy  est  un  réseau  orthogonal. 

L'équation  différentielle  (3)  représente  précisément  le  réseau 
orthogonal  et  donne  par  conséquent  la  solution  toujours  réelle  du 
problème  posé.  C'est  ainsi  que,  pour  une  quadrique  d'équation 


x'1-        y 


B         G-I  =  0' 


L'équation  différentielle  est  celle 

dy\*       <r*  —  .p8 -h  B  —  X  dy 


dx  )  xy  dx 

des  coniques  Liomofocales  à  la  section  principale  z  =  o; 

Â T  +  ET T  —  I  =  o- 

A  -h  A         B  -t-  A 
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a"  Trouver  une  surface  (S)  lelle  qu'un  de  ses  réseaux  conjugués 
se  projelte  suivant  un  réseau  orthogonal  donné  dans  le  plan  Oxy. 

Le  problème  dépend  de  l'intégration  d'une  équation  linéaire  du 
second  ordre  de  la  (orme 

(4)  H/+2KJ  +  ht  =  o, 

dans  Laquelle  H,   K,  L  sont  des  fonctions  de  x}  y  déterminées,  à 

un  facteur  près,  et  liées  par  la  condition 

H  +-  L  =  o, 

qui  i  m  pose,  comme  solutions   particulières,  tous  les  paraboloïdes 

de  révolution  d'axe  parallèle  à  Os. 

De  cette  même  condition  il  résulte  que  l'équation  (4)  est  tou- 
jours du  type  hyperbolique.  L'intégrale  générale  (S)  dépend  de 
deux  fonctions  arbitraires,  comme  le  prouve  a  priori  l'exemple  le 
plus  simple 

S  =  0,  *  =  X(*)  +  Y(jr), 

pour  lequel  le  réseau  est 

x  =  const.,         y  =  const. 

4.  Soit  donné,  dans  le  plan  Oxy1  un  réseau  orthogonal  (w,  r). 
L'élément  linéaire  du  plan, 

ds*  =  dxî-h  dy*, 
prend  la  forme 

cfc*  =  Edu*+  GeM, 

dans  laquelle  E  et  G  sont  des  fondions  données  de  u  el  de  P,  assu- 
jetties à  vérifier  la  relation 

<*"[y/Ë     au    J  +  ^|VG     *   J 

Dans  ces  conditions,  l'équation  linéaire  (1)  dont  x  et  )  sont  des 
solutions  est  complètement  déterminée  :  les  coefficients  a  <i  h 
sont  définis  en  fonction  de  u  el  de  v  par  deux  équations  du 
premier  degré  (pu  donnent  immédiatement,  en  vertu  de  la  rela- 
tion (:>.), 

dx\*       /dyy  I  dx    d*x         dj     à* y 


l( 


<)u  /         \  du  J  du  au  dv       du  du  dv 

dx    >■  d}     <'-'  > 

dv  ou  dv        dv  du 
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ces  expressions  de  a  et  de  h  sont   susceptibles   de,  prendre  des 
formes  |>lns  simples  par   l'introduction   des  coefficients   E  et  G 

du  <ls-  : 

0  Loi;  i/K 

a  = - : 

dv 
(6) 

b  =_  ô  LoS  V^ 
du 


Les  invariants  de  l'équation  (i), 

da  , 

—  ->r  ab, 

du  dv 


da  àb 

h  = h  ab,  A ■  = h  ab, 


/i  =  ax:lLog-^V        *  =  6x:lLog  ' 


deviennent 

5.  Jusqu'à  présent,  je  n'ai  fait  aucune  hypothèse  sur  la  nature  du 
réseau  orthogonal  imposé.  Parmi  les  réseaux  orthogonaux,  les  plus 
remarquables  sont  les  réseaux  isothermiques,  qui  s'introduisent 
dans  la  question  actuelle  si  l'on  exige  l'égalité  enlre  les  deux  inva- 
riants de  l'équalion  linéaire  (i). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'égalité  des  deux 
invariants  h  et  k  est,  en  effet, 

da        db  # 
dû  =  dv~'' 

elle  exprime  que  a  et  b  sont  les  dérivées  d'une  même  fonction  par 
rapport  à  v  et  «.Appliquant  au  cas  actuel,  il  vient 


"2  i 


du  dv 


m«  (§) 


Log    '  doit  être   la  somme  de  deux  fonctions  respectives  de  u  et 
de  e;  il  scia  donc  possible  de  poser 

E        G. 

U  =z  v; 

par  suite,  par  un  changemenl   de  paramètres,  le  ds2  sera  réduc- 
tible à  la  forme  isolhermiquc. 

Je  supposerai  dorénavanl  qu'il  en  c.^t  ainsi  ;  je  poserai 

,  ,      du*  -h  dv* 

ds  =  —53 — ' 
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\  étant  une  fonction  positive  de  m,  v  satisfaisant  à  l'équation  (5), 
dans  laquelle 

c'est-à-dire  à  l'équation 

A2  LogX  =  o; 

\  est  donc  une  fonction  positive  dont  le  logarithme  est  une  inté- 
grale de  l'équation  de  Laplace. 

Les  relations  (6)  deviennent  alors 

'JLogX  _  dLogX    ' 

a  —  — ?  o  —  — r , 

dv  du 

les  coefficients  a  et  b  de  l'équation  linéaire  (i)  satisfont  donc  aux 

relations 

da        db  da  db 

du        dv  dv  du 

et  sont  [>ar  conséquent  des  fonctions  harmoniques  associahles,  de 
telle  sotte  que  a  -f-  ib  soit  une  fonction  de  la  variable  com- 
plexe u  +■  iv. 

L'équation  (i)  la  plus  générale  qui  correspond  à  un  réseau 
isothermique  s1  obtient  donc  en  prenant  pour  a  et  b  des  fonc- 
tions de  u,  v  telles  que 

a  4-  ib  =  fonction  de  (u  -h  iv). 

L'invariant  unique  de  l'équation  (i)  est  alors 

d2LogX        dLogX  d  LogX 
du  dv  du  dv 

c'est-à-dire 

t   \  .        i     d*\ 

(7)  h=Xdu-dv' 

De  ce  que  LogX  est  une  fonction  harmonique  de  u  e(  de  v  il 
résulte  que  l'invariant  h  est  lui  aussi  une  fonction  harmonique: 

en  posant,  en  effet, 

X  =  <•">, 
il  vient 

,         (i2  A. (u  '>'<"  <ho  ()A><<>         du)   d  Aj(o 

A,  h  =  - H  •>  A2o> 1 : 1 —  ; 

ou  OV  du  dv         du       OV  OV       ou 

lii  condition  \2tû  =  o  enl raîne  donc  la  condition  A_. h     •  o. 

XL.  -  ib 


—  °m  — 

L'équation  (1)  ayant   ses  invariants  égaux  peut  être  réduite  à 
la  forme 

(8)  S-*».'- 

ou  ov 

en  effectuant  le  changement  de   fonction   inconnue  défini   par   la 

formule 

0j  =  X0; 

42  A 

l'équation  en  61    n'est  autre  que   l'équation  linéaire  en  6i  et  - — ^ 
'  ii  duov 

admettant  )»  pour  solution  particulière. 

6.  L'invariant  A  est,  en  général,  distinct  de  zéro.  Il  y  a  naturelle- 
ment lieu  d'examiner  le  cas  particulier  où  il  est  nul.  L'équation  (7) 
donne  alors 

du  dv 

et,  comme  LogX  doit  être   harmonique,  \  est  nécessairement  ré- 
ductible à  l'une  des  quatre  formes  suivantes  : 

X  =  e~mv, 

X  =  M2-f-*>2, 

X  =  cosm  -h  che, 

X  =  eiu  -+-  ev. 

Ecrivons,  en  effet,  que,  U  et  V  étant  deux  fonctions  respectives 
de  u  et  de  ^,  la  fonction  Log  (U  -f-  V)  satisfait  à  l'équation  de 
Laplace;  il  vient  la  relation 

UU"-  IJ'2+  VV"—  V'»+UV'+  VU"=o, 
(jui,  dérivée  successivement  par  rapport  à  u  et  v ,  donne 

U'V'"-f-  V'U'"=o. 

De  cette  dernière  relation  il  résulte  qu'on  pourra  prendre 

U'  =  o, 

d'où,  m  étant  une  conslante  arbitraire, 

X  =  e~mvX  consl.; 

ce.-l  la  première   forme  de  réduction. 
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Si  U'  et  V  ne  sont  pas  nuls,  on  aura 

"(J7  "*~    yT  ^  °> 

et,  par  suite,  on  pourra  poser 

rj"'  =  _  m*u', 
V'"=       m^V, 

la  constante  m  étant  quelconque.  Si  elle  est  nulle,  U  et  V  sont  des 
polynômes  du  second  degré 

U  =  au2-}-  ai  u  -+-  a2, 

V=  P^-hp,  o+p,; 

entre  les  coefficients  a,  a,,  a2,  p,  pi,  j32  existent  des  relations 

«=P, 

2(a2+|32)(a+p)  =  a?+Pï, 

qui  entraînent  la  réduction  de  X  à  la  seconde  forme. 
En  supposant  aw  distinct  de  zéro,  on  obtient 

U  =  a  cos  mu  -+-  olx  sin  ma  -f-  a2, 
V  =  p  ch  me  h-  Pi  sh  /m>  -f-  p2, 

avec  les  deux  conditions  simultanées 

a2-f-  p2  =  o, 
«*+a}  =  p«— pj. 

On  peut  donc  prendre  :  soit 

a*+a?  =  r,  p*-p}  =  i; 

soit 

a«-h«]  =  0,  p«—  P{  =  0; 

on  a  ainsi  les  deux  formes 

X  —  sin  m  (  u  —  u0  )  -f-  sli  m  |  P  —  i\>  ), 

par  changements  de  variables  il  esl  possible  de  réduire  X  à  l'une 
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ou  l'autre  des  formes  simples 

X  =  cosa  -+-  ch  p, 

X  =  e-'», 

X  =  é-»', 

X  =  e'"-h  c"; 
les  formes 

X  =  e-«*,        X  =  e~v 

son!   d'ailleurs  réductibles    l'une   à  l'autre   et  rentrent  dans  celle 

X  =z  e-,nv, 
déjà  trouvée;  il  reste  ainsi  les  formes 

X  =  cosw  -+-  chp, 

X  =    eiu   h-  ev. 

7.    Pour  terminer,  j'examinerai  les  cas  particulièrement  remar- 
quables 

X  ==  e~mv, 

X  =  w2-he2. 

La  forme  X  =  e~mv  s  obtient  en  posant 

x  =  emv  cosw, 
y  =  emv  sina; 

le  système  («,  v)  dérive  donc  du  système  de  coordonnées  polaires  : 
le  réseau  (m,  v)  est  celui  des  cercles  de  centre  O  et  des  droites 
émanant  de  ce  centre  O.  L'équation  correspondante  est 

m-—  =  o  : 


du  dv  du 

son  intégrale  générale  est 

6  =  e'"»'[U(a)H-V(p)]; 

l'équation  générale  des  surfaces  (S)  associées  au  ds2, 

ds*=  eïtnv{duï+  dv*), 
est  donc 

J;i    surface    la    plus  générale   représentée    par  cette  équation  est  la 
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surface  diamétrale,  pour  les  droites  parallèles  à  0,3,  d'un  cône 
quelconque  de  sommet  situé  sur  Oz  et  d'une  surface  quelconque 
de  révolution  autour  de  Oz. 

8.   La  seconde  forme  est 

X  =   IÛ  -h  p2  • 

le  ds2  correspondant  est 

_  du*  h-  dv~ 

dS     =(M2+(,2)2' 

c'est-à-dire  celui  qu'on  obtient  en  prenant 

x  y 

u  —  — -,         v  = 


x%  "+"  y^  a?2  -h  y'2 

On  est  ainsi  conduit  à  la  solution  générale 

U  +  V 


// 


U  et  V  désignant  deux  fonctions  arbitraires  et  respectives  de  u  et 
de  v.  Les  surfaces  correspondantes  ont  pour  équation  générale 

parmi  ces   surfaces,   se   trouve   la  c^lindroïde  de  Caylev-Plùcker, 
qu'on  obtient  pour  les  fonctions  particulières 

U  =  u\         V=—  v*. 

Pour  toutes  les  surfaces  précédentes,  le  réseau  conjugué  projeté 
suivant  un  réseau  orthogonal  est  celui  des  cercles  passant  par  l'ori- 
gine et  tangents  à  chacun  des  axes  coordonnés.  Ces  surfaces  sont 
d'ailleurs  les  plus  générales  qui  correspondent  à  ce  réseau. 
Plus  généralement,  pour  un  élément  linéaire 

du*  -+-  dv* 

~  (Ui-h  v*)m  ' 

on  est  conduit  à  des  surfaces,  que  j  avais  étudiées  dans  les  .\ou- 
velles    \  finales  de  Mathématiques  de  1900  (p.  95),  d'équations 

./•      /•  cos8,        y       r  ^in  6,         b       r  ■  sin  />  8, 
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don!  les  Lignes  de  niveau,  les  lignes  «le  plus  grande  pente,  les 
lignes  asymptotiques  ont  pour  projections  des  lignes  spirales  sinu- 
soïdes. Les  projections  des  lignes  constituant  un  réseau  conjugué, 
orthogonal  en  projection,  sont  aussi  des  spirales  sinusoïdes. 


SUR  UN  THÉORÈME  DE   M.  VOLTERRA; 
Par  M.   Henri  Lkrksoue. 

1.  (In  sait  que  la  méthode  des  approximations  successives  a 
permis  de  résoudre  des  équations  intégrales  de  formes  très  variées. 
Toutes  les  fois  qu'on  utilise  cette  méthode,  il  faut  démontrer  la 
convergence  du  développement  qu'elle  fournit  pour  la  solution  de 
l'équation.  Dans  cette  démonstration,  on  est  souvent  guidé  par 
une  analogie  entre  les  approximations  nécessaires  pour  la  résolu- 
tion de  l'équation  intégrale  et  celles  qu'il  faudrait  effectuer  pour 
résoudre  une  certaine  équation  ordinaire,  qui  est  en  quelque  sorte 
l'image  de  l'équalion  fonctionnelle  proposée.  Dans  la  plupart  des 
cas,  cette  analogie  est  assez  lointaine;  M.  Voherra  a  délimité  une 
classe  d'équations  intégrales  pour  laquelle  l'analogie  est,  au  con- 
traire, tellement  simple  qu'il  suffit  de  connaître  la  solution  de 
l'équation  image  pour  pouvoir  écrire  de  suite  la  solution  de  l'équa- 
tion proposée.  Je  rappelle  ces  résultats  de  M.  Volterra  : 

Soient  deux  fonctions  F(x,y),  G(x,y);  elles  seront  dites pér- 
it* niables,  si  l'on  a 

fF(x,s)G(s,y)ds  =  Çg{x,s)  F(s\y)ds; 

les  intégrales  sont  étendues,  soit  à  l'intervalle  (.r,y),  c'est  la  per- 
mutabilité  de  première  espèce,  soit  à  l'intervalle  fixe  (Y/,  />),  c'est 
la  permutabilité  de  seconde  espèce. 

Pour  (î  F,  F  et  G  sont  permutables  et  l'on  appelle  F-  la  valeur 
commune  «les  intégrales;  pour  G  =  F-,  F  et  G  sont  permutables 
et  l'on  appelle  F*,  la  valeur  des  intégrales,  etc.  On  définit  ainsi  les 
puissances   itérées  F,    F2,   F3,   ...,  de   F;   elles    sont    toutes  per- 
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mutables  avec  F.  Il  en  est  par  suite  de  même  d'un  polynôme  quel- 
conque  par  rapport  aux  puissances  itérées  de  F,  ou  même  dune 
série  entière  en  F,  pourvu  que  ce  polynôme  ou  cette  série  ne  con- 
tienne pas  de  terme  constant,  car  F  n'est  pas  en  général  permutable 
avec  une  constante. 

Ceci  posé,  soit  une  équation  analytique  de  la  forme 

(1)  G(^,  Z|)  =  fl)^  +  è121+a23!+  biZZ\  -+-  c^z]-h.  .  .  =  o, 

admettant  une  solution  analytique  donnée  par  la  formule 

(2)  zt  =  y(z)  =  o.\z  -4-  a2^2-f-.  . .'. 

Dans  le  développement  de  G(3,  3,)  substituons  à  la  place  de  z 
et  de  3,  deux  fonctions  F(a?,iy),  F{(x,y)  et  convenons  que  2a, 
^P,  sa£p  seront  remplacées  par  Fa(œ,y),  Ff(#,  v), 


J¥«{x,s)FV{s,y)ds, 


Fa  et  Ff  étant  deux  puissances  itérées.  On  obtient  ainsi  une  équa- 
tion fonctionnelle  (1')  associée  à  l'équation  (1),  (1)  est  l'image 
de  (V).  En  opérant  de  même  sur  la  relation  (2),  on  définit  la  fonc- 
tion associée  à  0(3),  celle  dont  3(5)  est  l'image.  Cette  relation  (2') 
définit  alors  la  solution  F,(.r,y)  de  l'équation  (V),  car  il  est  évi- 
dent que  les  approximations  successives  nécessaires  pour  résoudre 
l'équation  (1')  et  qui  conduiraient  à  la  relation  (2)  sont  les  images 
de  celles  qu'il  faut  effectuer  pour  résoudre  (i;)  et  qui  donnent  la 
relation  (a').  (2')  fournil  donc  la  solution  de  l'équation  (1')  et 
aussi  de  l'équation  analogue  obtenue  en  permutant  Fa  et  F'j5  dans 
les  intégrales  qu'on  substitue  à  z^z'^. 

Mais  tout  cela  suppose  essentiellement  la  convergence  des 
séries  (\)  et  (2).  Pour  énoncer  les  théorèmes  que  M.  Volterra  a 
donnés  à  ce  sujet,  il  sera  commode,  comme  cela  arrive  fréquem- 
ment dans  ce  genre  de  questions,  «le  laisser  subsister  les  para- 
mètres 3  et  3,  dans  les  fonctions  associées,  .le  suppose  donc  qu'à 
une  fonction  11(3,3,,  ...)  donnée,  comme  image,  par  une  série 
entière  convergente  au  voisinage  dn  point  3  =  5,  =  ...=0,  el 
nulle  en  ce  point,  nous  associons  la  fonction 

tt[z  l<\.r,  rï,  g,  Fi(a?,v),  ...] 
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obtenue  en  remplaçant   respectivement    3a,   sf,   ...,  z^z^,   ..., 


i>ar 


«■  F«(ar,^),        c?  Ff(«Ffjr)f        .  .  .,        s«*P  f  F«(o?,  s)  V'\(s.y)<h,         .... 

M.  Vol  l  cira  a  démontré  que  3C[sF,  £,F,,  .  .  .]  était  une  fonc- 
tion entière  de  «,£,...  s'il  s'agissait  de  la  per mutabilité  de 
première  espèce  et,  s'il  s'agissait  de  la  permutabilité  de 
seconde  espèce^  que  si\\  était  jonction  entière  ou  une  fonction 
méromorphe,  il  en  était  de  même  de  ,1C. 

M.  Volterra  déduit  le  premier  résultat  du  calcul  de  l'ordre  de 
grandeurs  des  puissances  itérées,  calcul  qui  lui  avait  permis  autre- 
fois de  montrer  que  la  solution  d'une  équation  linéaire  intégrale  à 
limites  variables  est  une  fonction  entière  du  paramètre;  il  déduit  le 
second  résultat  du  théorème  fondamental  si  important  de  M.  Fred- 
liolm  sur  les  équations  intégrales  linéaires  à  limites  fixes.  De  ces 
deux  résultats  sur  les  équations  linéaires,  le  théorème  précédent 
peut  aussi  se  déduire  par  un  procédé  différent  de  celui  de  M.  Vol- 
terra, grâce  à  un  théorème  de  M.  J.  Hadamard. 

2.  Prenons  le  cas  où  la  fonction  image  H (s)  ne  contient  qu'une 
variable;  alors 

(3)  H(2)  =  fl,2  +  a2z2  +  ... 

et 

(4)  3Z[zV{x,y)]  =  axzV{xiy)  +  a%z*  fF(x,s)F(s,y)ds -f-.... 

Donc  3C  s'obtient  en  multipliant  les  coefficients  de  H  respective- 
ment par  ceux  de  la  série 

(5)  z<l>(z\x,y)  =  zF(x,y)-{-z*  J  F(x,  s)  F  (s,  y)  ds  -h. . . . 
Par  conséquent,  on  a,  d'après  la  formule  de  Parseval, 

(6)  ^  =  7^   f^Ht\x,y)\\{^yit, 


o  /. 


étant  un  contour  entourant  l'origine  laissant  à  l'extérieur  tous 

l<s  points  singuliers  de  <I>  et  entouranl  tous  les  points—,  u  ('tant 
un  point  singulier  de  1 1. 
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Quant  à  la  fonction  <ï>,  il  suffit  de  se  rappeler  la  théorie  des  équa- 
tions intégrales  ou  de  remarquer  que  la  série  qui  représente  zQ>  est 

associée  à  la  fonction >  pour  voir  que  <ï>  est  le  noyau  résolvant 

du  noyau  F(x,y),  c'est-à-dire  la  solution  de  l'équation 


(7) 


<t>(z;x,y)  +  z  j  <P(z;x,  s)F(s,y)ds  =  F(x,y). 


Ainsi  la  correspondance  entre  une  fonction  image  et  la  fonction 
associée  est  susceptible  d'une  expression  analytique.  Ceci  s'étend 
de  suite  au  cas  où  H  dépend  de  plusieurs  variables.  Pour  le  cas 
de  deux  variables,  posons 

ll(z,zl)  =  II (g,  o)+  H(o,*i);-t-K(*,«i). 

On  transformera  Iï(^,  o),  II (o,  3,),  comme  il  vient  d'être  dit  res- 
pectivement à  l'aide  des  noyaux  résolvants  <I>  et  04  de  F  et  F,. 
Quant  à  K.(s,  zi)1  qui  contient  zzs  en  facteur,  on  le  transformera 
d'abord  à  l'aide  de  <t>(z,.v,  s)  puis  à  l'aide  de  $<  (s,  s,  y)  et  l'on 
intégrera  par  rapport  à  s,  cela  donnera  : 

~4^/X,X'I,,(',;',r)">(';^s)K(^^)'/"/'"/î' 

Remarquons  que  <ï>  et  <!>,  pourraient  dépendre  d'autres  para- 
mètres que  ceux  qui  ont  été  indiqués;  en  particulier,  <£,  pourrait 
dépendre  de  z  et  c'est  ce  qui  arriverait  si  F,  était  la  solution  de 
l'équation  intégrale 

3Z[zF{x,y);Fl(z;x,y)]  =  o. 

On  pourrait  aussi  donner  des  représentations  de  ."ÏC,  faisant  inter- 
venir la  fonction  W [z,  z{]  xfy),  dont  le  développement  a  pour 
image 


1  —  z   1  —  Z{ 


Mais  tout  cela  nous  est  inutile;  j'ai  voulu  seulement  indiquer  que 
les  fonctions  de  variables  complexes  II  el  3C  étaient  liées  ana- 
lytiquement  et  c'est,  je  crois,  l'existence  de  ce  lien  qui  explique 
la  correspondance  étroite  qu'il  y  a  entre  les  fonctions  <!<•  variables 
complexes  et  les  relations  fonctionnelles  considérées  par  M.  Vol 


ç>.|2  

terra.    C'esl  ce  lien,   en  tout  cas,  qui  permet  les  considérations 
suivantes  : 

3.  I  tilisant  la  formule  de  Parseval  sous  la  forme  générale  que 
j'ai  rappeler,  M.  Hadamard  a  démontré  qu'une  série  entière  d'une 
variable  complexe,  la  série  (4),  |>ar  exemple,  qui  a  pour  coefficients 
les  produits  des  coefficients  de  même  rang  de  deux  autres  séries 
entières,  les  séries  (3)  et  (5),  par  exemple,  ne  peut  avoir  d'autres 
points  singuliers  que  ceux  dont  les  affixes  soûl  les  produits  des 
affixes  des  points  singuliers  des  deux  séries  primitives.  Jl  convient 
de  compléter  ce  théorème,  comme  le  fait  M.  Borel,  en  remarquant 
<jue  si  a  et  [3  sont  les  affixes  de  deux  pôles  de  (3)  et  (5),  ap  est 
l'affixe  d'un  pôle  de  (4).  Toutefois,  si  le  produit  a[3  pouvait  être 
obtenu  de  plusieurs  manières  comme  produit  d'affixes  singuliers, 
ce  résultat  pourrait  être  en  défaut;  mais  si  z  n'est  que  d'un  nombre 
fini  de  manières  le  produit  d'affixes  singuliers  a  et  (3  et  si  tous  ces 
affixes  correspondent  à  des  pôles,  z  sera  un  point  régulier  ou  un 
pôle  de  la  fonction  (4). 

Ceci  étant,  s'il  s'agit  de  la  permutabililé  che  première  espèce, 
c<ï>  est  une  fonction  entière,  donc  il  en  est  de  même  de  3C.  S'il 
s'agit  de  la  permutabilité  de  seconde  espèce,  z$  est,  d'après  le 
résultat  classique  de  M.  Fredholm,  une  fonction  méromorphe; 
donc,  si  H  est  une  fonction  entière,  il  en  est  de  même  de  ,1C  ;  si  11 
est  une  fonction  méromorphe,  il  en  est  aussi  de  même  de  3C. 

Tout  cela  est  jusqu'ici  prouvé  pour  H  dépendant  d'une  seule 
variable;  mais  il  suffit  d'appliquer  le  résultat  obtenu  successive- 
ment à  chaque  variable  pour  conclure  dans  le  cas  général. 

Ce  mode  de  démonstration  présente  l'avantage  de  fournir, 
dans  tous  les  cas,  des  renseignements  sur  les  affixes  singuliers 
de  30, (z)  ;  ils  font  partie  de  l'ensemble  des  produits  d'affixes  singu- 
liers de  II  et  de  <I>.  Cet  avantage  pourrait  être  appréciable  s'il 
arrivait  qu'une  équation  du  type  considéré  se  rencontre  effective- 
ment dans  des  recherches  physiques,  car  on  sait  de  cpiel  intérêt 
esl  alors  tout  renseignement  sur  le  plus  petit  module  des  affixes 
singuli< 

i.    La  relation  (6)  permet,  étant  donné  H(s),  de  calculer 

3e[*F(arl<r)]; 
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est-il  possible  de  trouver  une  relation  entre  H  et  £>C  qui  soit  résolue 
par  rapport  à  II?  La  question  revient  à  la  résolution  en  H  de  la  rela- 
tion (6),  c'est-à-dire  à  la  résolution  d'une  équation  intégrale  linéaire 
qu'on  peut  faire  rentrer  dans  la  catégorie  des  équations  de  première 
espèce  du  type  Fredliolm.  C'est  dire  que  la  question  posée  est  vrai- 
semblablement fort  difficile  à  résoudre,  dans  le  cas  général.  Il  n'en 
est  que  plus  intéressant  de  noter  que  l'une  des  premières  correspon- 
dances entre  fonction  associée  et  fonction  image  qui  ait  été  consi- 
dérée est  susceptible  d'une  double  expression  analytique,  résolue 
soit  en  3C,  soit  en  H.  Je  veux  parler  du  cas  où  l'on  s'occupe  de 
la  permutabilité  de  première  espèce  et  où  F  =  i;  alors  on  a,  à  la 
place  de  la  formule  (4)> 

X[z  F(x,y)]  =  (y-x)  \±* +  *£+..:]: 

L    '  2  •  J 

M.  Borel  a  montré  qu'on  a 

(y  —  x)\\{z)=j      e~*3Z\szF(r,y)]ds. 

Ce  résultat  est  utilisé  par  M.  Borel  de  la  manière  suivante  :  la 
formule  précédente  permet  de  calculer  II  (s)  à  l'aide  de  la  fonction 
entière  3€;  elle  peut  donc  permettre,  et  c'est  ce  qui  arrive  effecti- 
vement, de  calculer  H(^)  pour  des  valeurs  de  3,  pour  lesquelles  le 
développement  (3)  ne  serait  pas  convergent. 

Il  est  évident  que  toutes  les  fois  qu'on  saura  résoudre  par  rap- 
port à  II  l'équation  (6)  on  aura  un  procédé  de  sommation,  avan- 
tageux ou  non,  de  la  série  (3). 

On  peut  peut-être  trouver  des  procédés  de  sommation  des  séries 
entières,  analogues  à  ceux  de  MM.  Borel,  Mittag-Lefïler,  Lin- 
delof,  Le  Roy,  par  l'emploi  de  cette  remarque.  Ce  qui  du  moins 
est  certain,  c'est  que  tout  procédé  de  sommation  des  séries  entières 
permet  d'écrire  de  nouveaux  développements  pour  les  solutions 
des  équations  d\\  type  de  celles  que  nous  étudions  ici.  Par  exemple, 
d'un  résultai  connu  «le  M.  Mittag-Leffler,  il  résulte  que  l'expres- 


sion 


F  F-  F3 

-2 


r(n-a)         V{i  h  ■>.  a)  r(i-+-3a) 

tend  vers  la  solution  <l>  de  L'équation  (7),  quand  x  tend  vers  /no. 
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pour  toute  valeur  de  z  qui  ne  se  trouve  pas  sur  une  demi-droite, 
prolongement  au  delà  de  a  du  segment  joignant  l'origine  à  un 
point  singulier  a  de  <!>. 


SDR  LE  PRINCIPE  DES  TRAVAUX  VIRTUELS  ('); 
Par  Et.   Di.lassus. 

I .  Le  principe  des  travaux  virtuels  et  celui  de  Dalemhert,  qui  en 
découle  rigoureusement,  sont  absolument  généraux;  ils  expriment 
rigoureusement  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes,  soit  de 
L'équilibre,  soit  du  mouvement,  tant  qu'ils  sont  applicables,  c'est- 
à-dire  tant  (pie  l'on  n'arrive  pas  à  une  position  singulière  où  les 
hypothèses  fondamentales  de  la  Mécanique  cessent  d'avoir  un 
sens. 

On  est  donc  tenté  de  considérer  ces  principes  comme  des 
espèces  de  mécanismes  transformant  automatiquement  un  pro- 
blème de  mécanique  en  un  système  d'équations  rigoureusement 
équivalent.  Il  n'est  pas  nécessaire  de  chercher  des  exemples  hien 
compliqués  pour  s'apercevoir  que  celte  conception  est  fausse  et 
que  les  équations  de  Lagrange  peuvent  donner  des  solutions  étran- 
gères au  problème  proposé. 

Prenons  le  mouvement  d'un  solide  pesant  suspendu  par  un 
point  O.  Traçons  dans  le  corps  une  droite  A  issue  de  O  et  cher- 
chons s'il  peut  arriver  que  cette  droite  garde  une  position  fixe 
verticale  dans  l'espace. 

Prenons  trois  axes  fixes  Oxu  yx,  z{,  et  trois  axes  Ox,  y,  z. 


(')  Dans  un  article  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  Sur  la  mise 
en  équation  des  problèmes  de  Mécanique,  mars  1906,  M.  Iladamard  a  donné 
quelques  indications  sur  les  cas  où  les  équations  du  mouvement  ne  traduisent 
pas  exactement  le  principe  de  Dalemhert. 

L'article  que  je  publie  maintenant,  bien  que  la  discussion  qui  y  figure  ait  fait 
partie  de  mon  enseignement  dès  1903-1903,  peut  être  considéré  comme  la  suite  et 
le  développement  de  celui  de  M.  Hadamard  en  se  bornant,  pour  avoir  des  pro- 
priétés précises,  aux  seules  équations  de  Lagrange  et  sans  faire  intervenir  aucune 
intégrale  première. 
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attachés  au  solide,  Ox  étant  la  droite  A.   Soient  8,  ©,  'l  les  trois 

angles  d'Euler  et 

F(x,y,z)  =  i 

l'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie.  On  aura 

2T  =  F[<]/  sinô  sin<p  -h  6'  coscp,  <]/  sinO  coscp  —  0'  sin«p,  <]/  cosO  -t-  o'J 

et,  comme  on  peut  toujours  supposer  le  centre  de  gravité  dans  le 

plan  z Ox, 

U  =  —  M  £-(a  sincp  sinB  -\-  c  cosô). 

H  n'j  a  aucune  difficulté  à  former  les  équations  de  Lagrange ;  si 
nous  y  introduisons  alors  les  hypothèses 

6  =  -,         8'=8*=o, 

2 

?  =  -'         ?  =?  =  °> 

qui  expriment  que  A  reste  toujours  en  coïncidence  avec  Os, ,  nous 

obtenons 

Af=o, 

E<\>"—  Ef*=  Mgc, 

Ef-Ff=o, 
il  en  résulte 

F  =  o 

sans  quoi,  en  vertu  de  la  première,  la  troisième  donnerait 

<J/=o 

et  il  n'y  aurait  pas  mouvement.  Cetle  condition  étant  réalisée,  la 
seconde  donnera,  pour  ij/,  une  valeur  constante 


\m 


Il  est  donc  nécessaire  que  le  plan  mené  par  A  perpendiculaire 
au  plan  contenant  A  et  le  centre  de  gravité  coupe  l'ellipsoïde 
d'inertie  suivant  une  ellipse  admettant  A  pour  axe  et,  de  plus,  que 
la  rotation  initiale,  dirigée  suivant  A  placée  verticalement,  ail  une 
valeur  bien  déterminée. 

Traitons  maintenant  le  problème  en  prenant  A  pour  0-8  et  avec 


—  UV)  — 
trois  paramètres  0,  cp,  k,  le  dernier  étant  défini  par 

U  —   cp  -H  «J;, 

Si  nous  prenons  encore  gojt  contenant  le  centre  de  gravité,  les 
axes  seront  les  mêmes  <jue  précédemment,  sauf  que  Ox  el  0,z  se 
sont  permutés  et  que  Qy  a  changé  de  sens;  l'équation  de  l'ellip- 
soïde d'inertie  est  donc 

F(Z,  -Y,  X)  =  o, 
donc 

cp')  cos6  -h  cp',  0'  sin  cp  —  (u' —  cp')  sinO  cosep 


=  f[("" 


6'  cosep  -h  (u' —  cp')  sin 9  sincp 
U  = —  M^-(a  cosO  -h  c  sincp  sin 6). 

Si  nous  écrivo.ns  alors  les  équations  de  Lagrangeet  introduisons 

l'hypothèse 

0  =  O'=6"=o, 

l'équation  relative  à  cp  devient  une  identité  et  il  reste  les  deux 

équations 

A  u"  =  o, 

-7-  [ u' (E  cosep  -+-  F  sincp)]  -f-  u'(u'  —  <p')(F  cosep  —  E  sincp)  =  M  gc  sincp; 

la  première  donne 

u'  =  CL 

et  la  seconde  devient  alors 

a2(Fcoscp — E  sincp)  =  M  gc  sincp 

et  donne  pour  cp  une  valeur  constante  S.  Les  équations  de  Lagrange 
admettent  donc  la  solution 

0  =  o,         cp  =  [5,         u  =  a  t  -f-  y, 

7,  p,  y  étant  trois  constantes  dont   les  deux  premières  sont  liées 
par  la  relation 

a2(Fcos(3  —  EsinP)  =  M^csinjJ. 

L'hypothèse  0  =  o  exprime  que  la  droite  A  reste  verticale  el, 
comme  //  esl  variable,  le  corps  tourne  réellement  autour  de  A. 

Les  équations  de  Lagrange,  au  moyen  des  paramètres  0,  cp,  //, 
donnent  donc  une  infinité  de  mouvements  autour  de  A  restant  ver- 
ticale sans  aucune  condition  relative  à  la  position  de  A  et  du  centre 
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de  gravi  Lé  dans  L'ellipsoïde  d'inertie  et  à  la  vitesse  initiale  de  rota- 
tion. D'après  la  première  façon  de  traiter  le  problème,  les  droites  A 
doivent  satisfaire  à  une  condition,  c'est-à-dire  être  les  génératrices 
d'un  certain  cône.  On  peut  donc  affirmer  que  toutes  les  solutions 
fourmes  par  la  seconde  mise  en  équations  et  qui  correspondent  à 
des  droites  non  situées  sur  ce  cône  sont  des  solutions  étrangères 
au  problème  proposé,  elles  donnent  des  mouvements  qui  ne  peuvent 
se  produire  effectivement  sans  l'action  des  forces  auxquelles  le  sys- 
tème est  soumis. 

De  cet  exemple  résulte  que  les  équations  de  I^agrange  ne  sont 
pas  toujours  rigoureusement  équivalentes  au  problème  de  dyna- 
mique qui  les  fournil.  L'équation  générale  de  Dalembert  est  la 
traduction  exacte  du  problème,  mais  les  équations  de  Lagrange  ne 
traduisent  pas  rigoureusement  le  principe  de  Dalembert;  c'est  dans 
cette  traduction  que  l'équivalence  se  perd. 

Comme  le  principe  de  Dalembert  est  une  conséquence  du  prin- 
cipe des  travaux  virtuels,  nous  commencerons  par  étudier,  à  ce 
point  de  vue,  les  équations  d'équilibre  d'un  système  et  nous  appli- 
querons ensuite  à  la  Dynamique  les  résultats  obtenus. 

2.  V  étant  une  position  d'un  système  matériel  soumis  à  do 
liaisons  définies  géométriquement,  les  déplacements  virtuels  re- 
latifs à  cette  position  et  compatibles  avec  les  liaisons  se  définissent 
sans  ambiguïté  et  les  $x,  8jy,  8g  d'un  point  quelconque  du  sys- 
tème sont  alors  des  fonctions  d'un  certain  nombre  de  paramètres 
qui  sont  les  mêmes  pour  tous  les  points  du  système. 

JNous  dirons  que  la  position  P  est  une  position  ordinaire  si, 
pour  cette  position,  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les 
liaisons  forment  un  groupe  linéaire,  c'est-à-dire  sont  tels  (pic  les 
o.r,  hyy  Zz  d'un  point  quelconque  puissent  s'exprimer  connue 
fonctions  linéaires  cl  homogènes  d'an  certain  nombre  de  para- 
mètres indépendants.  Nous  désignerons,  d'une  façon  générale, 
par  (G)  un  tel  groupe. 

L'ensemble  «les  déplacements  virtuels  relatifs  à  une  position 
peut  ne  pas  être  linéaire,  mais  il  peut  arriver  qu'il  se  décompose 

en    plusieurs    autres    ensembles  dont    certains    peuvent    constituer 

des  groupes  linéaires.  Mous  dirons  alors  que  la  position  1'  est  la 
superposition  de  plusieurs  positions  dont  certaines  sonl  ordinaires. 
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G  est,  en  définitive,  la  même  notion  que  ("elle  qui  conduit  à  con- 
sidérer un  point  double  d'une  courbe  comme  réunion  de  deux 
points  simples  appartenant  respectivement  aux  deux,  branches 
qui  viennent  s'y  couper.  Nous  pourrons  dire  que  les  diverses  posi- 
tions appartiennent  à  des  nappes  différentes  de  la  liaison  et  sup- 
poser toujours  que  l'on  considère  séparément  ces  positions  super- 
posées. 

Nous  poserons  en  principe  (la  vérification  en  est  immédiate 
dans  les  cas  simples)  que  le  problème  de  l'équilibre  ri a  de  sens 
que  pour  les  positions  ordinaires  et  nous  laisserons  systémati- 
quement de  coté  toutes  les  positions  nui  ne  seront  pas  de  cette 
nature. 

3.  Pour  ne  pas  compliquer  inutilement,  bornons-nous  au  cas 
d'un  système  holonome  défini  par  des  paramètres  qt,  , ..,  qn  que 
nous  ne  supposerons  pas  forcément  indépendants  et  qui  seront 
alors  liés  par  les  équations  finies 

/  6,  (qu  ...,g„)==o, 
(■)  • i 

(    M?l>   •••>  <Jn)  =  0. 

La  représentation  du  système  est  rigoureuse  au  point  de  vue  ponc- 
tuel, mais  il  n'en  est  plus  forcément  de  même  au  point  de  vue 
tangentiel,  c'est-à-dire  quand  on  considère  les  déplacements 
virtuels. 

Si  l'on  donne  aux  q  des  variations  infiniment  petites  du  premier 
ordre  et  satisfaisant  aux  équations  linéaires 

\                àqx                          dqn 
(*)  « 


80a  =  —  00! -t-... -h- — o?„=o, 
àq\     J  àqn 


on  définit  ainsi  des  déplacements  virtuels  formant  un  groupe 
linéaire  {Y)  qui,  en  général,  est  d'ordre  n  —  //,  c'est-à-dire 
dépend  linéairement  de  n  —  //  paramètres  indépendants. 

En  général,  ce  groupe  coïncide  avec  (G),  mais  il  peut  exister 
des   positions   ordinaires   qui,   à   ce   point    de    vue,   soient  singu- 
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lières,  c'est-à-dire  pour  lesquelles  (Y)  ne  coïncide  pas  avec  (G). 
Une  position  ordinaire  sera  singulière  de  première  classe  si 
(T)  est  entièrement  contenu  dans  (G),  singulière  de  seconde 
classe  si  (G)  est  entièrement  contenu  dans  (T),  et  singulière  de 
troisième  classe  si  aucun  des  deux  groupes  (G)  et  (T)  n'est 
entièrement  contenu  dans  l'autre. 

ht.  Considérons  les  q  comme  des  paramètres  indépendants  et 
donnons-leur  des  accroissements  S</  arbitraires.  Nous  définissons 
ainsi  des  déplacements  virtuels  du  système  libéré  des  liaisons 
exprimées  par  les  équations  (i),  déplacements  compatibles  avec 
les  liaisons  et  qui  forment  un  groupe  linéaire  (  V)  dont  l'ordre  n' 
est  égal  ou  inférieur  à  n.  Si,  pour  une  position  du  système,  n!  esl 
inférieur  à  n,  nous  dirons  qu'il  y  a  réduction  sur  //. 

On  obtient  évidemment  tous  les  déplacements  du  groupe  (T)  en 
cherchant  tous  les  déplacements  de  (F')  qui  satisfont  aux  équa- 
tions (2);  le  nombre  A' de  ces  équations  qui  sont  distinctes  esl 
égal  ou  inférieur  à  h.  Si,  pour  une  position  du  système,  //'  est 
inférieur. à  A,  nous  dirons  qu'il  y  a  réduction  sur  //. 

S'il  n'y  a  réduction  ni  sur  rc,  ni  sur  h,  on  a  évidemment  une 
position  ordinaire  non  singulière  de  sorte  (pie  :  toute  position 
singulière  donne  une  réduction  de  l 'un,  au  moins,  des  deux 
nombres  n,  h. 

Considérons  d'abord  une  position  donnant  une  réduction  de  n 
seulement  (/i'<  //.,  hf '==  h).  Soit  (G')  le  groupe  véritable,  pour  la 
position  considérée,  du  système  fictif  dont  les  a  seraient  indé- 
pendants. 

Dans  le  cas  actuel,  (T'i  n'est  qu'une  portion  de  (G').  Les  équa- 
tions <  2  ),  (;tant  toutes  distinctes,  expriment  exactement  les  condi- 
tions pour-  qu'un  déplacement  (G')  soit  un  déplacement  (G);  en 
les  appliquanl  aux  déplacements  il)  on  n'obtiendra  donc  en 
général,  qu'une  partie  de  (G),  de  sorte  que  (T)  scia  contenu 
dans  (C)  et  la  position  sera  singulière  de  première  classe.  Le  rai- 
sonnement peut  être  en  défaut,  car  il  peut  arriver  que  les  déplace 
ments  (G')  qui  ne  font  pas  partie  de  (  I' 'i  ne  satisfassent  jamais  aux 
équations  {:>.):  en  appliquant  alors  ces  équations  aux  déplai 
ments  i  I")  on  trouve  le  même  résultai  qu'avei  c'est-à-dire    I  I 

(  T)  coïncide  donc  avec  (G)  et  la  position  n'est  pas  singulièi 
xl.  in 


—  250  — 

\  i  1 1  s  i   : 

Une  position  pour  laquelle  il  y  a  réduction  sur  n  seulement 
est   une  position    non   singulière  ou   singulière  de  premièrt 

vinsse. 

Lorsque  les  paramètres  sont  indépendants,  (G)  et  (F)  coïn- 
cident respectivement  avec  (G')  et  (\v)  ;  donc,  s'il  y  a  réduction  sur  /?, 
(T)  est  contenu  dans  (G)  et  la  position  est  singulière  de  première 
classe.  Ainsi  : 

Quand  les  paramètres  sont  indépendants,  toute  position  pour 
laquelle  il  y  a  réduction  sur  n  est  forcément  singulière  de  pre 
mière  classe. 

Considérons  maintenant  une  position  pour  laquelle  il  y  a  réduc- 
tion sur  k  seulement  (n'=  n,  h' <C  h),  (F')  coïncide  avec  (G'), 
mais  les  équations  (2)  n'expriment  plus  complètement  les  condi- 
tions que  doivent  remplir  les  déplacements  (G')  pour  être  des 
déplacements  (G);  donc,  en  les  appliquante  (T'),  on  obtiendra 
des  déplacements  plus  généraux  que  ceux  de  (G)  et  le  groupe  (G) 
sera  contenu  dans  (F),  donc  la  position  sera  singulière  de  seconde 
classe. 

Pour  qu'un  déplacement  (F7)  soit  un  déplacement  (G),  il  faut 
qu'il  satisfasse  aux  équations  (2)  et  à  des  conditions  complémen- 
taires se  traduisant  par  de  nouvelles  relations  entre  les  0(/  et 
comme,  dans  les  déplacements  (F'),  les  Sy  sont  tous  arbitraires,  il 
est  impossible  que  les  (Y1)  vérifient  tous  ces  conciliions  complé- 
mentaires, de  sorte  que  (F)  ne  peut  coïncider  avec  (G).  Ainsi  : 

Une  position  pour  laquelle  il  y  a  réduction  sur  h  seulement 
est  forcément  singulière  de  seconde  classe. 

Considérons  enfin  une  position  pour  Laquelle  il  y  a  réduction 
simultanée  sur  n  el  sur  /t  (//'<  «,  k1  <^  h). 

Pour  former  (T)  od  ne  prend  qu'une  partie  (F')  du  groupe  (d'i 
el  on  ne  lui  impose  qu'une  partie  des  conditions  qui  définissent  (G) 
,111  iiio\  en  de  (G').  H  n  y  a  plus  aucune  relation  entre  (F)  et  (G)  et 
tous  les  cas  pourront  se  présenter. 


—  251  — 
Par  exclusion,  on  peut  formuler  les  réciproques  suivantes  : 

Les  positions  singulières  de  première  classe  sont  forcément 
des  positions  pour  lesquelles  il  y  a  réduction  sur  n . 

Les  positions  singulières  de  seconde  classe  sont  forcément  des 
positions  pour  lesquelles  il  y  a  réduction  sur  h. 

Les  positions  singulières  de  troisième  classe  sont  forcément 
des  positions  pour  lesquelles  il  y  a  réduction  simultanée  sur  n 
et  sur  h. 

5.  En  général,  une  position  du  système  matériel  est  définie  par 
un  système  de  valeurs  des  q  vérifiant  les  équations  (i)  et,  récipro- 
quement, une  position  définit  un  système  de  valeurs  des  q  satis- 
faisant à  ces  conditions. 

Il  peut  arriver  qu'une  position  du  système  ne  définisse  pas  com- 
plètement les  paramètres,  c'est-à-dire  qu'il  existe  des  y,  dépen- 
dants d'un  certain  nombre  de  paramètres  arbitraires,  vérifiant 
identiquement  les  équations  (i)  et  fournissant  toujours  la  même 
position  du  système;  autrement  dit,  tous  les  systèmes  de  valeurs 
des  q  vérifiant  les  équations  distinctes 

l     Bl(gt,  •••,?»)  =0,  W|  (</i,   ...,  Ça)  =  o, 

(3)  »  , 

I   0/t(?i,  .  ..,  qn)  =  o,  t*>k(Çi,  • .-,  qn)  =  o, 

dont  le  nombre  h  -f-  k  est  supposé  inférieur  à  //,  fournissenl  la 
même  position  du  système  matériel.  Nous  «lirons  alors  que  celte 
position  est  une  position  (V indétermination  paramétrique  et  que 
l'indétermination  est  d'ordre 

p  =  n  —  (/>-+-  k). 
Si  nous  appelons  position  paramétrique  un  système  de  valeurs 

des  (j  satisfaisant  aux  équations  (i),  nous  pourrons  dire  qu'une 
position  d'indétermination  paramétrique  d'ordre/?  est  la  super- 
position dune  suite  à  p  paramètres  de  positions  paramétriques. 

Soit  q°     .  .  . ,  r/"  une  de  ces  positions  paramétriques,  donc  véri- 
fiant les  équations  (3).  Si  Ton   fail  varier  les  <j  à  partir  de  ces  va 
leurs  en  continuant  à  vérifier  ces  équations,  les  j?,  j  .  -  des  point» 
du  système  matériel  restent   fixe»  ;  en  particulier,  si  non»  donnons 
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aux  g  des  variations  oy  satisfaisanl  aux  équations 

80 1  =  o,         ou)]  =»o, 


80^=0,         8u>*==o, 

qui  sont  distinctes,  les  8.r,  8y,  83  seront  nuls,  donc  seront  des 
combinaisons  linéaires  el  homogènes  des  89  et  des  8w.  Les  8#, 
or,  o;,  où  Ton  considère  les  hq  comme  absolument  arbitraires, 
sont  donc  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  h  -f-  k  para- 
mètres 08,  oo),  de  sorte  < | u < *  le  groupe  (F")  est  d'ordre  an  plus  égal 
à  //  H-  k)  c'esl  -à-dire  à  />  — p.  Il  y  a  donc  réduction  sur  /*,  de  sorte 
(pie  : 

Les  positions  paramétriques  qui  constituent  une  position 
d'indétermination  paramétrique  sont  toutes  singulières  de 
première  classe  ou  non  singulières  ;  elles  sont  forcément  sin- 
gulières de  première  classe  quand  les  paramètres  sont  indé- 
pendants. 

\  chacune  de  ces  positions  paramétriques  correspond  un 
groupe  (T)  et  le  groupe  (G)  relatif  à  la  position  du  système  est 
fourni  par  l'ensemble  de  tous  les  déplacements  de  tous  ces 
groupes  (F). 

Gomme  exemples  simples,  on  peut  citer  le  point  /•  =  o  en  coor- 
données polaires  planes /•,  9  ;  il  y  a  alors  indétermination  d'ordre  i, 
el  le  point  /•  ==  o  en  coordonnées  polaires  de  l'espace  /•,  9,  m,  l'in- 
détermination étant  alors  d'ordre  2. 

Enfin  il  peui  exister  des  suites  continues  de  positions  d'indé- 
termination. Une  suite  à  s  paramètres  de  positions  d'indétermi- 
nation d'ordre  /?,  étant  définie  par  des  équations  telles  que  (3), 
mais  les  w  contenant  s  constantes  arbitraires  distinctes.  On  en  a 
un  exemple  simple  par  les  coordonnées  semi-polaires  /•,  9,  3,  en 
prenant  les  positions 

/•  =  o,  ^  =  a, 

a  étant  une  constante  arbitraire  et  aussi,  au   moyen   d'un    solide 
ayanl  un  point  fixe  el  qu'on  définit  par  les  trois  angles  d'Euler  8, 

-^.  ■!/.  La  suite  à  considérer  esl  ici 

>     • 

0  =  o,  cp  -+-  6  =  a. 
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0.  Il  est  encore  plus  facile  de  donner  des  exemples  de  positions 
singulières  de  seconde  classe. 

L'exemple  immédiat  sera  fourni  par  un  point  matériel  défini 
par  ses  trois  coordonnées  rectilignes  x,  r,  Z  el  assujetti  à  rester 
sur  une  courbe 

M-?vr,  z)  =  o, 

§i(x,y,z)  =  o, 

les  deux  surfaces  9(  =  o,  G2=:  o  étant  ta ngentes  en  un  point. 
En  ce  point,  les  deux  équations 

86!=  o,         o02=  o 

se  réduisent  à  une,  de  sorte  que  (T)  est  d'ordre  2,  il  est  constitué 
par  tous  les  déplacements  dans  le  plan  tangent  commun  aux  deux 
surfaces,  tandis  que  (G)  relatif  au  point  considéré  comme  ordi- 
naire sur  l'une  des  branches  est  d'ordre  1,  constitué  par  les  dépla- 
cements sur  la  tangente  à  cette  branche. 

On  peut  avoir  de  telles  positions  singulières  de  seconde  classe 
isolées  ou  formant  des  suites  continues  et  il  peut  même  arriver  que 
toutes  les  positions  du  système  soient  singulières  de  seconde 
classe  ;  c'est  ce  qui  arrivera,  en  particulier,  si,  dans  L'exemple  pré- 
cédent, on  suppose  que  les  deux  surfaces  9,,  ô2  sont  circonscrites 
tout  le  long  de  la  courbe  étudiée. 

7.  Reprenons  le  raisonnement  par  lequel  on  établit  les  équa- 
tions générales  d'équilibre. 

Un  déplacement  virtuel  quelconque  compatible  avec  les  liaisons 
est  obtenu  en  prenant  n'importe  quel  système  de  valeurs  des  oy 
satisfaisant  aux  équations 

(4)  80i=o,         ...,         8eA=o. 

Pour  ces  valeurs,  le  travail  des  forces  données  a  une  expression 

(h'  la  forme 

S  =  Qi  8yi  +  .  •  .-*-  Qnfyn, 

ei  il  doit  être  nul  en  vertu  des  équations  (4).    Donc,   consid 
comme  fonction  linéaire  et  homogène  i\cs  n   variables  indépen- 
dantes oy,  il  doit  être  nue  combinaison  linéaire  el  homogène  des 
premiers  membres  oO  des  équations  {  |),  ce  qui  re\  ienl  à  dire  qu  il 
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doit  exister  des  multiplicateurs  X(,  ...,  \n  tels  que  l'identité 
(5)  6 +Xj  88i-h.  ..-t-X>i  ôô^=  o 

ail  lieu  quels  que  soient  1rs  B<y.  En  exprimant  ce  (ail,  on  obtient 
les  équations  classiques 

Qi  +  A,  - h.  .  .H-  A/,  — -    =  o, 

àqx  àqx 

(6) 


QnH- A,- h... -H  A/,- —  =  o, 

àqn  àqn 


qui,  jointes  aux  h  équations  qui    relient  les   q,    forment   un   sys- 
tème   (le    n  -|-  h    équations    aux    n -\- h    inconnues    q{,   ...,    qn, 

'M,    •  •  •  )    A/i* 

Ces  équations,  d'après  le  raisonnement  même  qui  les  donne,  ne 
sont  évidemment  la  traduction  exaete  des  eonditions  d'équilibre 
fournies  par  le  principe  des  travaux  virtuels  que  sous  les  deux 
hypothèses  suivantes  : 

i°  Il  y  a  identité  entre  les  déplacements  virtuels  (G)  compa- 
tibles avec  les  liaisons  et  les  déplacements  virtuels  (F)  définis  par 
les  oq  vérifiant  les  équations  (4)î 

2°  Les  multiplicateurs  X  sont  lotis  finis,  de  façon  que  l'iden- 
tité (4)  soit  bien  de  la  (orme  considérée. 

Pour  mieux  concevoir  la  seconde  restriction,  écrivons  l'iden- 
tité (5)  sous  la  forme  homogène 

(7)  f*o&-H  ni  80!  +-. . .+  \Xh  80/,  =  o. 

Nous  pourrons  alors  dire  : 

A  toute  position  d'équilibre  qui  n'est  pas  singulière  corres- 
pond une  solution  q ,,  ...,  q,n  jjl0 ,  jjl,  ,  ...,  u.n  des  équations  d'équi- 
libre^ solution  dans  ht  quelle  jjl0  n'est  pas  nul. 

Réciproquement,  toute  solution  qt,  ...,  q/n  ku0,  [*< ,  ...,  y.,i  des 
équations  d'équilibre  pour  laquelle  u.0  n'est  pas  nul  donne  une 
position  du  système  qui,  si  elle  n'est  pas  singulière,  est  forcé- 
ment position  d'équilibre. 

Enfin  la  considération  de  jjl0  conduit  à  considérer  les  équations 
d'équilibre  (<>)  de  deux  façons  bien  distinctes. 
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La  première  consiste  à  n'admettre  que  les  solutions  dans  les- 
luelles  i>.0  n'est  pas  nul  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  solutions 
lans  lesquelles  les  X  seront  tous  finis.  Comme  on  doit,  dans  la 
olution,  s'occuper  des  multiplicateurs,  on  est  obligé  de  les  con- 
erver  et  nous  dirons  que  les  équations  d'équilibre,  considérées 
i  ce  point  de  vue,  sont  les  équations  aux  multiplicateurs 
înis. 

Les  multiplicateurs  [/.  figurent  linéairement,  leur  éliminalion  est 
ine  opération  élémentaire  très  facile  et,  en  outre,  ces  inconnues 
uxiliaires  n'offrent,  en  général,  aucun  intérêt.  On  est  donc  amené 
ouvent  à  les  éliminer  pour  obtenir  les  équations  ne  contenant 
dus  que  les  véritables  inconnues  q  du  problème  d'équilibre  pro- 
posé. Cette  élimination  ne  fait  aucune  distinction  entre  jjl0  et  les 
utres  ul.  On  est  ainsi  amené  à  considérer  les  équations  sans  mul- 
iplicateurs  en  appelant  ainsi  indifféremment,  soit  les  équations 
près  élimination  des  multiplicateurs,  soit  les  équations  avec  ces 
nultiplicaleurs,  mais  en  ne  leur  imposant  aucune  condition  res- 
riclive. 

8.  Les  équations  aux  multiplicateurs  finis  expriment  rigoureu- 
ement  cpie  le  travail  virtuel  est  nul  pour  tous  les  déplacements  du 
proupe  (T)  ;  et  il  en  résulte  : 

Pour  une  position  ordinaire  non  singulière,  (T)  et  (G)  coïn- 
cident, donc  les  équations  aux  multiplicateurs  finis  expriment  les 
onditions  nécessaires  et  suffisantes  de  l'équilibre.  Toute  position 
l'équilibre  non  singulière  fournira  une  solution  de  ces  équations 
l,  réciproquement,  toute  solution  de  ces  équations  qui  ne  sera 
►as  une  position  singulière  sera  une  position  d'équilibre. 

Pour  une  position  singulière  de  première  classe,  (T)  est  contenu 
mtièrement  dans  (G),  donc  Les  équations  aux  multiplicateurs  finis 
ixpriment  des  conditions  nécessaires  mais  non  suffisantes  de  L'équi- 
ibre.  Une  position  d'équilibre  singulière  de  première  classe  vérifie 
orcémenl  Les  équations,  mais  une  position  singulière  de  première 
liasse  vérifiant  les  équations  n'esl  pas  forcément  position  d'équi- 
ibre. 

Pour  une  position  singulière  de  seconde  classe,  (G)  esl  contenu 
lans  (T),  donc  les  équations  aux  multiplicateurs  finis  expriment 
les  conditions  suffisantes  mais  non  nécessaires  de  l'équilibre.  I  ni' 
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position  d'équilibre  singulière  de  seconde  classe  ne  vérifie  pas  for- 
cément les  équations,  mais  si  une  position  singulière  de  seconde 
classe  les  vérifie,  elle  est  certainement  position  d'équilibre. 

tin  fin,  pour  une  position  singulière  de  troisième  classe,  aucun 
des  deux  groupes  (F),  (G)  n'étanl  entièrement  contenu  dans 
l'autre,  les  équations  aux  multiplicateurs  finis  ne  sont  des  condi- 
tions ni  nécessaires  ni  suffisantes  de  l'équilibre,  elles  n'ont, 
pour  ces  positions,  aucun  sens  au  point  de  vue  de  l'équilibre. 

Donc  : 

Les  équations  d'équilibre  aux  multiplicateurs  finis  peuvent 
fournir  des  solutions  étrangères,  c'est-à-dire  des  positions  qui 
ne  sont  pas  .les  positions  d'équilibre  ;  ces  positions  sont  forcé- 
ment singulières  de  première  ou  de  troisième  classe.  Elles 
peuvent  aussi  laisser  de  côté  de  véritables  solutions  du  pro- 
blème^ c'est-à-dire  ne  pas  admettre  comme  solutions  certaines 
positions  d'équilibre;  ces  positions  sont  forcément  singulières 
de  deuxième  ou  de  troisième  classe. 

\).  Etudions  maintenant,  d'une  façon  analogue,  les  équations 
sans  multiplicateurs.  Elles  sont  équivalentes  à  l'identité  (7)  sans 
aucune  restriction  sur  les  u,  de  sorte  qu'elles  expriment,  si  |jl0  n'est 
pas  nul,  que  <7  est  nul  pour  tous  les  déplacements  (F)  et,  si  m0  est 
nul,  que  cette  identité  se  réduit  à 

^!  O0j  -+-.  .  .H-fXA  o0/,=  O, 

c'est-à-dire  que  les  89  ne  sont  pas  indépendants  ou,  suivant  l'ex- 
pression  adoptée  antérieurement,  que,  pour  la  position  considérée, 
il  v  a  réduction  sur  h. 

Considérons  une  position  d'équilibre.  Si  elle  est  non  singulière 
ou  singulière  de  première  classe,  (G)  coïncide  avec  (T)  ou  le  con- 
tient ;  dans  les  deux  cas,  Xb  est  nul  pour  les  déplacements  (F)  et 
les  équations  sans  multiplicateurs  sont  vérifiées.  Si  elle  est  singu- 
lière de  seconde  ou  troisième  classe,  il  y  a  forcément  réduction 
sur  h  h  ces  équations  sont  encore  vérifiées.  Donc  : 

Toute  position  d'équilibre  vérifie  les  équations  d'équilibre 

sa/i  s  multiplicateurs. 

Voyons  maintenant  la  réciproque.   Foute  position  pour  laquelle 
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il  y  a  réduction  sur  h  vérifie  les  équations  sans  qu'on  puisse  en 
conclure  qu'il  y  a  équilibre.  Une  position,  vérifiant  les  équations 
et  pour  laquelle  il  n'y  a  pas  réduction  sur  /*,  est  forcément  non 
singulière  ou  singulière  de  première  classe;  G  est  nul  pour  les 
déplacements  (T),  donc,  si  la  position  n'est  p;is  singulière,  il  \  a 
équilibre  puisque  (F)  et  (G)  coïncident  et,  si  la  position  est  sin- 
gulière de  première  classe,  l'équilibre  n'a  pas  lieu  forcément 
puisque  (T)  est  contenu  dans  (G). 
En  résumé  : 

Les  équations  d'équilibre  sans  multiplicateurs  fournissent 
toutes  les  positions  d équilibre. 

Elles  admettent  forcément,  comme  solutions  étrangères, 
toutes  les  positions  pou r  lesquelles  il  y  a  réduction  sur  h  et  qui 
ne  sont  pas  des  positions  d'équilibre.  Elles  peuvent  admettre 
d'autres  solutions  étrangères  qui  sont  forcément  des  positions 
singulières  de  première  classe  sans  réduction  sur  h. 

Dans  le  cas  des  paramètres  indépendants,  il  n'y  a  plus  de  mul- 
tiplicateurs, il  n'y  a  qu'une  manière  de  considérer  les  équations 
d'équilibre,  il  n'y  a  pas  à  considérer  les  positions  pour  lesquelles 
il  y  a  réduction  sur  h  et  enfin  il  existe  une  seule  catégorie  de  posi- 
tions singulières,  celles  de  première  classe  que,  pour  abréger, 
nous  appellerons  simplement  positions  singulières.  Le  résultat 
précédent  se  simplifie  alors  et  devient  : 

Dans  le  cas  des  paramètres  indépendants,  les  équations 
cféquilibre  fournissent  toutes  les  positions  d'équilibre^  mais 
peuvent  donner  des  solutions  étrangères  qui  sont  forcément 
des  positions  singulières. 

10.  Nous  venons  d'avoir  un  exemple  de  solutions  étrangères 
s'introduisant  normalement  par  les  équations  sans  multiplicateurs, 
ce  sont  les  positions  pour  lesquelles  il  y  a  réduction  sur  h  et,  eu 
particulier,  les  positions  singulières  de  deuxième  et  troisième 
classe. 

En  voici  un  autre  exemple  qui  s'applique  indifféremmenl  aux 
deux  manières  de  concevoir  les  équations,  puisqu'il  esl  relatif  à  des 
positions  sans  réduction  sur//. 

Supposons  que  le  système  admette  une  suit»'  continue  à  r  para* 
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mètres  de  positions  d'indétermination  d'ordre/?.  Pour  un  système 
de  valeurs  des  paramètres  q  satisfaisant  aux  //  équations  0  et  aux 
n  — p  —  //  équations  d'indétermination  contenant  les /constantes 
arbitraires,  le  groupe  (T)  est  d'ordre  n  — /;  —  A,  de  sorte  que  les 
égalités  qui  expriment  que  G  est  nul  pour  les  déplacements  (F)  se 
réduisent,  par  suite  des  équations  d'indétermination,  à  n  — p  —  h 
disl  incles. 

On  aura  donc,  en  tout,  à  vérifier 

h  H-  -i(n  —  p  —  h )  =  in  —  ip  —  h 

équations  dans  lesquelles  figureront  comme  inconnues  les  n  para- 
mètres q  et  les  r  constantes  arbitraires,  soit 

n  -A-  r  inconnues. 
Si  donc  on  a 

n  -+-  r^in  —  2 p  —  li , 
c'est-à-dire 

ip  -+-  r  <Ln  —  // , 

il  v  a  plus  d'inconnues  que  d'équations  et,  sauf  le  cas  exceptionnel 
d'incompatibilité,  la  résolution  sera  possible  et  l'on  obtiendra  nor- 
malement des  solutions  étrangères  formées  par  des  positions  d'in- 
détermination paramétrique  appartenant  à  la  suite  considérée. 

Les  équations    d'indétermination    peuvent   être    mises  sous  la 
forme 

ai=  /i(?i,  ...,?«)• 


o=  <pi(?i,  ...,  qn), 


O  =  ^n_p_h_r(qu  ..  .,  qn). 

Faisons  un  changement  de  paramètres  en  prenant 

c\  =  f\>       •  •  •!  cr  —frj 

bl=®\*       •••>       b/l—p—r    h~  ^n-p— r- h  bn-p—rh  +  \—  Vly       •••,       '}ti     />    r  =  "/<» 

«i  =  4'ii    ••.,  «/»=+/., 

les  *!/  étant  des  fonctions  choisies  arbitrairement.  On  voit  qu'avec 
ces  nouveaux  paramètres  la  position  considérée  sera  encore  une 
position  d'indétermination  pour  laquelle  les  a  seront  absolument 
arbitraires,  les  b  nuls  et  les  c  égaux  à  des  constantes  arbitraires. 
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Dans  un  dépincement  virtuel,  les  h  derniers  paramètres  b  su- 
issent  des  variations  nulles  et  tous  les  autres  paramètres  subissent 
es  variations  absolument  arbitraires.  Si  le  déplacement  a  lieu  à 
irlir  d'une  des  positions  d'indétermination  considérées,  la  varia- 
on  arbitraire  des  paramètres  «,  quand  on  laisse  les  b  et  les  c  con- 
ants,  ne  fait  pas  varier  la  position  du  système,  donc  ne  donne 
icun  travail.  Il  en  résulte  que,  pour  une  des  positions  considérées, 
n  a 

i=n — p — r  —  h  j=r 

;s  Q  étant   des   fonctions  des  a  et  des  e,  puisque   les  b  sont  tous 

uls.  On  aura  donc,  pour  la  position  d'indétermination,  les  équa- 

ons 

Q^.=  o         (i  =1,2,  ...,»  —  p  —  r  —  h), 

Qc,=  o  (J  =  1,2,  ...,r), 

'est-à-dire 

n  — p  —  h  équations, 


ux  p  -f-  r  inconnues  a  et  c  et  la  position  s'obtiendra  normalement 
omme  solution  étrangère  si  l'on  a 

p  -+-  r^n  —  p  —  h 
u 

ip  -h  r^n  —  1i. 

Nous  retrouvons  le  résultat  déjà  donné  par  le  raisonnement 
énéral,  mais  les  équations  sont  mises  en  évidence. 

Si  nous  remarquons  que  n  —  h  est  le  nombre  \  des  paramètres 
«dépendants  dont  on  peut  faire  dépendre  le  système,  ou  encore 
B  nombre  de  ses  degrés  de  liberté,  on  voit  que  : 

Si  le  système  à  \  degrés  de  liberté  possède  une  suite  <)  r 

paramètres  de  positions  d'indétermination  d'ordre  />,  les  équa- 

ions  d'équilibre,  considérées  de  n'importe  quelle  façont  ad- 

Mettent  normalement  des  solutions  étrangères  appartenant  à 

<■/(<>  suite  si  l'on  a 

■>/>  -+•  rçX. 
Par  exemple  : 

Pour  l'équilibre  d'un  point  dans  uw  plan  en   coordonnées  po- 

■îres  planes,  l'origine  est  une  position  d'indétermination)  on  a 

p  z=  i ,        r  =  o,        X  =  a, 


—  2«0  — 
donc 

•ip  -f  /•  —  X, 

el  l'origine  sera   toujours  fournie  par  les  équations  d'équilibre, 
quelle  que  soit  la  force  agissant  sur  le  point. 

Pour  l'équilibre  d'un  point  entièrement  libre  en  coordonnées 
polaires  /•,  0,  o  de  l'espace,  l'origine  est  une  position  isolée  d'indé- 
termination d'ordre  •>..  On  a 

p  =  2,         r  =  o,         X  =  3  ; 
donc 

>.p  H-  /*  >  X 

et  Ton  trouvera  toujours  l'origine  comme  solution  étrangère. 

Pour  L'équilibre  d'un  point  entièrement  libre  en  coordonnées 
semi-polaires  /",  8,  z,  tous  les  points  de  Oz  sont  des  positions 
d'indétermination  d'ordre  i.  On  a,  pour  cette  suite, 

/>  =  i,        r  =  i,        X  =  3, 

donc 

ip  -\-  r  =  \. 

Quelle  que  soit  la  loi  de  forée,  on  trouvera  toujours  comme  so- 
lution étrangère  une  position  sur  O:. 

Considérons  enlin  un  solide  ayant  un  point  fixe  et  défini  par  les 
trois  angles  d'Euler  0,  o,  »i>.  Toute  position  pour  laquelle  l'axe  Oz 
attaché  au  solide  coïncide  avec  l'axe  fixe  Oz{  est  une  position  d'in- 
détermination d'ordre  i.  On  a  la  suite  à  un  paramètre 

pour  laquelle  on  a 

P  =  i ,         r  =  i ,         X  =  3  ; 

donc 

•ip  -h  r  =  X. 

Quelle  que  soit  la  loi  de  force,  on  trouvera  donc  une  solution 
étrangère  qui  sera  une  position  pour  laquelle  Oz  sera  en  coïnci- 
dence avec  O  3, . 

11.  Appliquons  maintenant  ces  considérations  à  la  Dynamique, 
c'est-à-dire  aux  équations  générales  du  mouvement  déduites  du 
principe  de  Dalembert.  On  a,  (Tapirs  ce  principe,  à  traiter  une 
question  d'équilibre  à  condition  d'introduire  les  forces  d'inertie. 
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Nous   poarrons,   si   les    paramètres   ne   sont   pas   indépendants 
considérer  les  équations  aux  multiplicateurs  finis  et  les  équations, 
sans  multiplicateurs. 

Dans  les  premières,  nous  n'admettrons  aucune  solution  où  le 
multiplicateur  jjl0  serait  identiquement  nul,  tandis  que  dans  les 
secondes  nous  admettrons  de  telles  solutions. 

Une  solution  étrangère  du  problème  de  mouvement  sera  une 
solution  constituée  par  une  suite  de  positions  dépendant  du  para- 
mètre £,  c'est-à-dire  par  un  système  de  valeurs  des  paramètres  et 
des  multiplicateurs  fonctions  de  t,  toutes  ces  positions  étant  des 
solutions  étrangères  au  problème  d'équilibre,  c'est-à-dire  pour 
lesquelles  toutes  les  conditions  suffisantes  de  l'équilibre  sous  l'ac- 
tion des  forces  données  et  des  forces  d'inertie  ne  sont  pas  réa- 
lisées. 

Au  contraire,  une  solution  du  problème  de  Dynamique  ne  sera 
pas  fournie  par  les  équations  de  mouvement,  si  toutes  les  positions 
successives  du  système  sont  des  positions  qui,  supposées  positions 
d'équilibre,  sont  laissées  de  côté  par  les  équations  d'équilibre. 

Nous- nous  bornerons  à  étudier  le  cas  le  plus  important,  celui 
des  équations  sans  multiplicateurs  qui  comprend,  comme  cas 
particulier,  celui  des  paramètres  indépendants,  et  comme  con- 
séquence immédiate  de  ce  qui  a  été  dit  antérieurement,  nous 
avons  : 

Les  équations  de  Lag range  sans  multiplicateurs  fournissent 

tous  les  mouvements  possibles  du  système. 

Supposons  que  le  système  admette  une  suite  continue  à  r  para- 
mètres de  positions  pour  lesquelles  il  \  ;i  réduction  sur  //.  Chacune 
de  ces  positions  satisfait  aux  équations  d'équilibre  sans  multipli- 
cateurs el  quelles  que  soient  les  forces.  Supposons  qu'on  fasse 
parcourir  au  système  matériel  une  succession  de  positions  dépen- 
dant, arbitrairement  du  temps  et  appartenant  à  cette  suite.  Dans 
chacune  de  ces  positions,  les  équations  d'équilibre,  sous  l'action 
des  forces  données  (M  des  forées  d'inertie,  seront  vériGées  ;  ilowv 
les  équations  de  Lagrange  sans  multiplicateurs  seront  aussi  véri- 
fiées. Ainsi  : 

Si  le  système  matériel  admet  une  suite  continue  dépositions 
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pour  lesquelles  il  y  a  rédaction  sur  A,  tout  mouvement  dans 
lequel  le  système  ne  parcourt  que  des  positions  appartenant  à 
cette  suite  est  une  solution  des  équations  de  Lagrange,  quelles 
que  soient  les  forces  données,  et  est  une  solution  étrangère  au 
problème  de  Dynamique  proposé. 

VI.  Considérons  maintenant  les  suites  de  positions  d'indéter- 
mination en  supposant  réalisée  la  condition 

ip  -+-  r  ^  À 

d'existence  normale  des  solutions  étrangères  appartenant  à  cette 
suite  et  reprenons  les  paramètres  particuliers  a,  b,  c  déjà  em- 
ployés (§  39).  Pour  simplifier,  plaçons-nous  dans  le  cas  des  para- 
mètres indépendants,  c'est-à-dire  supposons 

X  =  n. 

Si    nous    désignons    par  cj    le    nombre    des    paramètres   &,    on 

aura 

q  =  a—p  —  r, 

et  l'inégalité  de  condition  s'écrivant 

exprime  que  le  nombre  des  paramètres  «est  supérieur  à  celui  des 
paramètres  b. 

Lorsque  les  b  sonl  nuls,  les  coordonnées  des  poinls  du  Systems 
sont  indépendantes  des  a  et  complètement  déterminées  par  la 
connaissance  des  c.  Une  quelconque  de  ces  coordonnées  est  ainsi 

de  la  forme 

i  =  (i 
F(c,,  .  ..,  c,.,  t)  -+-^  bifi(au  .  . .,  a,,\  bu  .  .  .,  bq\  c,,  ...,  cr,  t), 

et  sa  variation  de  la  forme 

d¥ 
X  —  oc  -+-  X  fi  ùbi  -t-  X  bi  ùf, . 

de  J 

Les  dérivées  première  et  seconde  de  celle  coordonnée  sont  de 
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la  forme 

*(cu  ...,cr;c'lt  ...,c'/,;0  +  2/^+26/f' 

w(ci}  ...,cr;c'n  ...,c;.;c';,  ...lC;;o  +  s/r«  ■+-  »ï^*f -+- s6*^r- 

Lnfin,  supposant  que  les  forces  ne  dépendent  que  de  la  posi- 
tion, ces  forces  seront  déterminées  par  les  c\  l'une  quelconque  de 
leurs  composantes  sera,  pour  la  position  considérée  du  système, 

de  la  forme 

X(c,,  ...,cf;0  +  2bi9i. 

Au  moyen  de  ces  expressions,  nous  pouvons  formel'  l'équation 
de  Dalembert 

S[(m/-  Xjk  +  (m/"-  Y)3/  +  (m5*-  Z)&s]  =o 

rigoureusement  équivalente  à  l'ensemble  des  équations  de  La- 
grange,  équations  qu'on  obtiendra  en  annulant  les  coefficients  des 
8a,  86,  8c. 

Si  l'on  fait  varier  les  a  en  laissant  les  b  nuls  et  les  c  constants, 
le  système  ne  bouge  pas,  les  forces  données  et  forces  d'inertie 
n'effectuent  aucun  travail.  Donc  les  coefficients  des  ^a  sont  nuls, 
en  vertu  de  ce  que  les  b  sont  nuls.  On  le  vérifie  aisément  en 
remarquant  que  les  termes  en  8a  ne  peuvent  provenir  (pie  des 
termes 

et  sont  nuls  puisque  les  b  le  sont  tous.  Ainsi  les  équations  de 
Lagrange  qui  correspondent  aux  paramétres  a  se  réduisent  à  des 
identités  si  l'on  y  suppose  les  b  identiquement  nuls. 

Formons  alors  les  équations  de  Lagrange  relatives  aux  b  el  aux  c 
en  y  introduisant  l'hypothèse  relative  aux  b.  Les  quantités  ma?—  X  . 
my" — Y,  mz" — L  se  réduisent  alors  à  la  forme 

m  Mr(  c.x ,  . .  . ,  cr  ;  c'li  . . . ,  c'r  ;  c'[ ,  .  . . ,  c"r\  t) —  y(cu  .  .  . ,  rj  ;  t) 

et  les  8#,  8jy,  03  à  la  forme 

dF 
E  —  Sc-hZ/,^,, 

ac 

les  Ji  ne  contenant  plus  alors  que  les  </,  les  C  el  t. 
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Il  en  résulte  immédiatement  que  les  équations  de  Lagrange  rela- 
tives aux  paramètres  c  sont  de  la  (orme 

À, (ci,  . . . ,  cr ;  c\ ,  . . . ,  c'r;  c'[ ,  ,..,cj;  <)  =  o         ( i  =  i ,  2,  . . . ,.  r) 

el  que  celles  <jui  son!  relatives  aux  paramètres  b  sont  de  l;i 
forme 

\Lk{cu  . ..,  cr;  c'n  . . .,  c'r;  c'J,  . . .,  c';.;  *)  =  v/,(cï,,  . . .,  a^;  c,,  . . .,  cr;  O 

(/c  =  i,a,  . ..,?). 

les  /•  premières  constituent  un  système  de  /•  équations  du  second 
ordre  aux  /•  inconnues,  c, ,  . ..,  cr  fonctions  de  /.  Connaissant  les  c, 
les  q  dernières  constituent  alors  un  système  de  q  équations  finies 
au \  p  inconnues  a{ ,  . . . ,  ap  et  comme  p  est  au  moins  égal  à  <y,  il  y 
a  plus  d'inconnues  que  d'équations  et,  sauf  les  cas  exceptionnels 
d'incompatibilité,  la  résolution  sera  possible  en  se  donnant  arbi- 
trairement /? —  q  des  inconnues  a.  En  définitive,  nous  obtenons 
une  solution  des  équations  de  Lagrange  dépendant  de  ir  con- 
stantes arbitraires  et  de  ip  -\-  r  —  n  fonctions  arbitraires  de  t, 
solution  dont  tous  les  mouvements  qu'elle  fournit  sont  des 
solutions  étrangères  du  problème  de  Dynamique  proposé. 

Prenons,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  solide  autour  d'un 
point  (ixe  O  au  moyen  des  trois  angles  d'Euler  9,  <p,  »];.  On  a  la 
suite  à  un  paramètre  de  positions  d'indétermination  d'ordre  1 

0  =  o,  cp  -4-  4*  ==  a 

avec 

p  =  r  ?         /•  —  1  j         n  =  3,         ip  -+-  r  =  n. 

Les  équations  de  Lagrange  admettront  donc  toujours  une  solu- 
tion dépendant  de  deux  constantes  arbitraires  et  dans  laquelle  0 
sera  identiquement  nul,  Prenons  une  droite  A,  issue  de  O  et  fixe 
dans  l'espace,  puis  une  droite  A  issue  de  O  et  fixe  dans  le  corps. 
Si  l'on  prend  A,  pour  axe  Oc,  et  A  pour  Oc,  les  équations  de 
Lagrange  avec  les  angles  d'Euler  donneront  toujours  des  mouve- 
ments s'-  réduisanl  à  une  rotation  autour  de  la  droite  A  fixe  dans 
l'espace  dan-  la  position  A,.  Ces  solutions  sont  étrangères.  Si, 
dans  le  problème  de  Lagrange  et  de  Poisson,  on  ne  trouve  pas  de 
telles  solutions  étrangères,  cela  tient  à  ce  que  l'axe  fixe  Qz\  (ver- 
tical) et   Taxe   mobile  O;  (axe  de  révolution)  sont  choisis   d'une 
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façon  particulière,  qui  fait  que  les  solutions  qui,  en  général,  sont 
des  solutions  étrangères,  sont,  en  réalilé,  de  véritables  solutions  du 
problème,  solutions  évidentes  a  priori. 

Trouvant  ces  solutions  étrangères,  il  est  facile  de  s'assurer  si 
elles  sont  de  véritables  solutions,  il  suffit,  par  exemple,  de  changer 
le  nom  des  axes;  par  exemple,  d'appeler  Ox  la  droite  qui  avait 
été  prise  pour  Oz.  Les  solutions  à  étudier  correspondent  alors  à 

e  =  -,       (û  =  -, 
2         *      2 

et  ty  est  une  fonction  de  £,  connue  et  dépendant  de  deux  con- 
stantes arbitraires.  On  formera  les  nouvelles  équations  de  Lagrange 
du  problème  et  il  n'y  aura  qu'un  simple  calcul  de  vérification  à 
faire,  sans  aucune  intégration,  pour  voir  si  la  solution  les  vérifie, 
quelles  que  soient  les  deux  constantes  ou  en  les  particularisant. 

C'est  d'une  façon  analogue  qu'on  procédera  dans  le  cas  général  ; 
on  fera  un  changement  de  paramètres,  de  façon  que  les  positions 
d'indétermination  considérées  ne  soient  plus  des  positions  d'indé- 
termination et  Ton  verra  si  l'on  peut  particulariser  les  constantes 
et  fonctions  arbitraires,  de  façon  que  la  solution  trouvée  vérifie 
les  nouvelles  équations.  Les  solutions  satisfaisant  à  cette  condition 
seront  de  véritables  solutions  du  problème  et  les  autres  de  véri- 
tables solutions  étrangères. 

En  résumé,  les  équations  de  Lagrange  qu'on  est  habitué  à  con- 
sidérer (tout  au  moins  dans  le  cas  simple  des  paramètres  indé- 
pendants), comme  la  traduction  rigoureuse  du  mouvement, 
donnent  fréquemment,  par  suite  du  choix  des  paramètres,  des 
solutions  étrangères  au  problème  proposé.  Si,  dans  la  plupart  des 
problèmes  classiques  ou  des  exemples  simples,  de  telles  solutions 
oe  se  présentent  pas,  cela  tient  à  ce  que  les  paramètres  (prou  esl 
naturellement  conduit  à  prendre  sont  tels  que  les  solutions  qui 
s  introduiraient  comme  solutions  étrangères,  par  suite  de  la  nature 
des  paramètres  et  indépendamment  de  la  nature  des  forces,  >e 
trouvent  être  en  réalilé,  par  suite  de  la  nature  de  ces  forces,  tic 
véritables  solutions  du  problème. 


XL.  *  18 
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SUR  LES  MOUVEMENTS  (A  LA  HELMHOLTZ)  D'UN   LIQUIDE 
DANS  UN  CANAL  SYMÉTRIQUE  ; 

Pab   M.   Henri   Villat. 


Introduction.  —  Dans  an  Mémoire  publié  aux  Rendiconti  del 
Circolo  matematico  di  Palermo  ('),  M.  U.  Cisotti  a  étudié  le 
mouvement  permanent  d'un  solide  dans  un  canal  rectiligne  indé- 
fini, au  cas  où  le  solide  (et  le  mouvement)  sont  doues  de  symélrie 
par  rapport  à  l'axe  du  canal,  et  où  le  fluide,  incompressible  et 
irrotationnel,  est  animé  d'un  mouvement  discontinu  à  la 
Helmholtz,  avec  sillage  à  l'arrière  du  corps.  Ce  problème  est  alors 
identique  à  celui  du  mouvement  permanent  discontinu  d'un  fluide 
dans  un  canal  renfermant  un  obstacle  fixe  (symétrique). 

Je  me  propose  d'abord  dans  ce  qui  suit  de  compléter  sur  un 
point  les  élégants  résultats  de  M.  Cisotti,  eh  établissant  une 
formule  générale  propre  à  déterminer  la  solution  du  problème 
posé,  dans  le  cas  où  la  forme  du  solide  mobile  (ou  de  l'obstacle 
fixe)  est  donnée  à  l'avance.  La  fonction  arbitraire  que  j'introduis 
à  cet  effet  dans  les  calculs  jouit  de  propriétés  caractéristiques  qui 
peuvent  s'énoncer  immédiatement,  et  qui  appartiennent  également 
à  toutes  les  (onctions  correspondant  à  des  solides  dont  le  contour 
a  même  allure.  De  la  sorte,  on  sait  exactement  où  il  faut  chercher 
la  solution  du  problème  pour  un  obstacle  donné;  et,  si  la  solution 
rigoureuse  dépend  de  l'intégration  d'une  équation  fonctionnelle 
inabordable  en  l'état  actuel  de  nos  connaissances  (2),  il  devient  du 
moins  possible  d'en  approcher  pratiquement  aussi  près  que  l'on 
veut. 

J'ai  indiqué  1<-  détail  d'un  exemple  particulier,  pour  un  obstacle 

(')  I  .  Cisotti,  Sul  moto  di  un  solido  in  un  canale  (II.  ('.  del  Circolo  di 
Pâli  i  un    ie  a tre,  ]  '.'<>';i). 

(2)  Cf.  T.  I.i  \i  <  [vita,  Scie  e  leggi  di  resistenza  (IL  C.  Palermo,  [907).  — 
j|.  Vu.i  \i.  Sur  la  résistance  des  fluides  [Annales  de  l'Ecole  normale  s^/'., 
[ou  .       Sw  le  mouvement  â?  un  solidi  donné  [Journal  de  Mathématiques ■,  i(ji'j 
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ayant  l'apparence  d'une  carène  de  navire,  cas  pratiquement  le 
plus  intéressant.  On  sait,  comme  M.  M.  Brillouin  l'a  montré  dans 
plusieurs  récentes  publications  ('),  que  de  multiples  précautions 
sont  à  prendre  pour  que  la  solution  analytique  obtenue  ne  soit  pas 
illusoire  et  réponde  bien  au  problème  d'Hydrodynamique  posé,  en 
restant  dans  le  domaine  de  l'Hydrodynamique  rationnelle  tout  au 
moins.  Ces  précautions  nécessaires  légitiment  les  calculs  qui 
accompagnent  l'exposé  de  l'exemple  traité. 

En  terminant,  j'indique  une  méthode  très  simple  pour  traiter  le 
mouvement  d'un  fluide  dans  un  canal  de  forme 'quelconque  (mais 
symétrique)  renfermant  un  obstacle  également  symétrique. 

Les  formules  générales  s'obtiennent  presque  immédiatement, 
pour  déterminer  le  mouvement  dans  le  cas  où  l'obstacle  et  les 
parois  du  canal  ont  une  forme  donnée.  Elles  se  rattachent  très 
intimement  à  celles  que  j'ai  démontrées  dans  un  travail  antérieur 
(Sur  la  résistance  des  fluides)  à  propos  du  fluide  indéfini. 

Quelques-uns  des  résultats  qui  vont  suivre  ont  fait  l'objet  d'une 
Note  communiquée  à  l'Académie  des  Sciences  le  6  février  iqii 
(Comptes  rendus,  t.  CLII,  p.  3o3). 

Rappel  de  quelques  résultats.  —  Je  commence  par  rappeler 
en  quelques  lignes  les  formules  obtenues  par  M.  Cisotli.  Soient  u. 


/' 


t\   [X    les  parois   i\\\    canal;    nr,    et  fa',    les    portions   du    contour   de 


(')  Al.   Brillouin,  Les  surfaces  de  glissement  dHelmholtz  [Ann.d*    Chim. 

fi  de  Pln/s.,  n)i  i  ;  [Comptes,  rendus  d<-  I  Académie  d\  -  Scient 

juillet   [Q]  l). 
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l'obstacle,  en  contact  avec  le  liquide  en  mouvement  ;  ).,  et  X'  les 
lignes  de  glissement  séparant  le  liquide  eu  mouvement  du  liquide 
formant  sillage  à  l'arrière.  M.  Cisotti  fait  correspondre  au  champ 
occupé  par  le  liquide  eu  mouvement,  dans  le  plan  z  =  x  +  iy, 
l'aire  d'un  rectangle  (voir  la  fig.  2)(')d'un  certain  plan  n  =  u-r-ilD, 

Fig.  2. 


les  frontières  se  correspondant  comme  l'indique  le  dessin;  d'ail- 
leurs, à  deux  points  du  plan  tt  symétriques  par  rapport  à  Taxe 
imaginaire,  correspondent  deux  points  du  plan  3,  symétriques  par 
rapport  à  Taxe  du  canal. 

Les  abscisses  des  bords  verticaux  du  rectangle  sont  ±(0,,  et 
l'ordonnée  du  bord  horizontal  inférieur  est  —  to3  ;  tt)4  et  (o3  desi- 
gn,ml  les  deux  demi-périodes  (la  première  réelle,  la  seconde  ima- 
ginaire pure)  des  fonctions  elliptiques,  au  moyen  desquelles  ou  a 

effectué  la  représentation  conforme  (2).  (■>,  et  -4  sont>>o. 

Tous  les  éléments  géométriques  et  cinématiques  du  mouvement 


(*)  Je  rectifie  i'i  une  légère  inadvertance  de  M.  Cisotti,  qui  introduit  le 
rectangle  Bymétrique  du  nôtre  par  rapport  à  taxe  ou,  ce  qui  rend  impossible 
la  représentation  conforme,  il  csi  Facile  Je  voir  qui!  faut  en  conséquence 
changer  le  Bigne  de  la  fonction  /0  (u)  [loc.  cit.  §  12)  el  changer  eu  —  (03  la 
Limite  inférieure  de  certaines  intégrales  définies    figuranl  au  paragraphe  13. 

(2)  M.  Cisotti  désigne  ces  mêmes  demi-périodes  par  10  et  îu)  ;  nous  avons 
introduit  la  notation  du  texte  dans  le  bul  de  pouvoir  plus  facilement  rem  oyer 
aux  tableaux  de  formules,  -i  commodes,  du  Traité  des  Fonctions  elliptiques,  de 
MM.  Tann<  rj  el  Molk  ( Gauthier- Villars,  \  vol.). 
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peuvent  êlre  exprimés  au  moyen  de  la  variable  U,  et  d'une 
certaine  fonction  t(\l)  de  cette  variable,  assujettie  aux  conditions 
suivantes  :  elle  doit  être  régulière  et  continue  dans  le  rectangle 
considéré,  contour  compris,  sauf  peut-être  pour  tt=b>3  qui  cor- 
respond à  la  proue  de  l'obstacle  ;  réelle  sur  les  bords  verticaux, 
purement  imaginaire  sur  l'axe  réel.  Si  l'on  pose 

*(u)  =  3r-hi*T, 

Sr  et  t  étant  réels,  le  changement  du  signe  de  II  change  simplement 
le  signe  de  2r.  Un  point  quelconque  du  plan  du  mouvement  est 
fourni  par  la  formule 


(i)  z  =  x  +  iy  =   I 


elt — r/u, 


où  l'intégration  est  supposée  faite  le  long  d'un  chemin  quelconque 
intérieur  au  rectangle  ou  empruntant  ses  bords.  La  vitesse  de  la 
molécule  Huide  placée  en  ce  point  est  égale  à  ez+lâ  au  sens 
vectoriel,  c'est-à-dire  que  la  valeur  absolue  de  la  vitesse  est  eT,  et 
que  Sr  est  l'angle  que  fait  cette  vitesse  avec  l'axe  0.x.  En  prenant 
l'intégrale  précédente  le  long  des  bords  du  rectangle,  en  partant 
du  point  —  d)3,  on  obtiendrait  successivement  les  points  des  parois 
du  solide  immergé  et  les  points  des  lignes  de  glissement.  La  résis- 
tance de  l'obstacle  et  le  coefficient  de  contraction  (rapport  des 
distances  à  une  paroi  du  canal  des  deux  points  extrêmes,  dont  l'un 
esta  l'infini,  de  la  ligne  de  glissement  voisine)  sont  alors  déter- 
minés au  moyen  d'une  seule  intégration,  par  des  formules  qu'on 
trouvera  dans  le  Mémoire  de  M.  Gisotti.  La  résistance  s'interprète 
élégamment  d'une  manière  géométrique  :  avec  les  unités  choisies, 
elle  est  égale  au  rapport  du  carré  de  la  demi-largeur  asymptotique 
du  sillage,  à  la  demi-largeur  du  canal. 

Toute  la  question  revient  donc,  en  définitive,  à  déterminer  la 
(onction  l(\l)  qui  correspond  à  un  obstacle  donné.  M.  Gisotti  a 
déterminé  celle  fonction  pour  le  cas  d'un  obstacle  forme  de  deui 
lames  reelilignes  également  inclinées  sur  Taxe  du  (.mal,  et  il  a 
montré  que  le  degré  d'arbitraire  de  cette  fonction   pour  tous  les 

autres  cas  est  celui  d'une  série  de  Laurent,  dont  un  coefficient  SUT 

deux  est  arbitraire.  Mais  on  ne  sail  rien  jusqu'ici  sur  la  façon  dont 
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cette     série    de    Laurent     pourrait    être     relire    à    la   forme    de 
l'obstacle. 

Je  vais  établir  une  nouvelle  formule  qui  nous  donnera  la 
fonction  /(11)  d'une  manière  qui  metle  en  évidence  la  forme  de 
l'obstacle  correspondant. 

Cas  d'un  obstacle  polygonal.  —  Nous  utiliserons  à  cet  effet  la 
fonction  particulière  que  nous  allons  former,  et  que  nous  dési- 
gnerons par  /«(U),  relative  à  un  obstacle  polygonal.  Nous  ne  nous 
occuperons  pas  dans  ce  calcul  de  l'impossibilité  physique  qui  se 
présenterait  en  chaque  sommet  du  polygone  où  celui-ci  tournerait 
vers  le  lluide  un  angle  saillant;  cette  difficulté  sera  levée  plus  tard 
a  posteriori,  dans  le  cas  limite  où  nous  voulons  parvenir. 

La  fonction  t{  étant  définie  dans  un  rectangle,  il  est  tout  indiqué 
de  chercher  si  l'on  ne  pourrait  pas  la  représenter  par  une  série 
trigonométrique,  que  nous  écrirons  sous  la  forme 

£1(u)=  >  ian  cos u+  >   ibnsm u, 

Jmà  2û)j  ^J  2U»! 

n  n 

les  coefficients  ctn  et  bn  étant  réels,  puisque  t  doit  être  imaginaire 
pure  pour  U  réel. 

Pour  U  =  zh  co,  -f-  nu,  tK  doit  être  réel;  on  reconnaît  de  suite  que 
cela  entraîne  «2K  =  &2K+,  —  °-  Enfin,  le  changement  de  signe 
de  tt  ne  doit  altérer  que  le  signe  de  la  partie  réelle  de  £,  ;  on  en 
conclut  facilement  &2k— °>  et  il  reste 


(2)  «l(«)=2 


(2K-+-])7T 

IA2K+1  COS — U. 

2(0j 


Il  faut  maintenant  déterminer,  si  possible,  les  coefficients  rt2K+». 
A  cet  effet  envisageons  la  partie  réelle  de  lK  sur  le  bord  supérieur 
du  rectangle,  c'est-à-dire  pour  U  =  —  (t)3-j-u.  Ln  posant 


i  0) , 


q  =  e     ■»«         (<l), 
un    calcul    élémentaire    montre    que    la   partie    réelle    de    tK    esl 


devenue 
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2K+1  2K-M 


.„.  V"         q       —  <i  .    2K+1  n 

(3)  -+-  >  «2K+i  2 s sin^ —v. 

Jkmà  2  2W! 

Or  appelons  Q,,  82,  ...,  0N,  les  angles  que  font  avec  l'axe  Ox  les 
côiés  successifs  de  la  ligne  polygonale  qui  constitue  dans  le  cas 
actuel  la  paroi  m'{  (les  angles  analogues  relatifs  à  777,  sont  les 
mêmes  au  signe  près).  Soient  de  plus  O,  /'<,  /'2l  ••••>  t*n-h  0)i>  ^es 
valeurs  de  U  correspondant  aux  sommets  successifs  de  ce  même 
polygone.  On  en  conclut  alors  que  la  partie  replie  (3)  de  tK  doit 
être  égale  à 

—  6lN         pour         —  !*>!<  0  <—  rN_i, 


02             »             — r2  <tJ  <—  ru 
81             »            —rl<v<  o, 
Oi             »                   o  <  0  <  /*,, 
•  •  •  •  • 1 

0n         »  ^N-i<y<wi- 


Mais,  pour  que  la  série  trigonométrique  (3)  prenne  justement 
ces  mêmes  valeurs  dans  les  intervalles  qu'on  vient  de  dire,  il  suffit 
de  calculer  les  coefficients  par  les  formules  dEuler-Fourier, 
appliquées  à  l'intervalle  — to,  +  co,  de  valeurs  de  l).  On  retrouve 
ainsi  des  valeurs  nulles  pour  les  coefficients  a2K,  et  il  vienl  ainsi 
pour  «2K+I 


«2K+1  =  ■+■ 


•2K+1  a  K  t  I 


(aK-+-i)uV//    2     —9       ' 

X  ]  0,     1  —  nos 

(       I.  *wi  J 

ft     f         (  >  K    1    1  )tt/-|  <  a  K  -■■  1  i-r.   1 

■+-  02     cos —  ro^ 4-. . . 

L  ,(,)i  awi  .1 

f       (aK  -h  i)icr«    1             (aK-hi  lier-  I 
-+-  0.,    cos - — '—        cos -4- . . . 

L  ,(°i  »wi        I 

-h  ()>,  coa }  • 


■/(-), 


Revenant  à  la  foi-mule  (■>)  nous  voyons  que  l'expression  de  /(  esl 
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lu  suivante 


111  '"'"-  -7  *'2i(,KH.f)(«-y^ 

j 

[i  2  K  -i-  i  )-u              (a K'H-i)itr«         (2K-bi)iuil 
cos cos Lcos M-. . . 
>(o,                                  ';.aj[                            •>.  (o, 


K      0 
X 

•>  <L>1 

2K-H 

-ne  y         ?  ~ 

[(2  K  +  l)7T/-„_i             (2K-+-l)lCU 
cos  v ^ — £ — -  cos  i - — 
2(0,                                          2  COj 

(2K -h  i)n/'„             (2K  +  i)itu 
—  cos -      cos 


]..... 


2(x>i  2W| 

2K  +  1 

(îK+i)i:rN_i         (aK  +  r)Ttu 


ft   V                9                              (2K  + 1  )7rrN_i 
4-  0N  >   — — i— -— -  cos  i —  cos 

jLà  (  -2  K  4-  I  j(  1  —  ?2K+1  )  2(0, 


2  10, 


Or,  en  utilisant  toujours  les  fonctions  elliptiques  construites 
avec  les  demi-périodes  w,  et  oj3,  et  en  tenant  compte  de  la  défi- 
nition de  celles-ci,  définition  entraînée  par  les  formules  (') 

!  2a2— r 

2  —  a2 

(5)  <  e2  = 


fia  = 


3 
i-h«s 


3      ' 
on  sait  qu'on  peut  écrire  (2) 


<•>  2r 


2K-+-1 
tf       2  .      (2K  -hl)7:U  fld)|      S'il 

sin 


</2K+1  2  0ÛJ  2  71      O^ll 

el  |>;ir  suite 


2K  +  1 


V  Q     '  (2K  +  1  nu  a    r    tfu 

id   ï\  +  ])ii-f+'j  20)|  4J     cr3u 


1    '  /  .1.1-1,1  m.  loc.  cit.,  li hiii.  ( ■>-). 
Cf.  Halphen,  Fonctions  elliptiques,  t.  f,  |>.  |3i;et.CisoTTi,  paragraphelî. 
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en  observant  que  les  deux  membres  s'annulent  pour  U  =  w,.    De 
là  on  conclut  sans  difficulté 


2K  +  1 


2d(lK  +  l)(l  — 


ïK  -h  i)izr„        ('iK  +  D-ii 
— .„   ..  cos -  cos 

2K  +  1 


1  2 

-9 


[(2K  +  i)ir(«  +  rn)              f  2K  -+-  [  )t(u  —  r ,,  )1 
cos  - — —  -h  cos — 
2  to>  i                                                            2W|  J 

«1  ^U  8     / 


'  Cu    . 
au. 

cy:{u 


Comme  nous  le  verrons  plus  loin,  les  quadratures  subsistant 
dans  ces  dernières  formules  peuvent  s'effectuer;  mais  la  simplifi- 
cation résultant  de  là,  très  importante  pour  un  paragraphe  ulté- 
rieur, ne  fournit  pour  le  calcul  que  je  veux  faire  aucun  avantage. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  maintenant  mettre  le  coefficient  de  Hp 
dans  l'expression  de  ts  sous  la  forme 

-+-  —  [*(u  -+-  />_,  )-»-*( u  —  rp_j)  —  *(ti  -+-/>)  — <ï>(u  —  />)], 

où  ^(it)  désigne  la  fonction 

(9)  *(u)=   f    ^-d\\. 

Le  coefficient  de  0,  est  de  même 

H [2*(u)  —  *(u  -H  r4)  —  *(tt—  r,)]. 

Quant  au  coefficient  de  9N,  il  est 

h [*(u  +  rn-i)  H-*(u  —  rN_i)], 

que  je  puis  encore  écrire 

H l«ï»(u  -h  rlN  -i)  -t-'I»  (il  —  /'Ni)  —  «I»(U  4-  U)|)  —  *(U  —  O),  )  |. 

Je  dis  <pi'on  a  en  effet 

(10)  <I>(tl  H-  (o,  )  -f-  •!»(»  —  (,)i  )  =  O. 
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Car,  si  *Ir(ll)  désigne  le  premier  membre  de  celte  égalité,  on  a 

r/W         a-(u-ho),)  cT(u  —  tot)        ,     .  .        ,     . 

TyTT  =  «   /..    ,    „    ,  +  ^7T — 7  =  Ços(M-+-W,)H-Çoï(U-col), 

au         03(11 -l-{0|j         -»  ,t  (  U  —  Wi) 

c'est-à-dire  (C/*.  Tanwery  et  Molk,  LX,  3) 

au 

Donc  W  est  indépendant  de  H,  et  sa  valeur  est,  par  exemple, 

<I>(a>i)  -f-  <I>(  —  U),). 

Mais  4>(o>,  )  est  évidemment  nul,  et  l'on  a  aussi 

<!>(—  tO!)  =     /  ^03U^/U  =  O 

comme  conséquence  immédiate  de  l'imparité  de  la  fonction  £03W. 
Il  vient  donc  en  définitive  pour  t{ 

(")      ~  ^7tl=        Ol  [*(«  H"  n  )  +  *(«—  M  —  2*(U)] 

-H 

H-  Oi,[*(uH-r/l)  +  *(u  — />)  — *(u-h  />_,)  —  4>(u  — />_,)] 
-+- 

-hO.N[*(u  +  to1)-H-4>(u—  Wj)-  *(U  +  /'n  -1)—  4>(u  —  TN-l)]- 

Cas  limite.  —  Supposons  que,  dans  la  formule  précédente  rela- 
tive à  un  polygone  de  2N  côtés,  le  nombre  N  devienne  infiniment 
grand,    de    telle  sorte    que    le    polygone    devienne    une   certaine 

courbe  ;  et  soit 

0  =  ?(r) 

la  relation  qui  existera  le  long  de  cette  courbe  entre  l'inclinaison  0 
de  la  tangente  (dans  le  sens  de  la  vitesse  du  courant)  en  un  point, 
et  l'abscisse  ;•  du  point  qui  lui  correspond  sur  le  bord  inférieur 
du  rectangle  tracé  dans  le  plan  U.  Si  l'on  remarque  alors  que, 
pour  /';, .,  voisin    de  rpi  la  quantité 

*(n  +  rp)  -+-  *(ii  —  />)  —  <I>(u  +  />_,)  —  <l>(u  -  />  ,) 
diffère  très  peu  de 
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c'est-à-dire  de 

on  en  conclut  que  l'expression  (i  i)  de  tK  constitue,  pour  N  grand, 
une  évaluation  approchée  de  l'intégrale  suivante  (qui  sera,  par 
suite,  la  limite  de  la  fonction  t{  dans  les  conditions  énoncées), 

(12)  /(«)  = /  — h r ; \o(r)ar. 

Cette   formule   est    susceptible  de  recevoir  différentes  formes; 
elle  peut  s'écrire 

|(tt)  = -  /       f{0,(«  -+-  r)  -  ^03(u  -  r)]  <p(r)  rfr, 

puis,  en  utilisant  la  relation  (  C/.  Tannery  et  Molk,  LXV,  3) 

i..("  +  0-M»-r)=|_(ei_e|Kei_ei)U>r{,il|, 
il  vient 
(i3)    *(u)= Çisu?Mtt/     — ; \°*    ,v  \>, — Frrrrfr 

*  JQ        1  —  (e3—  t',)(e3  —  e2)U3'so3u 


ou 

•  «,      -,        /.«,  - — ?(/') 

(l3')    g(i): *2  *;****{ tf3r       • ■ 

u     (***)*  J0  i  w  \t*rV/**X 


rfr 


Il  faudrait  maintenant  faire  voir  que  le  procédé  employé,  par 
passage  à  la  limite,  est  légitime  et  que  la  fonction  t(ll)  représentée 
par  la  formule  précédente  résout  bien  le  problème  posé,  pour  un 
obstacle  répondant  à  une  fonction  <p(/')  supposée  donnée.  Les 
démonstrations  nécessaires  se  conduisant  exactement  de  la  même 
façon  que  celles  que  j'ai  indiquées  dans  an  autre  Mémoire  ^M, 
sans  qu'il  se  présente  ici  de  difficultés  nouvelles,  je  me  contenterai 
d'énoncer  les  résultais,  renvoyant,  pour  la  marche  des  calculs,  au 
Mémoire  cité. 


!')  II.  Vii.i.at.  Le  problème  df  Dirichlet  dans  une  dire  annulaire  [Rei  à 
dcl  Circolo  maternai ico  di  Palermo,  [er  semestre  ini •>). 
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Si  l,i  fonction  cp(/)  est  continue  lorsque  r  varie  de  oà  to,,la  for- 
mule (i3)  défini I  une  fonction  de  II  uniforme  et  régulière  dans 
t on I  le  rectangle  du  plan  11  indiqué  dans  la  ligure  2.  Bien  que  la 
formule  (i3)  en  question  ne  soit  pas  directement  applicable 
lorsque  le  poinl  il  esi  situé  sur  le  bord  inférieur  de  ce  rectangle, 
on  peut  démontrer  que  la  fonction  ^(u)  est  partout  continue,  sauf 
en  général  pour  U  =  —  <o;t)  et  que  sa  partie  réelle  tend  vers  <p(/*) 
ou  — 'f(j')  lorsque  le  point  u  situé  dans  le  rectangle  lend  vers  le 
poinl  /-  —  a>3  ou  — ;•  —  w3  du  bord,  Celle  partie  réelle  tend  vers 
zéro  (|iiand  on  s'approche  de  l'axe  réel,  et  la  partie  imaginaire  tend 
vers  zéro  quand  on  s'approche  des  bords  verticaux.  La  for- 
mule (i3)  fournit  donc  une  fonction  /(il)  satisfaisant  à  toutes  les 
conditions  requises. 

Si,  maintenant,  on  observe  que  la  façon  dont  varie  <?(/•) 
lorsque  r  varie  de  o  à  to,,  est  intimement  reliée  à  la  forme  de  la 
paroi  m',,  on  en  conclut  que  cette  formule  (i  3)  permet  de  résoudre, 
pour  un  obstacle  de  forme  donnée  à  l'avance,  le  problème  d'Hy- 
drodynamique posé;  il  suffira  en  effet  de  savoir  le  sens  de  la 
variation  de  la  tangente  à  la  paroi  m'  de  l'obstacle,  et  les  limites 
de  celte  variation,  pour  en  déduire  immédiatement  les  propriétés 
correspondantes  de  la  fonction  cp(/");  ces  propriétés  caractériseront 
d'ailleurs  les  fonctions  <p(/')  fournissant  des  obstacles  dont  la  paroi 
ait  la  même  allure.  Parmi  les  fonctions  o(r)  ainsi  définies,  il  sera 
toujours  possible  d'en  choisir  une  de  telle  manière  que  l'obstacle 
résultant  diffère  aussi  peu  que  l'on  voudra  d'un  obstacle  donné 
(par  exemple  graphiquement). 

Notons  en  passant  que  la  formule  (i3)  fait  connaître  l'intégrale 
générale  du  mouvement  d'un  solide  symétrique  dans  un  canal 
recliligne,  sous  une  forme  où  la  fonction  arbitraire  ©(/•)  dont  la 
question  dépend  est  nettement  en  évidence. 

On  sait,  du  reste,  que  certaines  conditions  doivent  être  remplies 
par  cette  arbitraire  cp (/*),  pour  que  la  solution  obtenue  ne  soit  pas 
illusoire  {Cf.  Bkillouin,  loc.  cit.).  Pour  qu'il  ne  se  présente 
aucune  impossibilité,  il  est  nécessaire  et  suffisant  : 

l°  Que  nulle  part  dans  le  fluide  la  vitesse  ne  devienne  plus 
grande  que  i,  valeur  limite  quelle  atteint  le  long  des  lignes  de 
glissement  À,  et  XJ  (condition  imposée  par  la  considération  des 
pressions); 
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2°  Que  les  lignes  qui  limitent,  dans  le  plan  s,  le  domaine  occupé 
par  le  fluide  en  mouvement  d'Helmlioltz,  ne  se  coupent  pas  elles- 
mêmes,  ni  les  unes  les  autres  (condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  (pie  les  représentations  conformes  effectuées  soient  bien  telles 
que  la  méthode  les  a  supposées  initialement,  c'est-à-dire  qu'elle 
fassent  correspondre  les  domaines  des  plans  z  et  U  dune  façon 
biunivoque.  Le  sens  physique  de  cette  nécessité  est  d'ailleurs 
évident). 

Ces  remarques  étant  faites,  nous  allons  nous  attacher  à  l'étude 
détaillée  d'un  cas  particulier  qui  fournira  le  premier  exemple 
connu  relatif  à  un  obstacle  courbe. 

Auparavant,  il  nous   faut   développer  quelques  calculs  qui  nous 

seront  indispensables,  relatifs  à  la  fonction  4>(lt)  introduite  dans  le 

précédent    paragraphe,    ce  qui   nous  ramènera    un    instant   sur  le 

problème  de  Rélh/y-Bobyleff  dans  le  canal  ;  on  voit,  en  effet,  que  si 

le    polygone   considéré   se   réduit  à    un   ensemble   de  deux    lame» 

recliligucs  faisant  Ox  respectivement  les  angles  ±  0,,  la  fonction  /0 

correspondante   sera  fournie  par  la  formule  (u)  dans  laquelle  on 

fera 

62  = . . .  =  6p  = . . .  —  6N  =  o,         rl  =  b)j , 

et,  en  vertu  de  (10),  il  restera  dans  ces  conditions 
01)  f0(u)  =  -h  — 6i*(u), 

et    la    fonction    t0    est   alors    bien    celle    (pu    résout    le   problème 
susdit. 

Calcul  de  <&(lt).  —  On  peul  fane  disparaître  le  signe  d'inté- 
gration   qui    figure    dans    cette     fonction   ^(u),   de    différentes 

manières;  en  voici  une  bien  simple. 

On  sait  qu'on  a  (Cf.  Tawjnkuv  et  Molk,  t.  I,  p.   189) 

.                o'ttt  3%  u  y.-,u 
l>  11  =  —  1 ; 

'  ïll      "Il      ïll 


CfaU 


par  conséquent,  en  remplaçant  — ^—  par  sa  définition  \  pU —  ca, 

il   vient 


•00=  f 


p'u  <hi 


,    i.  /pu  —  <-'l  \/p\l  —  f2  (pU  —  ( 
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c'est-à-dire,  en  posant  X  =  pli, 

x 


*(u)  = /  

Ve,    v/X-eiv/X-e2(X-C3) 

En  posant  encore 

X  -  et  ' 

ceci  se  transforme  très  aisément  en  l'expression 

Y 

*(U)=V0     (ei-el)Y*-(el-e,)' 
c'est-à-dire 

l_  Y  y/ga  —  g.3 

(ID)  *(«)=   — ==-— =l0g 

•2  y/et—  e3  v/e2 — £3  y  l£ IZlfi 

v/«i  —  ea 

Revenant  à  la  variable  11,  et  observant  qu'on  a 

ey  —  e3=  a2, 

et,  par  suite  \\Je2 — ^3  est    négatif  avec  les  notations    adoptées; 
Cf.  Tanwery   et  Molk,  t.  1,  p.  202), 

{Je]  —  ez—  a, 
v 
v/g2—  ^3  =  —  1  ; 

il  vient  enfin  pour  <ï>(lt) 

\J e\  —  e3        a'i  u 

*(u)  = log  r  

2a         \fex— ez        tf,u 


v/e>2—  e3        tf«tt 


ou  encore 


3~-S„« 


J-iog^fiz:g3 


*  (  u  )  =  - 

2a         /«!  —  ^3        t 


Çl2« 


V/^2—  ^3 

Par    suite,    la    fonction    l0(\l)    qui    convient    au    problème    de 
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Bobyleff  est 

(17)     *0(u)  = —  log-— = = —  lo~ 


•«,- 

-«1 

— 

ÉiïU 

V^«2- 

-«a 

•«.- 

-  e:j 

-+- 

£|2U 

La  détermination  qu'il  faut  prendre  pour  le  logarithme  est,  comme 
cela  résulte  des  calculs  faits  ci-dessus,  celle  dont  la  partie  imaginaire 
s'annule  pour  U  =  o)  on  voit  bien  qu'alors  l0(ll)  est  imaginaire 
pure,  si  le  point  U  décrit  le  côté  du  rectangle  situé  sur  l'axe  réel, 
et  il  n'est  pas  malaisé  de  vérifier,  a  posteriori,  tes  propriétés  de 
cette  fonction  £0(N);  nol,s  laisserons  cette  vérification  de  côté, 
pour  nous  attacher  à  l'établissement  de  ce  fait,  que  la  solution 
fournie  par  t0(ll)  est  effectivement  acceptable,  du  point  de  vue 
hydrodynamique.  Il  est  clair  du  reste  que  ce  fait  est  bien  pro- 
bable ;  sa  démonstration  nous  permettra  d'obtenir  certains 
résultats  qui  nous  seront  plus  loin  très  utiles. 

Voyons  d'abord  ce  qui  concerne  le  champ  du  plan  3,  occupé  par 
le  liquide  en  mouvement;  ce  champ  sera  d'un  seul  tenant,  comme 
cela  va  résulter  du  sens  de  la  variation  de  l'angle  Î3  (du  courant 
avec  l'axe  des  x),  le  long  de  la  ligne  libre  X't,  par  exemple. 

Il  nous  faut,  à  cet  effet,  calculer  la  partie  réelle  de  l0{ll)  pour 

»=»t-*        (0<T<t)* 

Or  on  a  (Tanjnery  et  Molk,  LX,  4) 

^12(w1—  h)  =  —  yjex  —  e*  £03 (—  /*)  =  V^i  —  «s  So3(/'  >j 
et,  par  suite,  il  vient 

(18)  t0(tol—/i)=  -—log __— —  . 

*  i  —  v/t',-   f3^03(/O 

Faisons  varier  h  de  o  à  w3,  c'est-à-dire  £0:i(//N)  de  °  ;l  l'infini, 
|  ;,,:i(//)  reste  alors  imaginaire  pure  avec  un  coefficient  de  1  positif; 
6"/.  Ta n ni. \w  el  Molk,  t.  II,  p.  176e!  188].  Donc,  en  se  rappelant 
que  \Je2  —  c3  est  négatif,  t0{M\  —  /')  es!  de  la  forme 

10».       1  — /Il 
ro(wi_/l)=a_logr:rm, 
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où  la  quantité  R  réelle  varie  en  croissant  de  o  à  -+-  oo.  Mais  on  se 
rend  facilement  compte  que,  si  l'on  fait  décrire  au  point  ill  l'axe 
imaginaire  à  partir  de  L'origine,  on  a,  à  chaque  instant  (voir 
la  figure  3  ), 


i  —  i  \\ 

b  14-  iK  T 


<p  désignant  l'angle  indiqué,  nul  si  le  point  l'R  est  en  o.  Par  suite, 


£0(tj,  —  A),  qui   est   réel   et   égal  à    l'angle  3r,   que  nous   voulons 
évaluer,  est 


(i«j) 


^  =  /0(w,-  h)  =  cp, 


et  il  varie  de  o  à  9, ,  en  croissant  constamment,  dans  les  conditions 

Fig.  4- 


f/i/J 

.a 

■     » 

.*  1 


^N?         A) 


(fJL) 

Indiquées.  Or,  dans  ces  mêmes  conditions,    le    point  z   décrit  la 
ligne  de  glissement  V.,  en  parlant  de  l'infini  pour  venir  rejoindre  la 
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paroi  xs\.  L'allure  de  cette  ligne  est  donc  bien  telle  que  le  champ 
du  plan  z  occupé  par  le  liquide  soit  d'un  seul  tenant.  (La  ligne)', 
ne  recoupe  évidemment  pas  la  paroi  [/,  dont  elle  reste  à  une 
distance  asvmplotique  connue,  égale  à  iz  avec  les  unités  choisies.) 
La  seconde  difficulté  à  étudier  concerne  les  vitesses  dans  le 
fluide,  vitesses  qui  ne  doivent  nulle  part  dépasser  la  limite  i,  ce 
qui  revient  à  dire  que  le  coefficient  de  i  dans  t0(\l)  ne  doit  nulle 
part  être  positif;  son  maximum  doit  être  zéro.  Gomme  ce  coeffi- 
cient t  est  harmonique  et  régulier  dans  le  rectangle  de  la  figure  2, 
son  maximum  ne  peut  être  atteint  que  sur  les  bords  ;  or  t  est  nul 
sur  les  bords  verticaux  du  rectangle  ;  il  suffit  donc  de  prouver  qu'il 
ne  peut  devenir  positif  sur  les  bords  horizontaux,  c'est-à-dire 
pour 

U  =  »  OU  U  =  —  l03-f-U  (0<D  <0U1). 

Pour  U  =  V  (o  <<  U  <  iû{  ),   £I2U  varie  de  1  à  o  en  décroissant, 
et 


y/<?2  —  £3 


£l2« 


+-  ci 2  W 


y/et  — 


ZZ^Z    ~T~  l 


• 


«2  —  e* 


varie  de ' (>i)à  1  en  décroissant  ;  donc 

-  —  I 


\/e  2 


e-i 


y/e,  — e3 

ÇI2  v 


log 


/cl~ea  <-{.«■ 


\fe-î  — 


<■':'. 


est  réel  et  positif,  et  t0(\))  reste   imaginaire  pure  avec  un  coeffi- 
cient de  i  négatif. 

Pour  11  =  —  033  -1-  U  (o  <  U  <  W|),  on  a  (  Cf.  Ta.wiuv  el  Moi.k, 

LX,  4) 

(u(-u3+l))  = -ÇaïUi 

V  «'2  —    I 

et,  par  suite,  £0(u)  devient 

r0(—w»-t- »)==—— log—  p— 1 
xl.  ig 
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ce  qu'on  mel  aisément  sous  la  forme 

(  >o)  *0(-  103-4-  u)  =  8,-  ih\osl*ll±±. 

Le  coefficient  de  i  esl  ici 

log- , 

TC       Ç21 1»  —  I 

el  il  est  visiblement  toujours  négatif,   £1M  U  variant  entre   1  et  l'in- 
fini (>o). 

Notre  assertion  est  donc  complètement  légitimée  ('). 


(M  II  est  intéressant  Je  constater  que, pour  les  calculs  pratiques,  la  présence 
des  fonctions  elliptiques  ne  complique  en  rien  les  opérations,  et  qu'en  utili- 
sant les  formules  générales,  pour  ce  problème  de  BobylefF  actuel,  on  retom- 
bera sur  les  calculs  mêmes  auxquels  M.  Cisotti  a  été  conduit  par  la  méthode 
indiquée  à  la  fin  de  son  Mémoire  (§  i5). 

On  sait  que  la  résistance  de  l'obstacle  el  le  coefiieient  de  contraction  seront 
déterminés,  dès  qu'on  connaîtra  les  longueurs  Q,  Aj  et  A  (ou  OV\\  de  la  figure. 
Or  par  convention  (choix  de  l'unité  de  longueur)  on  a  At  =  tc.  Puis  le  régime 
étant  permanent,  il  faut  que  le  débit  soit  le  même  en  aval  et  en  araonl,  d  où 
nV»  =  iz,  en  appelant  V»  la  vitesse  en  amont  à  l'infini,  donnée  par  V»  =  eT 
(pour  u  =  o),  c'est-à-dire  ici 


Ai- 

-c» 

—  1 

y/et- 

-e3 

v/e,- 

-eB 

-+-  1 

71 

o,  o, 


a  ■+-  j 
Il  ne  reste  donc  à  calculer  que  OPJ,  lequel  est  donné  [formule  (i)J  par 

Jvi  Jm\  J«  «,-p  (-«,  +  ») 

On  a  calculé,  il  y  a  un  instant,  la  valeur  de  x  sur  le  bord  inférieur  du  rec- 
tangle [formule  (20)],  d'où  il  résulte 

or,  =  f'ib^Y  p,(-:'"+')^.. 

J0        \5m»— V     ei—  P(—  W3+») 

On  va  tout  exprimer  dans  cette  formule,  au  moyen  des  fonctions  £.  On   a 
d'abord  (Tannlry  et  Molk,  LXI1I,  5) 

P'  «  y  r 

— ^  =  2Ç„uÇ„u, 
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Etude  d'un  obstacle  particulier.  —  Proposons-nous  d'appli 
quer  les  généralités  qui  ont  été  exposées  ci-dessus,  ou  cas  parti 
culierd'un  obstacle  ayant  la  forme  indiquée  figure  5. 

Fi g.   5. 

y 


_   (M 


t/D 


La    fonction    <p(/')  intervenant   dans   la   formule  générale    (i3) 


puis  (Tannery  et  Molk,  t.  LX,  p.  4) 
e,  —  p(—  o)3-h  u) 


=  2 (-  v/et  —  e3  \/e2 -  e3  £03 u )  (  —     e*      eU12«)- 


Par  suite,  en  utilisant  (16), 


OP'/  =   2    f 


Ç2tD— I 


Ç03t>S12i>d». 


Posons,  6'  étant  la  variable  que  nous  voulons  garder, 

Çai  »  4-1 


Ç„u  — i 


=  s 


et  (Tanni:hy  et  Molk,  LXI,  3) 

2 


ds  =  — 


11  vient 


^,«w/o=a(f'Tf|)SP>%/u. 
(Ç„t>— l)a     "'  (;„u  — i)J 


i   h 


«2— «1./-  (*  — ' 


Puis  ou  a  (Tannery  et  Molk,  Ll  X,  -i , 5) 
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devra,  dans  ers  conditions,  être  positive,  décroissante  lorsque  r 
varie  de  o  à  iù{  ;  les  limites  de  f(r)  devront  être  comprises  entre  o 

cl  -•  rosons 
i 

I  ■">  <p(r)=  P£„r, 

P  étant  une  constante  positive.  On  a  (Tawjveuy  et  Molk,  LXl,  3) 

<?V)  =—  P(«s— c8){o3/'$i3r, 

et  les  (onctions  £03^  et  £13/'  sont  positives  entre  o  et  g),  ;  par  con- 
séquent, o(r)  définie  par  la  formule(2i)  est  positive  décroissante; 
ses  valeurs  limites  étant  dans  cet  intervalle 


P  et  P^E=5, 

v/<?i  —  e3 

il  suffira  de  prendre  la  constante  P,  inférieure  à 


1 


et 

donc 

(?.,  Ci 


V    = 


e2—  «i+(«i—  e-s)  ('  —  Çji) 


Par  suite  le  quotient  c = s'exprime  rationnellement  au  moyen  de  £21  f, 

c'est-à-dire  de  s,  et  l'on  trouve  ainsi,  après  réductions  faciles, 


ç71  ds 
OP' 


?-«/ 


(5  4-1)  [a2(s  +  i)2-(j-.)2] 


Cette  intégrale  est  exactement  de  la  l'orme  de  celle  à  laquelle  on  parvient 
dans  Le  Mémoire  cité  (U.  Cisottï,  §  i5).  Comme  à  cet  endroit,  on  constate 
qu'elle  s'exprime  simplement  au  moyen  de  la  fonction 


f(*)=r£Bidt> 


où  w  désigne  une  constante. 

Tous  1rs  éléments  géométriques  du  mouvement  sont  alors  connus  relative- 
ment  au  problème  en  question;  le  coefficient  de  contraction  est  maintenant 


A        Q  — Oï^sine, 


et  la  résistance  <!«■  l'obstacle  esl  — —  >  d  après  le  théorème  de  M.  Cisotli. 
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Observons,  en  passant,  qu'en  n'astreignant  P  qu'à  être  inférieur 
à  7T,  les  obstacles  qui  correspondraient  à  la  même  fonction  possé- 
deraient l'une  des  formes  ci-dessous,  selon  la  valeur  de  P  par  rap- 

port  a  -  • 
r  2 

Il  nous  faut  maintenant  calculer  la  fonction   £(u),  donnée  ici 

par 

(22)        *(U)= ^13»^23U    /  ; NV        *°        ,  ,, r= dr. 

Cette  intégration  s'effectue  d'une  manière  élégante;  on  a  (Tan- 
ner y  et  Molk,  LXl,  3) 

et  (/<*.,  LIX,  6) 

Donc,  il  vient 

*W  -  w(ei-e,)*»U«»V.        ■-(«.-«»)5i,u(l-?î,r)- 
La  vraie  variable  est  alors  évidemment 

Êi,r=  Z, 

qui  varie  entre  1  et  o;  donc,  en  tenant  compte  de  (16), 
ttn\         -aP*  6iatt$i,u    f1 f(Z 

'  l  U  J  — 7* F       / TTÏ » 

«TC        lus      J0     g»  ,    i~(gt—  e,)$o,tt 
Mais  on  a,  toujours  en  tenant  compte  de  (i(>), 

I  —  (g-2—  g3)^,U    _=   PU  —  ^'2    =  t2 

(«t  —  e«)?oa«        '^i—^3         *° 
De  sorte  que  l'intégrale  qui  ligure  dans  t(ll)  peut  s'écrire 

r1— gg—  =  -1  iog//'+t'^u^==-jL.iog/s»>tt--*;v 

Donc  il  vient 

'do--1'  ;r"'l!"' i..,(: (). 
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Maintenant,  on  démontre  facilement  l'égalité 


Ê13UÇ28» 


=   ^10«, 


d'où 

(23) 


<(!!)=— St0ulog^a0U-£>j 

v    '       air*10        b\boU-+-ï/ 


Ceci  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus  élégante,  en  retenant 
qti'on  a 

e-2—  e3=\, 

et,  par  suite  (Tannery  et  Molk,  X1I1,  4,  et  LX,  i), 

y/^3—  e%  =  i  ^e%  —  e3  =  —  i  =  £20  w3. 
D'où,  enfin,  pour  /(il)  l'expression 

^20  «  H-  £?o't>3 


(24) 


'(«)  =  ^Z^luUlog 

arc  ç2ou  —  Ç2ow3 


La  détermination  qui  convient  pour  le  logarithme  est  celle  dont  la 
partie  imaginaire  est  nulle  pour  tt  =  o. 

Cette  fonction  t(\\)  est-elle  acceptable?  C'est  ce  qu'il  nous 
faut  maintenant  prouver. 

Considérons  ici  d'abord  la  difficulté  relative  aux  vitesses  qui, 
nulle  part,  ne  doivent  dépasser  l'unité  :  ce  qui  revient  à  dire  que 
le  coefficient  de  /dans  t  ne  doit,  nulle  part,  être  positif.  On  voit 

Fig.  6. 


z 


de  suite  que  tout  revient  à  faire  voir  que  ce  fait  ne  se  produit  pas 
sur  les  bords  du  rectangle  de  la  figure  2,  et  plus  précisément  sur 
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les  bords  horizontaux,  puisque  t  est  réelle  sur  les  bords  verticaux. 

Considérons  le  bord  supérieur. 

Je  dis  d'abord  que  la  vitesse  ne  dépasse  pas  i  sur  les  parois  y. 
et  tj/;  il  suffit,  à  cet  effet,  de  considérer  t(u)  sur  la  paroi  ut/,  c'est- 
à-dire  pour 

O  <  U  <  Ol»!. 

On  sait  qu'alors  £i0U  est  positif  et  varie  entre  H-oo  et  o.  La  fonc- 
tion £20  u  varie  de  +  00  à  \/e^  —  e2,  en  restant  réelle  et  positive  ;  on 
voit  alors,  sans  peine,  qu'en  désignant  par  y  l'angle  indiqué  sur  la 
figure  7  (nul  lorsque  le  point  £20U  est  à  l'infini),  on  a 


(25) 


£20  u  —  i 


20 


De  sorte  qu'on  a  pour  /(lt),  dans  ces  conditions, 


(•26) 


*(lt)  =  — 5io«(—  2*y). 


av: 


(^ette  quantité  est  imaginaire  pure,  avec  un  coefficient  de  i  tou- 
jours négatif. 

Considérons  maintenant  le  bord  inférieur  du  rectangle. 

Il  suffit  évidemment,  à  cause  de  la  symétrie,  d'envisager  la 
vitesse  sur  la  paroi  m',  de  l'obstacle,  c'est-à-dire  de  poser 


avec 


u  =  —  co3  -+-  v 

o  <  0  <  U),. 


Utilisons   ici    les    formules  (Cf.   Twmuy   el    Molk,    LX,   3   [, 
XIII,  1».  4), 

Slo(—  (°3"+-  U)  =—  SloO>     HWj)  =  —  /«S —  «1$«8«  =  »  /«l—  «lÉîS*  =  '''^ 
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On  peut  en  conclure  sur  le  bord  inférieur 


P*>       ,      ^  i3  n  —  i 

=  --^3t»log  . 

^  Ç13  U  -T-  I 

Pour  o<tf  <co,,  £,3t)  varie  en  décroissant  de  i  à  o,  donc  la 
quantité  sous  le  signe  log  est  toujours  négative.  Il  est  facile  de 
voir  que  la  partie  imaginaire  de  ce  logarithme  est  alors  — iiz.  En 
effet,  supposons  que  le  point  lt  tende  vers  le  sommet  — coa-j-w^ 
du  rectangle  en  suivant  les  bords  Oo)|  ;  a>4 ,  —  io3  -f-  W|  ;  on  cons- 
tate alors  de  suite  que  l'expression 

c20u  —  « 

'ogT r 

Çïo«-H  * 

a  toujours  pour  valeur  — 2/y,  y  étant  toujours  l'angle  de  la 
ligure  7,  mais  le  point  £2oH  variant  cette  fois  de  -+-  00  à  o.  La 
valeur,    à   laquelle    on   parvient  au  sommet  — u>3  -\-  io{ ,  est  donc 

—  2 i -=  —  /ti.  La  partie  imaginaire  du  logarithme  est,  par  suite, 

constamment  égale  à  —  iiz  tout  le  long  du  bord  inférieur,  entre  les 
points  — h)3  et  —  co3  -f-  to,  ;  nous  vérifions  bien  ainsi  que  la  partie 
réelle  de  t( —  ti>3  -f- 1>)  est 

iP 

résultat  auquel  nous  devions  nous  attendre. 

La  partie  imaginaire  de  t( — ^-f-N)  est,  dans  les  mêmes  con- 
ditions, 

et  le  coefficient  de  /est  visiblement  négatif  ou  nul,  puisque  £a3t) 
est  positif,  et  que 

I4-ÊI8» 

est  au  plus  égal  à  1   pour  o<U<^  o),. 

Les  vitesses  satisfont  donc  partout  à  la  condition  imposée. 
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Il  est  indispensable,  ensuite,  de  faire  voir  que  le  domaine  du 
plan  z,  correspondant  au  rectangle  du  plan  U  par  l'intermédiaire 
de  notre  fonction  t(u),  est  un  domaine  d'un  seul  tenant.  C'est  ce 
que  nous  allons  prouver  en  nous  assurant  de  la  forme  de  la  ligne 
de  glissement  \\.  Pour  cela,  nous  nous  placerons  sur  le  bord 
vertical  du  rectangle,  qui  correspond  à  cette  ligne,  et  nous  ferons 

U  =  (Mi  —  /l, 

h  variant  entre  o  et  c*)3,  en  restant  imaginaire  pure.  On  a 

£io(u>,  —  h)  =—  \/et  —  e2  \Jex—  e3$oi(—  h)  =a  y/e,  —  e%  y/ex—  e^QXh, 
^2o(wi—  h)  =       s/et—  e2^3i(—  h)  =  s/ex  —  e^h, 

d'où  une  valeur  de  t  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

[29)  t(ux  —  h)  =  -s/et—  et^hlogy— =- — - :- 

Or,  pour  A  entre  o  et  co3,   £0i^  est  imaginaire  pure,  comprise 

i  ,        ,    ,.  1  i 

entre  o  et  *  c  est-a-dire  entre  o  et  — m  =  — = 

s/e-i —  et  —  i\Jex  —  e3  y/t3,  — e3 

Cf.  Tannery  et  Molk,  XII,  4)« 

Dans    les   mêmes   conditions,  Ç3 1 A  est   réelle  et  positive  (A/., 

t.  II,  p.  176)  et  décroît  de  1  à  o.  Alors  lop      '        2  SJI est  ima- 

binaire  pure,  et  l'on  se  convainc  facilement  (en  se  reportant  à  la 
détermination   du   logarithme  qui  convient  pour  U  réel)  que  sa 

valeur  est  —  2 /y,  y  désignant  l'angle  de  la  figure  (positif  et  plus 
petit  que  -  ]•  De  sorte  qu'il  vient 

iP   , 

;3o)  t(bii  —  h)  =  — VC\  —  Ci(—  iSoi'Oï' 

ît  que  cette  expression  est  réelle  et  positive.  Elle  représente, 
lorsque  h  varie  de  o  à  io3,  l'angle  de  la  tangente  à  la  ligne  )>,,  avec 
l'axe  des  .£,  lorsqu'on  décrit  cette  ligne  )/(  depuis  l'infini  jusqu'au 
>oint  V\  de  raccordement  avec  la  paroi  m'.  Cet  angle  reste  donc 
tositif,  en  partant  de  zéro  pour  //  =  o  (ce  qui  correspond  bien  à  la 
direction  as vmpto tique,  horizontale,  de  la  ligne  X',). 
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Voyons  comment  varie  cet  angle.  Le  produit  —  *Ç01  h  estime 
Jonction  réelle  positive  croissante,  lorsque  A  varie  de  o  à  o)3;  la 
figure  8  prouve  que  y  est  aussi  croissante  positive,  dans  les  mêmes 


Fig.  8. 


conditions.  Donc  le  produit  qui  constitue  t(di{  —  h)  est  positif 
croissant.  Il  en  résulte  immédiatement  que  le  domaine  du  plan  z, 
occupé  parle  liquide  en  mouvement,  est  limité  par  des  frontières 
qui  ne  peuvent  se  recouper  mutuellement,  et  dont  l'apparence  est 
celle  de  la  figure. 

La  solution  étudiée  ci-dessus  est  donc  acceptable,  et  le  pro- 
blème est  résolu,  par  conséquent,  pour  des  obstacles  ayant  la  forme 
indiquée  sur  les  figures  5  et  6. 

Je  vais  montrer  que,  pour  tous  ces  obstacles,  la  ligne  de  glis- 
sement \\  (et  par  suite  aussi  \t)  se  détache  de  l'obstacle  en  P'( 
(ou  P,)  avec  un  rayon  de  courbure  nul,  ce  qui  peut  s'exprimer 
pratiquement  en  disant  que  tous  ces  obstacles  sont  à  bords 
tranchants  ;  ce  ne  sont  pas  de  véritables  proues,  au  sens  que 
M.  Brillouin  attache  à  ce  mot. 

Sur  une  ligne  de  glissement,  X',,  par  exemple,  la  vitesse  étant 
égale  à  î,  la  formule  (i)  donne  pour  l'élément  d'arc 


\ds\  =  \dz\  = 


p'u  du 


ei  —  pu 


L'angle  2r  de  la  tangente  à  la  ligne  libre,  avec  l'axe  Ox,  est  d'ail- 
leurs la  valeur  de  /(il)  au  point  correspondant  (il  =  co,  —  h).  Donc. 
ïe  rayon  de  courbure  de  cette  ligne  est,  au  signe  près. 


dz 

di 


O-,         y     i  •         i  dz    (         dz  \  ,    • 

r,  pour  il  =  to,  —  d)3,  c'est-à-dire  h=zto3,  -j-   (ou  -jr)  (;sl  (VI" 
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rlcmment  nul.  Voyons  à  quoi  se  réduit  —  en  ce  point  (ou,  ce  qui 

•      ,  *  dt  \ 

revient  au  même,  -rr  )• 

Pour  tt  =  a),  —  A,  t(\X)  est  donné  par  la  formule  (29)  ci-dessus, 
d'où  l'on  tire 


Or  (Tannery  et  Molk,  LXI,  2-3) 

Soi  ^  =  £21^  6ti* 

et 
J'où 


dt        P  y/e,  —  e2  f*  /^ 


—  ^2^31^—  « 


Pour 

h 

to3,  il 

dt 
dh 

vient 

2lP 

71 
) 

—  e2£31/i  4-  t 
.   r-  (SmA)'Sii*        1 


(el  —  e2)(el  -  e3)  (£01  w3)2£n  u>3, 


ce  qu'on  mettra  facilement  sous  la  forme  suivante  (/r/.,  LX,  1), 


dt          2i*P  „  .  v^V— ^3 

-rr    = (e\~  ei)h 


ou  encore,  en   utilisant  (16)  et  en  se  souvenant  que  yëj — <';»  est 

négatif, 

/„  N  dt  2iP(a2— 1) 

(  /,  =  U)3  ) 

Celte  expression  n'étant  pas  nulle,  la  proposition  esl  démontrée, 

-n  est  nul,  et  les  obstacles  sont  à  bords  tranchants. 

dt  7 

Détermination  d'un  obstacle  forma?} t  proue.  —  Observons 

tout  d'abord  que,  si  l'on   pose  11  =  o>, —  //  dans   la   fonction  /t,01^ 
qui  correspond  à  la  double  lame  recliligne,  on  obtient  I  ro//  inha. 
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formule  (18)], 

/()((0,  -  //)  =  —  log . 

71  1  —  v^2  —  e3w" 

Si  l'on  effectue  sur  cette  fonction  exactement  le  même  calcul  que 
nous  venons  de  faire  clans  le  paragraphe  précédent,  on  trouve  sans 
difficulté 

r//u(toi—  /l)   _   9./Q1    y — £0  3  & 

dh  =     71    ^      6*i-(et-e3)tt0lh)*' 

et  comme  on  a 

et 

1  —  (e2—  ez)  (^03 hy  =  (e2 -  e3)  (£23 M2, 

il  vient,  après  réductions, 

dt0(u>i  —  h)  2t6, 


Par  conséquent,  pour  /i  =  w3,  on  a 


{«A. 


/0   N  dt0  ïi§x  2t6,  v^^i  —  £3  2i0, 

(3»)  -y-      =    ^=Çl2t03  = I = a. 

Comme  cette  dernière  quantité  n'est  pas  nulle,  l'obstacle  formé 
des  deux  lames  rectilignes  est  lui  aussi  à  bords  tranchants. 

Mais  nous  concluons  de  là  un  procédé  immédiat  pour  déter- 
miner la  solution  du  problème  d'Hydrodynamique  proposé,  avec 
des  obstacles  ayant  la  forme  indiquée  par  les  figures  6,  ces  obs- 
tacles étant  cette  fois  de  véritables  proues. 

Envisageons,  en  effet,  la  fonction  de  U,  somme  des  deux  fonc- 
tions particulières  considérées  dans  les  paragraphes  précédents,  à 
savoir 

(33)  T(u)  =  ;0(u)  +  ^(u)=--^log-^2l,  +  ^2W3 


£iîu-+-Su 


H SloU   «Og- r 

an  çaoU  —  £20^3 

Dans  cette   fonction  T(tt)  faisons  U  =  to,  —  /i,    calculons   -rr   et 

exprimons   que   cette   dérivée   est    nulle   pour   A  =  to3.    11   résulte 
immédiatement  des  calculs  antérieurs  que  nous  obtiendrons  ainsi 
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[a  condition 

iiQt           2ÏT  a2 — i 
a  -+■ =  o 

7t  tz  a 

i  laquelle  on  peut  satisfaire  d'une  infinité  de  façons,  en  prenant 
pour  91  et  P  des  valeurs  constantes  données  par 

ce,  — pc*-,), 

3Ù  p  est  une  constante  (juelconque,  que  nous  choisirons  positive, 
m  se  rendra  compte  pourquoi  dans  un  instant. 

6|  et  P  étant  ainsi  déterminés,  la  fonction  T(tt)  est  évidemment 
:elle  qui  résulte  de  notre  formule  générale  (i3),  quand  on  sup- 
jose  que  la  partie  réelle  de  T(tt)  doive  se  réduire,  pour 

U=  —  O)3-f-0  (o<U<0)j), 

i 

'35)  ei+P$„»  =  p[a*{S8»  — (a*— i)]. 

Or  comment  varie  cette  expression,  quand  U  varie  de  o  à  to,? 

n  r  !•     •  i  i  *   v^i — ^2         s/a2 — i        u      ». 

uomme  ç23 ^  diminue  alors  de  i  a  —====  —  - >  elle  diminue 

y/ei  —  e3  a 

elle-même  de  p  à 

p[ay/a2— i  — (a2— i)]  =  p  y/a2  —  i  (a  —  y/a2  —  i), 

quantité  positive,  puisque  a  >  i . 

Il  suffira  donc  de  choisir  la  constante  p  inférieure  à  tt,  pour  être 
issuré  d'obtenir,  au  moyen  de  la  fonction  T(U)  ci-dessus,  des  obs- 
tacles ayant  la   forme   indiquée    figure  6.    Si   p  <<  -,  on   aura  des 

obstacles  en  proue  de  navire^  avec,  cette  fois,  des  lignes  de  glis- 
sement se  détachant  tangenticllernent  des  bords  de  l'obstacle, 
avec  un  rayon  de  courbure  non  nul. 

Mais  un  point  essentiel  reste  encore  en  suspens  :  la  solution 
représentée  ainsi  par  T(ll),  à  savoir 

(36)    T(u)=  H«SioUlog|— r— -  -h  *(<»»— i) log    »  % 

U  L  Çîo»  —  CIO1»;*  — ÇltU  -+"  $12"'  I   I 

est-elle  valable,  et  ne  conduit-elle  pas  à  des  impossibilités?  La 
solution  est  effectivement  acceptable,  comme  on  va  le  démontre)  ; 


mais  les  raisonnements  à  faire  sont  plus  délicats  que  ceux  em- 
ployas précédemment . 

Comme  dans  tes  cas  envisagés  ci-dessus,  toiït  revient  :  i°  à 
rechercher  si  la  partie  imaginaire  de  T( 11)  peut  devenir  positive 
pour  II  réel  avec  o  <  U  <  (<),,  ou  pour  U  =  —  to34-  U,  avec 
o  <  U  <  o),  ;  a0  à  étudier  la  nature  de  ta  variation  de  T(u)  pour 
U  =  w,  —  /i,  h  étant  imaginaire  pure  et  variant  de  o  à  o)3. 

i°  Cas  de  tt  réel.  —  Pour  U  réel,  le  premier  terme  de  T(tt)  est 
imaginaire  pure,  etses  valeurs  limites,  aux  extrémités  de  l'inter- 
valle Oto,  considéré,  sont 

10  ai 
r- —     et     o 

(je  n'insiste  pas  sur  l'indétermination  qui  se  présente  pour  U=o, 
et  qui  est  facile  à  lever).  Dans  les  mêmes  conditions,  le  second 
terme  de  T  varie  de 

ip(a2 —  i)  ,       a  -+- 1 

-^ -iog a      o, 

le  coefficient  de  i  allant  d'ailleurs  constamment  en  diminuant.  Les 
valeurs  de  T(u)  aux  extrémités  de  l'intervalle  sont  donc 

__^a_(a!_I)log__J     et     o. 

La    première    de   ces   expressions    se    mettra    facilement   sous    la 

forme 

—  4  p  ib  f    i  b*  62*-s 

ic        [T^  +  375  +'"*4"  (-2.A  —  i)  (-2Â-  -+-  i)  +"-J 

où  l'on  a  posé  b  =  —  (<  i)L  et,  sous  cette  forme,  il  est  clair  que 

le  coefficient  de  i  est  négatif.  Du  point  de  vue  physique,  cela 
signifie  que  la  vitesse  à  l'infini,  en  amont  dans  le  canal,  est  plus 
petite  que  i,  et  cela  donne  la  valeur  de  cette  vitesse. 

Pour  aller  plus  loin,  nous  devons  nous  assurer  du  sens  de  la 
variation  du  coefficient  de  i  dans  T(u).  On  trouve  sans  peine 

<ÏX  P«["fc/      i        Ê»oU  — *  ■>/';!■■  U  ;',„lt  |         2pt(rt*— l)  ÇliWsE'u11 


r^u         -   [,10     n^u  +  i        <;2oU)2-r-iJ  «  (;i2w3)2—  (;u»; 
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c'est-à-dire  (Taivnery  et  Molk,  loc.  cit.) 

dT_pa\  JtoU-  i        '->/(  ;iqU,)-;3qu1 

___^_,2ouUu|og__7______^ 

_    •2pi(a'1—  l)(gt—  gjt)^l2^3Ç(>2HÇ32» 
rc[ttl*<0|)*-($l*U)«l 

Dans  le  premier  crochet,  nous  mettrons  en  facteur  a/ç^o11  ?:<o &j 
et  nous  observerons  qu'à  cause  de  la  relation 

e2—e3=i, 
on  peut  écrire 

(Sion)2  (Siou)Moiit  ({iou)*{oiU        ,        ., 

=  S02UU13UJ2, 


^2ou[i  +  (^20u)2J        ea-  e3-f-(^ou)2  "        (Uu)2 
d'où,  pour  le  crochet  en  question,  l'expression  suivante 

2*(jïOU(;3oU rlog  ~ --r    —  ÇoîU({i3u)*     . 

L        2t  Ç20U  -t- 1  J 

Maintenant,  on  a  £l2w3  =  —       *        3  (  =  #)>  et  Par  su'l< 

ÊojUJJ3SU  £02  u£32U  É02ll£32U(£20")2 


^03  U. 


(S12W3)2  —  (S12U)2        et  —  e3        pu  — ei  "     («i  —  et)  (£30u)2        ^,  — e2 
^2 — ^3        pu  —  e2 

D,  dT 

vient  donc,  pour  -7-, 

dT        ipia\t       ,  1  ^20  u  —  i  ~|  ) 

3-  =  -£rJU..»[--  «ogcrF7-U«(«»^J-(«  «-OU» . 

Mettons  partout  en  fadeur   le  même   produit  2  f  i^oN  £30 ll  que 
ci-dessus,  et  observons  que  la  relation 

<',  —  C2  —  «2 —  I 

permet  d'écrire 

U»(£l3U)2-+-02-lK        "3,"  =   So2ll(S„ll)S 

Ç20  u;3o  u 

H-(ct—  ei){oiu(Çoitt),=  goiitl  ;j.-.u  >«. 

On  en  conclura  finalement 

d'Y        'ipia  *  1    .       ËtoU  —  i  ] 
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i    du 


rl'Y 

et,  par  suite,  dans  l'intervalle  considéré,  -  -y-  aura  le  même  signe 
que  la  quantité  réelle 


S  =  —  -j  10g  -  Çoi  M  (Çs3  U)2, 

Ia(|iielle  est  visiblement  nulle  pour  U  =  o. 
Or,  on  a  maintenant 

ail  (ç2ou)   H-1 

ou 

rfS                          ÇloUÇsoU  v  „  /fp  v»    .         /  \»  t  t  t 

T"  =   71 un iuU$3jU(^23U)2+2(eî—  63)Çoi«Çî3tlÇo3UÇi3U, 

au       V.Ç20WJ  -h  ^2 — £3 
ce  qui  peut  s'écrire,  après  quelques  réductions, 

dS       çiou  .  , 

-y-  =  > 5ia«  -+"  2(^03U)2ii3U  =  2(^03»)2^13U. 

OU  $30 U 

Donc  -y-  est  positif;  dans  l'intervalle  o,  h)(,  et  S  y  reste,  par  suite, 
toujours  positif;  alors,  dans  le  même  intervalle,  on  a 

1  dT 

-,  -— >o. 

1    du 

Le  coefficient  de  i  dans  T  va  donc  en  croissant,  et  comme  sa 
limite  est  zéro  pour  11  =  10,,  il  reste  constamment  négatif,  ce 
que  nous  voulions  prouver.  Remarquons  que  nous  avons,  en  même 
temps,  prouvé  que  la  vitesse  du  liquide  allait  en  croissant  con- 
stamment le  long  de  la  paroi,  depuis  l'amont  jusqu'à  l'aval. 

2°  Cas  où  U  = — o)3 -}- U.  —  Faisons  maintenant  11  =  — cj3 -h  U 
avec  o<U<to,.  Il  résulte  alors  des  calculs  des  paragraphes 
antérieurs  que  le  coefficient  de  i  dans  T  est,  dans  ces  conditions, 

0,.        biO-HI          P                      I  —  £isD 
log7 1 £23     log — —s y 

c'est-à-dire,  vu  les  valeurs  de  9,  et  de  P, 

,  37  !         U(0)  =  £    (a2-  .)  log^-— -  +  a«Ê»«  log  —4—    • 

T    L  Ç21  U  —  I  1  -+"  Ç13»  J 
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Celte  expression  est  nulle  pour  t)  =  oj,.  Je  montrerai  qu'ette  ne 
devient  pas  positive,  en  faisant  voir  qu'elle  est  croissante  dans 
l'intervalle  considéré.  On  a,  en  effet, 

7i  dV        .    .        .     —2^2 ,u  l  — SisV  .    C5.ii':;,  D 


p     cfo  (?21»>)2— 1  &  1  H"  ÇI3D  '     (;:,|0)*-  I 

c'est-à-dire 

TZ    d\J  /on/  x       £oi»Ç3lt>  ,.  .    ^S3»$01  t>£ilU 

r-  =  —  i(a2 —  i)(e,  —  e2)  77 rr h  2a2(e,  —  e3)-r 5 

„/  x>  >•  1  ^31»  —  I 

—  a2(e2  —  e3)ço3t»çi3  0  log; —  ■ 

Ç31O  H-  ' 

Mais  on  démontre  facilement  les  formules 

jjoiofai»  ?30»  £30  U 


et 

É53fl£oi0Ê210  ^3»Ç20  0  ElsO.tlO* 

(^iw)2-i  «i  —  e3  a2 

et  1  on  en  conclut  pour  —  —r-  une   expression   que    ]  écrirai    sous 
la  forme  suivante,  en  mettant  partout  Ço:,  U  ^ ,  3  U  en  facteur, 

7  TÂT  =  ?03»Si3W    —  a*Iog,31  —  «2(e,  —  c2)(iJOt')2iuU 

-h  '>-(c',—  t'3)(^,oO)2Ç3|ll       • 

Or 
(ci—  «3)  ($20»)*—  (**  —  ««)({*•»)*  =  (««—  ''3  >(po  —  ct)  =  (ct—  c3)(£ioi 
d'où  finalement 

Le  signe  de  cette  dérivée  çsl  doue,  dans  l'intervalle,  celui  de  la 

fonction 

t      

.'1  (u)  ^  —  a«  logF —   4-  ,2((,2—  ea  ){to»?io». 

vil  U  -+-  I 

Cette  fonction  ^l(U)  est  visiblement  nulle  pour  u       <•>,,  ti  (li 
xl.  20 


elle-même  pour  dérivée 


</v 


•■'  ■  :':,,« 
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I     21  '•-.—  '';()  !  .;:»()  !■:','  0  "     I     ÊlO  »  ;';«  u  «  )» 


ce  que,  en  retenant  la  formule 

Ci—  ez=  a*, 

on  met,  après  quelques  transformations,  sous  la  forme 

■gj-  =-252o»[«ï+(Sio»)2+(U»)2]- 

Celle  quantité  étant  constamment  négative  dans  l'intervalle  o,  o>,, 

<!&    décroît  jusqu'à    zéro   et   reste   donc    positive,    ainsi    que   •-*-; 

donc  U  croît  jusqu'à  la  valeur  zéro,  et  il  est  toujours  négatif.  La 
vitesse  est  donc  toujours  inférieure  à  i  le  long  de  la  paroi  ts '  ,  et, 
de  plus,  elle  va  en  croissant  (de  zéro  à  un),  quand  on  se  déplace 
sur  cette  ligne  du  point  O  au  point  P, . 

3°  Forme  de  la  ligne  de  glissement  \\.  —  Voyous  maintenant 
la  forme  de  la  ligne  de  glissement  X  .  L'angle  de  la  tangente  à  cette 
ligne,  avec  l'axe  Ox,  est  fourni  par  la  partie  réelle  de  T  pour 
U  =  o),  —  k  ( o  <C  -  <  —£•)'  D'après  les  calculs  antérieurs  [for- 
mules (18)  et  (2Ç))],  cet  angle  est  donc  égal  à 


(38)         vw=r 


i'(«2  —  i)log 


i  -+-  \/e2  —  e3  ;03  li 


i  —  \/e2  —  es  %osh 


-h  a2  /«!  —  e2  c0,  h  log  v  — ; 

y/ ex—  c2  §3i  «  -h  i_ 


Pour  //  =  o,  y  (II)  es!    nul,  cl   il   suffirait  d'être  assuré  que  V  va 

A  ,  -il 

constamment  en  croissant  avec  — ,  pour  être  assure  que  la  solution 

est  valable.  Or  on  a 


1  '11 
-,  dh 


\i{a*      i)  \/ei  —  e3  %0ih        2.iaï(ex —  ei)€oiAE'si  ^ 


(e,      e3)(5o3A)s 


(ci—  ci)(;3i/')1+l 


n    / ►*     /  i       \/e\  —  ('->  Ësi  ''  —  * 

+  «Vei-  *a  ;„  i  «  log    ,  — ; :  » 

v  'i  —  e3Ç8i«  ■+■  i 


ce  qui  peut  s'écrire,  après  diverses    transformations  dont  je  ne 
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reproduis  pas  le  détail, 


tt  d\  / f  i  /e,  —  e2  \%\  ^ 

-  jT  =  2  ta*  /gi  —  g2  Ut  Hn  h    — :  log  -— 

P  a,i  L2  vel  —  e2^lh 

]• 


—  £ 
■+■  i 


e,  —  e3 
On  sait  que  £21  A  et  £3,  h  sont  réels  et  positifs  pour 


luhlzih 


Il  0)o 

O  <   T   <    ~ 


{Cf.  Tannery  et  Molk,  t.  II,  p.  176).  Donc  -  -rr  a  le  signe  de  la 
quantité 


1          \Jex  —  ei%zx—  i        \/ex  —  e2  ,       t 
Q  =  —r  log    , 1 Ç12  A  §32  «• 

Ce  signe  est  loin  d'être  évident.  Si  l'on  se  reporte  à  la  figure  8, 
on  voit  que  la  fonction  Q(A)  est  égale  à  — .  f  —  o.i-\  =  —  -, 
pour  h  =  w3  ;  et  pour  A  ==  o,  à 


r    /  1         \        s/ex  —  e^        \/a'2  —  i  1 

— r  f  —21  arc  t.nng )  -+-  -!■ =  - arc  lang— 

^\  \/et—eJ         ex  —  e3  a-  jaï—  \ 

C'esl,  comme  on  le  verra  plus  loin,  le  signe  de  cette  dernière 
quantité  qui  est  important.  Je  dis  qu'elle  est  négative;  en  effet, 
posons 


1  . 

=  tango 


et,  par  suite, 
alors  il  vient 

■/s 


y/ a-  —  1 


a*=-J-. 


SI  11-0 


a- 


•sn 


1  '         -2  *\ 

—  -  (^sin  •.).  0  —  '2  6), 


et,  sous  celle  forme,  on  voil  bien  que   celle  quantité  esl    négative. 

Ceci  posé,  si  l'on  calcule  la  dérivée  -ttj  on  peut  parvenir  à  It 
mettre  sous  la  forme  suivante 
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ou  encore 

Comme(5i2/t)2  est  positif,  ainsi  que  ~-  dans  l'intervalle  con- 
sidéré (Tanjvery  et  Molk,  t.  II,  p.  176),  on  en  conclut 

dQ 

c'est-à-dire 


1  ah 


f7 


Q  va  donc  en  décroissant  quand  —  croît  de  o  à~>  et,  par  suite,  il 
reste  constamment  négatif,  puisque  son  maximum,  calculé  il  y  a 
un  instant,  est  negaht.  -r-yj-  est  donc  aussi  négatif,  — — —  est  posilil, 

C  (lit  /    rt    \ 

et  V  va  en  croissant,  ce  que  nous  voulions  prouver. 

La  solution  est  donc  valable  et  correspond  bien  à  la  forme  de 
proue  qu'on  voulait  obtenir. 

Les  résultats  numériques  seraient  maintenant  intéressants,  re- 
latifsàces  mêmes  exemples.  Je  compte  pouvoir  indiquer  quelques- 
uns  <ie  ces  résultats  dans  une  prochaine  publication. 

Pour  terminer  le  présent  Mémoire,  j'indiquerai  une  méthode 
fort  simple  propre  à  déterminer  le  mouvement  d'un  liquide  dans 
un  canal  de  forme  quelconque,  mais  symétrique  par  rapporta  un 
axe,  et  renfermant  un  obstacle  également  symétrique  par  rapport 
au  même  axe.  Cette  méthode  reposant  sur  des  principes  con- 
nus ('),  je  ne  crois  pas  devoir  insister  sur  le  détail  des  calculs. 

Soil  donc  un  canal  indéfini,  symétrique,  par  rapport  à  un  axe  0#, 
renfermant  un  obstacle  également  symétrique  P,  OP2.  La  direction 
asjmpto tique  <ln  canal  en  amont  sera  supposée  horizontale  (paral- 
lèle 1  (). '•).  Quanl  à  la  direction  as\  mptnlique  en  aval,  pour  la 
frontière  mi  p<' ne  in •<■.  par  exemple,  elle  pourra  être  supposée  inclinée 


(M   Cf.  T.  Lf.vt  Civita.  Sciée  Lfiigi  di  rrsisfrnza    Circolo  mal.  di  Palcrim,. 
"J"7)- 
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d'an  angle  a  arbitraire  sur  Ox  :  dans  les  calculs  qui  vont  suivre, 
il  n'y  a  pas  lieu  de  la  préciser  immédiatement  ;  mais  il  est  clair  que 
le  cas,  où  elle  est  également  horizontale,  est  de  beaucoup  celui  qui 
présente  le  plus  réel  intérêt. 

Cela  étant,  nous  allons  prendre  en  considération  seulement  la 
moitié  supérieure  du  plan  xOy,  occupée  par  le  liquide  en  mou- 
vement de  Helmholtz  ;  en  observant  que  la  vitesse  du  liquide  est 
horizontale  tout  le  long  de  la  portion  utile  de  l'axe  des  x  (voir 
la  figure  9),  il  est  permis  de  supprimer  la  portion  inférieure  du 

Fig-  9- 


liquide,  en  établissant  le  long  de  Ox'  une  paroi  solide  fictive  nr. 
[C'est  en  somme  exactement  la  contre-partie  du  procédé  qu'on 
suit  dans  la  méthode  des  images,  usitée  dans  de  nombreuses  ques- 
tions d'Hydrodynamique  (').] 

La  portion  du  liquide  que  nous  considérons  esl  donc  limitée  par 
les  parois  solides  m,  ht,  et  pi,  el  par  la  ligne  de  glissemenl  a,  qui 
sépare  le  liquide  en  mouvement  du  liquide  au  repos  derrière 
l'obstacle.  Nous  supposerons  la  vitesse  égale  à   1   à  1  1 11  (in  1  en  aval  ; 


(')  Voirê  par  exemple,  P.  Appeil,  Mécanique  rationnelle^  t.  lil.  p  \\\\. 
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el,  par  suite,  l'équation  des  pressions 


/>=/>o-t--(i--V*)' 

indique  que  lu  vitesse  sera  égale  à  i  tout  le  long  dc/M. 

Gela  étant,  le  mouvement  étant  supposé  permanent  irrota- 
tionnel, nous  prendrons  le  potentiel  cp  et  la  fonction  de  courant  iL 
nuls  au  point  O,  et  ^  sera  constant,  égal  à  <];,,  sur  A,,  [d»,  repré- 
sentera  (Tailleurs  la  distance  asjmpto tique  entre  la  paroi  jjl,  et  la 
ligne  de  glissement  X,  (').] 

Dans  ces  conditions,  nous  poserons,  u  et  v  désignant  les  projec- 
tions de  la  vitesse  d'une  molécule  liquide, 


z  =  x  ■+-  if, 


(39) 


/  =  cp  -+-  £<]/, 


df 


w  =  u  —  iv  =  e-i®  =  -7-  ? 

dz 


et  au  domaine  du  plan  3,  considéré   ci-dessus,   correspondra  dans 
le  plan  y*  la  bande  représentée  figure  10.  Je  laisse  au  lecteur  le  soin 


Fier.   10. 


r/V 


rsn 


\ 


*» 


(5T,) 


V) 


y; 


de  vérifier  que  cette  bande  peut  être  représentée  d'une  façon  con- 
forme sur  le  demi-cercle  de  la  figure  1  1  dans  le  plan  Z  =  X  +  l'Y, 
au  moyen  de  la  relal  ion 


|      |0) 


^  TC        &     I  -h  Z2 


(')  cf.,  par  exemple,  mon  Mémoire  Sur  le  mouvement  discontinu  d  un  fluide 
dans  un  canal  renfermant  un  obstacle  [Annales  de  t Ecole  Normale  supérieure, 

1  ',»i',  p.  i63). 


-  303  - 

où  A  est  une  constante  réelle,  et  où  le  logarithme  est  eelui  dont  la 
détermination  est  réelle  pour  Z  réel.  Les  frontières  devant  se  cor- 


respondre comme  L'indiquent  les  figures,  les  pointst/*  =  y, ,  f=o 
doivent  avoir  pour  homologues  les  points  Z  = —  i  et  Z  =  eis°,  d'où 
les  relations 

/1==A-iilog2, 


71 


,          <l>i  .        I  —  coss0 
o  =  A —  log , 

71  —  COSSq 


desquelles  on  peut  tirer  A  et  ^,  en  fonction  de  s0  et  dey,,  qu'on 
gardera  comme  paramètres.  (Il  en  fallait  bien  exactement  deux 
pour  caractériser  la  figure  10.) 

Un  calcul  élémentaire  donne  en  fonction  de  Z 


(40 


df  = 


i  +  Z 


1C       (I-Z)(I+Z?) 


dl. 


Gela  étant,  la  fonction  O,  définie  par  (3(j),  peut  maintenant  être 
considérée  comme  une  fonction  de  Z,  régulière  dans  le  demi- 
cercle.  En  posant  il  =  2r  +  it,  il  vient  de  suite 


// 


H-  tV  =  t,Te'^, 


donceTesl  la  vitesse,  en  grandeur,  d'une  molécule  liquide,  et  3  est 

l'angle   de   cette  vitesse  avec  OX.   Par  suite,  Q(Z)  satisfait    dans   le 
demi-cercle  aux  propriétés  suivantes  : 

Elle  est  régulière  dans  ce  domaine; 

Sa  partie  imaginaire  est  nulle  sur  le  diamètre         i.     |    i  ; 

Sa  partie  réelle  est  nulle'   pour  Z  =  t M,   si    -  <  S  <  & 


-  304  - 

Sa     partie    réelîe,    pour    /       r'\     avec    o  <C  s  <C  -    ou    pour 

Sq<C.s  "Cit)  représente  L'angle,  avec.  OX,  de  la  tangente  aux  parois 
fixes  ut.,  el  M,. 

Désignons  alors  par  g{s)  el  /*(•*)  les  fondions  de  s  (jni  repré- 
sentent ces  angles,  fonctions  dont  la  variation  est  donnée  par  l'al- 
lure des  courbes  p.,  etra,.  Il  résulte  alors  immédiatement,  des  con- 
clusions que  j'ai  démontrées  dans  un  travail  antérieur  (' ),  que  la 
fonction  Q(Z)  (d'ailleurs  prolongeable  analytiquement  dans  le 
demi-cercle  symétrique  de  celui  de  la  figure  par  rapport  à  OX)  est 
fournie  par  la  formule 


(42)  0(Z)  =  I    f     ff(t) 


—  Z2 


I  —  2.Z  coss  -H  Z2 

.7T 


cl. 


■+•  -    /      h(s) v 7~T;ds- 

TZJ.  I 'iZcOSS-f-Z2 

o 

On  prendra  g(o)  =  o,   la  direction  asymptotique   du  canal  en 
amont  devant  être  horizontale;   et  si  l'on   veut  qu'il  en  soit  de 
ême    de    la    direction     asymptotique    en    aval,    il    suffira    que 


ni 

La  formule 


az-e      cij  -    ^    e      (l  _  Z)  (l+ Z2)  ^, 

déduite  de  (39)  et  (40,  permet  alors  de  construire  tous  les  élé- 
ments du  mouvement,  pour  une  forme  de  canal  et  une  forme 
d'obstacle,  connus  d'avance.  Pour  le  détail,  je  renvoie  aux 
calculs,  tout  à  fait  semblables,  exposés  dans  le  Mémoire  cité 
plus   haut. 


^ur  la  rés\   mure  (Icm  fluides  (Annule;  de  filiale  normale  supérieure,   \[)\  I. 

•  •   Parti  •  .    Voir  aussi  pne  Note  de  l 'au tenir  Sur  le  problème  de Dirichlet relatif 

•  m  cercle  [Bulletin  de  I"  Société  mathématique,  1911).  Voir  ;uissi  T.  Boggio, 
Sullr  funzioni  di  variabile  complessa  in  uu'arca  circolare  (Atli  diila  Accadcntia 
dette  Scienze  di  T<riio,  1911) 
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QUELQUES  THÉORÈMES 
SUR  LE   MOUVEMENT  DES   SYSTÈMES   DYNAMIQUES, 

Par  M. -G.  D.    Bihkhoff. 


Parmi  les  mouvements  d'un  système  dynamique,  il  peut  en 
exister  certains  ayant  la  propriété  remarquable  de  représenter  le 
mouvement  tout  entier  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on 
désire,  pendant  tout  intervalle  de  temps  égal  à  T,  où  T  varie  seu- 
lement avec  le  degré  de  l'approximation.  Dans  le  préseDt 
Mémoire,  ces  mouvements  sont  appelés  mouvements  récurrents; 
ils  forment  une  extension  naturelle  des  mouvements  périodiques. 

Du  point  de  \ue  que  j'adopte,  un  mouvement  stable  est  un 
mouvement  qui,  à  partir  d'un  certain  moment  et  ultérieurement, 
n'approche  jamais  indéfiniment  près  de  certaines  positions  singu- 
lières; je  démontre  qu'il  existe  nécessairement  un  ou  plusieurs 
mouvements  récurrents  dans  le  voisinage  infinitésimal  d'un  mou- 
vement stable. 

Les  mouvements  récurrents  se  rangent  en  deux  types,  l'un  d'eux 
étant  représentable  explicitement  au  moyen  de  fonctions  continues 
et  périodiques  des  variables  qu'elles  contiennent.  Ce  premier  type 
est  appelé  type  continu  et  semble  comprendre  tous  les  mouve- 
ments récurrents  dont  l'existence  a  été  établie.  Je  montre,  par  la 
construction  d'un  exemple,  que,  au  moins  Lorsqu'on  n'assujettit 
l>ns  1rs  équations  différentielles  définissant  le  mouvement  à  être 
analytiques,  il  existe  des  mouvements  récurrents  qui  ne  -ont  ni 
périodiques,  ni  dans  le  voisinage  infinitésimal  d'aucun  mouvement 
périodique,  et  qui  sont  d'une  nature  particulière  telle  que  la 
désignation  de  mouvements  récurrents  discontinus  leur  semble 
appropriée. 

I  )cs  recherches  incomplètes  me  conduisent  à  croire  que,  dans  le 
e;ts  de  //  —  3,  il  existe  aussi  nécessairement  des  mouvements 
récurrents  discontinus  dans  les  cas  analytiques,  et  que  la  struc- 
ture de  ces  mouvements  est  essentiellement  semblable  à  celle  du 
mouvement  présenté  dans  l'exemple. 

XI..  Il 
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Ce  Mémoire  a  été  lu  pour  la  première  (ois  à  la  réunion  d'été  de 
['American  Mathematical  Society  en  1909. 

I.  —  Représentation  géométrique. 

Un  système  dynamique,  dans  une  très  large  acception,  peut 
être  considéré  comme  défini  par  un  système  quelconque  d'équa- 
tions différentielles  ordinaires  du  premier  ordre  : 

dxx        tlx-i  dxn 

h»  "v—  =  "y~  =  •  •  •  =  -v~~  *=  di> 

A 1  A  2  A  n 

DU  X ,,...,  \„  sont  des  fonctions  données,  réelles  et  uniformes 

de  XK tn,  analytiques  par  rapport  à  ees  variables,  et  où  t  est 

la  variable  indépendante.  Les  variables  .r,,  .  .  .,  xn  sont  les  coor- 
données du  mouvement,  et  /  indique  le  temps. 

Nous  convenons  de  représenter  les  coordonnées  du  mouvement 
comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  l'espace  à  // 
dimensions.  Tout  mouvement  possible  est  défini  par  //  équations 

(a)  r\—\\(t),         ...,        .Tn=în(t), 

où  les  fonctions  analytiques  ç,,  .  .  .,  c„  constituent  une  solution 
de  (1).  Les  équations  (2 Y  sont  aussi  représentées  par  une  courbe 
de  l'espace  à  n  dimensions,  à  moins  que  z,t1  ...,  ;«  ne  soient 
toutes  constantes;  alors  (  2)  sont  représentées  par  un  seul  point. 

Il  faut  maintenant  rappeler  quelques-uns  des  résultats  fonda- 
mentaux et  bien  connus,  relatifs  à  un  système  différentiel  du 
type  u,. 

Soit  S  l'ensemble  des  points  pour  lesquels  au  moins  une  des 
fonctions  \,?  .  .  .,  X„  cesse  d'être  analytique,  et  soit  L  l'ensemble 
des  points,  ne  faisant  pas  partie  de  S,  pour  lesquels  les  équations 

(3)  X,  =  o,         . . .,         X.„=  o 

sont  satisfaites  simultanément. 

Par  tout  point  P,  extérieur  à  S  et  E,  il  passe  une  courbe  i  I*  |  et 
une  seule,  donnée  par  une  infinité  simple  de  mouvements  (2), 
savoir  par  ceux  qu'on  obtienl  en  remplaçant  t  par  t  -f-  c,  r  ('"tant 
une  constante.  A  deux  points  quelconques  \  et  B  sur  une  seule  et 
même  courbe,  correspond  un  intervalle  de  temps,  qui  est  le  temps 
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nécessaire  aux  coordonnées  du  mouvement  pour  passer  de  celles 
de  A  à  celles  de  B. 

Les  points  E  représentent  les  mouvements  à  coordonnées  con- 
stantes satisfaisant  à  (2).  Lorsque  t  croît  ou  décroit,  le  point  mobile 
sur  une  courbe  (P)  ne  peut  tendre  vers  un  point-limite  E  dans 
un  temps  fini,  car  cela  contredirait  le  théorème  fondamental 
d'existence  pour  un  système  tel  que  (  1). 

Le  point  mobile  sur  une  courbe  (  P)  peut  cependant  tendre  vers 
un  point-limite  S  dans  un  temps  fini.  Mais  on  fera  la  convention 
que  la  courbe  ne  s'étend  pas  jusqu'à  ce  point. 

Nous  entendrons  par  le  voisinage  (  e)  de  S  les  points  qui  sont, 
soit  à  une  distance  inférieure  à  e  d'un  point  de  S,  soit  à  une  dis- 
tance supérieure  à     de  V origine  des  coordonnées. 

La  courbe  passant  en  un  point  P,  extérieur  à  S  ou  E,  est  suscep- 
tible d'extension  pour  lim  t  =  -+-  00  ou  lim  t  =  —  oc,  à  moins  que 
lorsque  t  croît  ou  décroit,  respectivement,  depuis  la  valeur  ini- 
tiale t0,  vers  une  limite  finie  t,  le  point  mobile  sur  la  courbe  (  P\ 
ne  tende  à  venir  et  à  rester  dans  tout  voisinage  (  1)  de  S,  si  petit  que 
soit  e.  Ce  fait  est  évident,  puisqu'en  dehors  d'un  voisinage  (z) 
donné  de  S,  l'extension  est  possible  d'une  manière  uniforme  pour 
un  seul  et  même  intervalle  de  temps. 

Enfin,  si  t  est  pris  comme  paramètre  de  la  courbe,  on  peut 
dire  que  la  variation  continue  d'un  point  P  (extérieur  à  S)  pro- 
duit une  variation  continue  de  la  courbe  (  P).  Avec  plus  de  préci- 
sion, nous  avons  l'énoncé  suivant  : 

Tuéoukme  auxiliaire.  —  Si  P  n'est  pas  un  point  de  S,  et  si  te 
mouvement,  qui  pour  t  =  t0  est  représenté  par  P,  est  suscep- 
tible dJ  extension  pour  :^^t,  il  est  possible  de  choisir  une 
quantité  0  positive  assez  petite,  pour  que  tout  mouvement  '/ni. 
pour  t  =  /„,  est  représenté  par  un  point  P'  de  distance  à  V  infé- 
rieure à  0,  soit  aussi  susceptible  d'extension  pour  -  t  t,  et 
soit  en  outre  tel  que,  durant  cet  intervalle,  la  distance  entre  les 
points  correspondants  de  la  courbe  (V)  et  de  la  courbe  il' 
n'excède  pas  une  quantité  positive  arbitraire  :. 

Ceci  rsi  I  application  aux  équations  (1)  d'un  théorème  bien 
connu  concernant  la  variation  d'une  solution  d'équations  différen- 
tielles ordinaires,  lorsqu'on  fait  varier  les  conditions  initiait 
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II.  —  Stabilité  et  instabilité. 

Nous  pouvons  maintenant  déduire  certains  théorèmes  généraux 
simples,   concernant  le  mouvement  d'un  système  dynamique  tel 

que  (  i  ). 

A  cette  fin,  nous  classerons  les  mouvements  possibles  d'après 
la  définition  suivante  :  un  mouvement  est  dit  positivement 
(ou  négativement)  stable,  s'il  existe  un  nombre  z  tel  que 
pour  /  >>  t0  (ou  t  <<  /„  ),  les  points  représentatifs  du  mouvement 
restent  extérieurs  à  quelque  voisinage  (e)  de  S.  Sinon,  le  mouve- 
ment est  appelé  positivement  (ou  négativement)  instable.  Cette 
définition  impose  au  mouvement  le  minimum  de  restrictions 
nécessaires  à  assurer  la  stabilité,  dans  son  sens  mathématique 
strict. 

L  extension  d'un  mouvement  stable  est  possible  pour  toute 
valeur  de  t  >>  t0  (ou  t  <<  t0),  puisque  l'extension  d'un  mouvement 
cesse  seulement  d'être  possible  lorsque,  t  approchant  d'une  cer- 
taine valeur  finie  t,  le  point  représentatif  vient  et  reste  à  l'intérieur 
de  tout  voisinage  (s)  assigné  de  S. 

Les  types  les  plus  simples  de  mouvement  stable  sont  fournis 
par  le  cas  du  repos,  représenté  par  un  seul  point  E,  et  par  celui 
du  mouvement  périodique,  représenté  par  une  courbe  fermée. 

Tous  les  points  desquels  les  points  de  la  courbe  représentative 
d'un  mouvement  s'approchent  indéfiniment  pour  lim/— -j-oo 
(ou  lim  t  = —  x),  seront  appelés  les  points-limites  oméga  (ou 
alpha)  du  mouvement;  ils  forment,  bien  entendu,  un  ensemble 
fermé.  Les  points  de  la  courbe  elle-même  ne  sont  pas  nécessaire- 
ment dans  l'une  ou  l'autre  des  classes  de  points-limites. 

Dans  un  Mémoire  important,  M.  Hadamard  (M  a  appelé  l'en- 
semble  des  points-limites,  le  domaine  du  mouvement.  En  particu- 
lier, il  a  prouvé  que  l'ensemble  des  points-limites  d'un  mouvement 
stable  représente  un  ensemble  de  mouvements  stables,  contenant 
au  moins  un  m<>u\  ement  |  -  ». 

(')  Sur  les  trajectoires  en  Dynamique  {Journal  de  Mathématiques,  3e  série, 
t.   III.   1897,  p.  33i-387). 
(  '  )  Loc.  cit.,  p.  38  ■ 


—  309  — 
Ce  fait  constitue  la  majeure  partie  du  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Les  points-limites  oméga  d'un  mouvement 
positivement  stable  représentent  un  ensemble  de  mouvements, 
positivement  et  négativement  stables,  desquels  le  mouvement 
donné  s'approche  uniformément  quand  le  temps  croit,  c'est- 
à-dire  que  la  distance  entre  le  point  représentant  le  mou- 
vement et  l'ensemble  des  points-limites  tend  vers  o  pour 
\\n\t  =  -4-  oo. 

Démonstration.  —  Soit  L  un  point-limite  oméga  d'un  mouve- 
ment positivement  stable  donné.  Alors,  puisque  le  mouvement 
donné  est  stable,  L  est  extérieur  à  un  certain  voisinage  lixe  de  S, 
et  la  courbe  (  L)  peut  être  étendue  dans  les  deux  sens  à  partir  de  L, 
pour  un  intervalle  de  temps  uniformément  grand  pour  tous  les 
points  L.  Mais,  en  vertu  du  théorème  auxiliaire,  toute  courbe  qui 
passe  en  des  points  Q  suffisamment  voisins  de  L,  reste  à  une 
distance  inférieure  à  t  de  la  courbe  (L)  pendant  le  même  temps. 
Puisque  la  courbe  donnée  représentative  du  mouvement  passe  en 
de  tels  points  Q  après  tout  instant  fixé  il  est  clair  que  l'arc  de  la 
courbe  (L),  correspondant  à  cet  intervalle  de  temps  uniforme,  se 
compose  de  points-limites  oméga. 

En  répétant  ce  raisonnement,  on  voit  que  tous  les  points  de  la 
courbe  (L)  sont  des  points-limites  oméga. 

De  plus,  puisqu'aucun  des  points-limites  ne  peut  être  à  l'inté- 
rieur du  voisinage  fixe  de  S,  cette  courbe  (L)  peut  être  étendue 
pour  toute  valeur  du  temps,  et  est  positivement  et  négativement 
stable. 

Pour  compléter  la  démonstration  du  théorème  I,  il  n'y  a  plus 
qu'à  montrer  que,  lorsque  t  croît,  le  point  mobile  sur  la  courbe 
représentant  le  mouvement  donné,  tend  uniformément  vers  les 
points-limites  (\j).  Supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi:  alors  il 
existe  une  quantité  positive  d  et  une  suite  d'instants  /,,  fa,  .  .., 
(lim  tnz=-\-  oo),  pour  lesquels  la  distance  «Mitre  le  point  repré- 
sentatif du  mouvement  donné  et  tout  point-limite  oméga  esl  au 
moins  (-gale  à  d.  La  suite  correspondante  de  points  aura  au  moins 
un  point  limite  L',  qui  sera  distant  d'au  moins  d  de  tout  point  L. 
Malgré  cela,  1/  doit  être  lui-même  un  point  L,  puisqu'il  possède 
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la  propriété  fondamentale  de  ces  points.  Ceci  est  impossible,  par 
conséquent,  le  théorème  esl  nécessairement  vrai. 

\  cause  de  la  symétrie  impliquée,  nous  ne  considérons  pas,  dans 
le  théorème  qui  vient  d'être  démontré,  les  mouvements  négative- 
ment stables,  pas  plus  que  nous  ne  le  ferons  dans  les  théorèmes 
suivants. 

11  sera  commode  d'appeler  les  mouvements  représentés  par  une 
courbe  composée  de  points-limites  oméga  (ou  alpha),  mouvements 
limites  oméga  (ou  alpha). 

Théorème  11.  —  Etant  donné  un  mouvement,  positivement 
instable  : 

i°  Ou  bien,  il  est  seulement  susceptible  d'extension  pour 
t  <<  t,  ses  points  représentatifs  tendant  à  venir  et  rester  dans 
tout  voisinage  (e)  de  S,  pour  lim  t  —  t; 

2°  Ou  bien,  il  est  susceptible  d'une  extension  indéfinie 
quand  t  croit,  et  il  est  tel  que,  pour  tout  nombre  positif  z,  on 
peut  trouver  un  intervalle  de  temps  T,  assez  grand  pour  que, 
au  moins  une  fois  dans  tout  intervalle  T  pour  t  >  /„,  le  mouve- 
ment soit  représenté  par  un  point  intérieur  au  voisinage  [t) 
de  S; 

3"  Ou  bien,  il  est  susceptible  d'une  extension  indéfinie 
quand  t  croit,  et  possède  au  moins  un  mouvement  limite  oméga, 
positivement  et  négativement  stable. 

Démonstration.  —  La  démonstration  se  fait  aisément. 

En  premier  lieu,  si  l'extension  n'est  possible  que  pour  t  <C  t, 
nous  avons  évidemment  le  cas  (i°).  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  suppo- 
sons que  la  condition  du  cas  (20)  ne  soit  pas  satisfaite,  et  cher- 
chons  à  démontrer  que  nous  avons  alors  le  cas  (3°). 

Dans  ces  conditions,  il  existera  une  quantité  positive  s  et  une 
suite  d'intervalles  de  temps  indéfiniment  croissants  {th,t\). 
I  /.,.  t.,  |,  ....  durant  lesquels  tous  les  points  représentant  le  mouve- 
ment instable  donné  sont  en  dehors  du  voisinage  (t)  de  S. 

Soient  alors  P,,  P2,  ...,  les  points  correspondant  aux  milieux 
des  intervalles  de  temps  de  la  suite.  Cette  suite  de  points  a  au 
moins  un  point-limite  P,  qui  esl  au  moins  à  la  distance  s  de  tout 
point  de  S.   Par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qui  a  été  fait 
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dans  la  démonstration  de  la  première  partie  du  théorème  I,  on 
voit  que  la  courbe  (P)  peut  être  étendue  pour  toute  valeur  de  ty 
et  reste  en  dehors  du  voisinage  (s)  de  S.  Brièvement  indiquée,  la 
raison  en  est  que  les  courbes  (P*)  (/»'  =  i,  a,  .  .  .)  sont  situées  en 
dehors  du  voisinage  (e)  de  S  pour  des  intervalles  de  temps  positifs 
et  négatifs  indéfiniment  croissants  avec  Â',  tandis  que  certains  des 
points  P*  tendent  vers  P.  Par  suile,  en  vertu  du  théorème  auxi- 
liaire, la  courbe  (P)  a  les  propriétés  indiquées.  Ainsi  le  mouve- 
ment M  satisfait  à  la  condition  (3°  ),  puisque  le  mouvement  (  P  »  est 
un  mouvement  limite  de  M,  positivement  et  négativement  stable. 

III.  —  Mouvement  récurrent. 

On  vient  de  voir  que  tout  mouvement  M,  positivement  ou 
négativement  stable,  possède  un  ensemble  fermé  de  mouvements 
limites  M7,  positivement  et  négativement  stables.  11  s'ensuit  immé- 
diatement que  l'ensemble  des  mouvements  limites  alpha  et  oméga 
de  tout  mouvement  de  M',  ou  bien  coïncide  avec  M  .  ou  bien  est 
un  sous-ensemble  de  M'  (  ■  ). 

Définition.  —  Tout  ensemble  fermé  M'  de  mouvements  posi- 
tivement et  négativement  stables,  tel  que  tout  mouvement  de  M 
admet  M'  pour  son  ensemble  de  mouvements  limites  alpha,  ainsi 
que  pour  son  ensemble  de  mouvements  limites  oméga,  sera  appelé 
un  ensemble  minimal;  et  tout  mouvement  de  M'  sera  appelé  un 
mouvement  récurrent . 

Par  définition,  un  mouvement  récurrent  M  est  stable.  De  plus, 
tout  point  de  la  courbe  représentative  est  à  la  fois  un  point-limite 
alpha  et  un  point-limite  oméga,  car  autrement  l'ensemble  de> 
mouvements  limites  de  M  ne  contiendrait  pas  M.  contrairement  à 
la  définition.  Ce  fait  signifie  que  le  mouvement  approche  arbitrai- 
rement près  d'une  quelconque  de  ses  positions  infiniment  souvent 
pour  lim  t  =  —  x  et  lim  t  =  -f-  oo;  c'est-à-dire  que  le  mouvement 
est  stable  au  sens  de  Poisson. 

Toutefois,  cette  propriété  ne  caractérise  pas  seulement  les  mou- 

(')  Cf.  IIadamacd,  toc.  cil.,  p.  383. 
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\<  ments  récurrents.  Par  exemple,  on  peut  construire,  pour  n  =  3, 
un  système  dynamique  tel  qu'il  existe  un  mouvement  positivement 
et  négativement  stable  M,  dont  les  points-limites  alpha  et  oméga 
constituent  tout  l'intérieur  et  la  surface  d'un  tore.  [Tn  tel  mouve- 
ment est  stable  au  sens  de  Poisson,  mais  il  ne  peut  être  récurrent 
au  sens  défini  ci-dessus;  en  effet,  tout  mouvement  dont  la  courbe 
est  située  sur  la  surface  du  tore  appartient  à  M',  mais  ses  mouve- 
ments limites  forment  seulement  une  partie  de  M'. 

Les  exemples  les  plus  simples  de  mouvement  récurrent  sont 
les  cas  du  repos  et  du  mouvement  périodique  ;  dans  ces  deux  cas,  M' 
coïncide  a\ec  M  et  se  compose  d'un  seul  mouvement. 

Dans  tous  les  autres  cas,  M'  contient  une  infinité  de  mouvements 
dont  le  nombre  cardinal  est  celui  du  continu.  En  effet,  en  un 
point  P  de  la  courbe  représentative  d'un  mouvement  récurrent 
qui  n'est  pas  de  ces  types  simples,  construisons  un  petit  élément 
plan  normal  à  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point,  et  considé- 
rons l'ensemble  fermé  de  points  formé  par  l'infinité  des  intersec- 
tions de  toutes  les  courbes  de  M'  avec  cet  élément.  Tout  point  de 
cet  ensemble,  comme  par  exemple  P,  est  un  point-limite  des 
points  de  l'ensemble,  puisque  c'est  un  point-limite  alpha  et  oméga 
de  l'ensemble  infini  correspondant  au  mouvement  (P).  Par  suite, 
l'ensemble  de  points  est  parfait  et  a  la  puissance  du  continu.  Mais 
chaque  mouvement  (P)  correspond  seulement  à  un  ensemble 
dénombrable  de  tels  points.  Puisque  le  nombre  cardinal  des  mou- 
vements de  M'  ne  peut  excéder  celui  du  continu,  il  lui  est  néces- 
sairement égal. 

La  propriété  caractéristique  des  mouvements  récurrents  est 
donnée  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IIL  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'un  mouvement  positivement  et  négativement  stable  M  soit 
un  mouvement  récurrent  est  que  pour  tout  nombre  positif  e,  si 
petit  qu'il  soit,  il  existe  un  intervalle  de  temps  T,  assez  grand 
pour  que  rare  de  la  courbe  représentative  correspondant  à 
tout  intervalle  égal  à  T  ait  des  points  distants  de  moins  de  z  de 
té  importe  quel  point  de  la  courbe  tout  entière. 

Démonstration.    —   La   condition    est  nécessaire.   En  effet.  si 
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elle  n'est  pas  satisfaite  par  quelque  mouvement  récurrent  M,   il 

sera  possible  de  choisir  une  succession  de  points  P,.  V2 sur 

la  courbe  représentant  le  mouvement,  et  une  succession  d'inter- 
valles (/j,  t\),  (£2,  t[,)1  .  .  .,  correspondant  à  des  périodes  de  temps 
indéfiniment  croissantes  telles  que,  durant  l'intervalle  (  /*,  /^),  les 
points  de  la  courbe  ne  viennent  pas  à  une  distance  moindre  que  z 
(î  étant  une  quantité  positive)  du  point  P*  de  la  courbe. 

Soit  Q*  le  point  de  l'arc  correspondant  au  milieu  de  l'intervalle 
(£*,  t',.).  L'ensemble  Q*  a  un  point-limite  Q,  obtenu  en  prenant  la 
limite  d'un  ensemble  partiel  Q*  ,  Q*  ,  . ..,  convenablement  choisi 
dans  l'ensemble  donné,  et  l'ensemble  partiel  P7,  ,  I\  ,  ...  a  au 
moins  un  point-limite  P.  Par  suite,  en  fixant  seulement  notre  atten- 
tion sur  une  suite  de  la  série  /rt,  /c2,  •••,  pour  laquelle  P*  tend  vers  P, 
nous  pouvons  écrire  simultanément  :  limQ/t  =  Q  et  lim  P*=  P.  Les 
points  Q  et  P  seront  naturellement  des  points-limites  L  de  M,  et 
tout  point  de  la  courbe  (Q)  ne  sera  pas  distant  du  point  P  de  moins 
de  e.  Ceci  résulte  du  fait  que  la  courbe  (Q/v)  ne  vient  pas  à  une 
distance  de  P*  inférieure  à  z  pendant  des  intervalles  de  temps 
positifs  et  négatifs  indéfiniment  croissants  avec  Â,  et  que,  par 
conséquent,  la  courbe  limite  complète  (Q)  ne  vient  jamais  à  une 
distance  de  P  inférieure  à  s,  en  vertu  du  théorème  auxiliaire. 

L'ensemble  des  mouvements  limites  du  mouvement  (Q)  de  M' 
est  donc  seulement  un  sous-ensemble  de  M',  puisqu'il  ne  peut 
contenir  le  mouvement  (P).  Mais  ceci  contredit  le  fait  que  M  est 
un  mouvement  récurrent.   Par  suite,   la  condition  est  nécessaire. 

On  voit  aussi  aisément  que  la  condition  imposée  à  M  est  suffi- 
sante. 

Car  supposons  cette  condition  remplie.  D'abord,  il  est  clair  que 
l'ensemble  des  mouvements  limites  alpha,  ou  celui  des  mouvements 
limites  oméga,  consistera,  d'après  le  théorème  1,  en  un  ensemble 
fermé  de  mouvements  positivement  et  négativement  stables  M  ; 
<l<  plus,  en  vertu  de  la  condition  qui  est  supposée  satisfaite,  cha- 
cun de.  ces  deux  ensembles  doil  contenir  M,  et,  par  conséquent,  les 
deux  ensembles  coïncident. 

Si  M  n'est  pas  un  mouvement  récurrent,  il  existera  d,n\<  l'en- 
semble des  mouvements  limites  M',  un  mouvement  M|.  avec  un 
ensemble  de  mouvements  limites  oméga  |  ou  alpha),  qui  esl  un  sous- 
ensemble  tic  M'.  Soit  P  un  point-limite  oméga  de  M  et  non  de  M,. 
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de  telle  façon  que  P  se  'trouve  à  une  distance  excédant  quelque 
constante  positive  y.  de  tout  point  de  AI,.  A  certains  instants,  /,, 
t-i tels  que  Lim  £n  = -4- oo,  les  points  correspondants  du  mou- 
vement M  viendront  à  une  distance  inférieure  a  une  quantité  petite 
quelconque  8  d'un  point  Q  de  M,,  et,  par  suite,  continueront  à  être 
à  une  distance  inférieure  à  tout  nombre  z  des  points  de  M,,  durant 
tout  intervalle  de  temps  donné,  si  grand  qu'il  soit,  en  vertu  du 
théorème  auxiliaire. 

\\\\  choisissant  z  <  f - ■>  nous  voyons,  par  conséquent,  qu  on  peut 
trouver  des  intervalles  de  temps  indéfiniment  croissants,  durant 
lesquels  les  points  de  la  courbe  (  M  )  ne  viennent  pas  à  une  distance 

inférieure  à  -  de  l'un  de  ses  points-limites  oméga,  savoir  de  P.  Par 

conséquent,  la  condition  n'est  pas  satisfaite,  à  moins  que  le  mou- 
vement ne  soit  récurrent.  C'est-à-dire  que  la  condition  est  suffi- 
sante. 

IV.  —  Mouvements  stables  et  mouvements  récurrents. 

.11  y  a  une  relation  étroite  entre  les  mouvements  stables  et  les 
mouvements  récurrents  d'un  système  dvnanmiue. 

Théorème  I V  .  —  U ensemble  des  mouvements  limites  oméga  M', 
de  tout  mouvement  positivement  stable  M,  contient  au  moins 
un  mouvement  récurrent. 

Démonstration.  —  Désignons  par  S,/  les  régions  fermées  en 
lesquelles  l'espace  à  n  dimensions  est  divisé  par  des  systèmes  de 
plans  équidistants,  parallèles  aux  plans  de  coordonnées,  compre- 
nant ces  plans,  et  situés  à  la  distance  d  les  uns  des  autres.  Consi- 
dérons les  régions  S,  ayant  chacune  pour  volume  l'unité.  La 
courbe  représentant  le  mouvement  M  a  des  points  dans  un  nombre 
G  ni  de  ces  régions,  puisque  M  reste  dans  une  portion  finie  de  l'es- 
pace. 

Soit  M,  un  mouvement  de  M'  dont  la  courbe  correspondante 
entre  dans  le  moindre  nombre  possible  des  régions  S,.  Considé- 
rons à  part  ces  régions  S,,  et  divisons  chacune  d'elles  en  2n  ré- 
gions S, ,  de  volume    ~  •  Tous  les  mouvements  limites  oméga  de  M  , 
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ont  leurs  courbes  qui  restent  entièrement  dans  ces  régions  par- 
tielles ;  parmi  ces  mouvements,  il  en  existe  un.  \J2.dans  M,  (et,  par 
suite,  dans  M'  ),  dont  la  courbe  entre  dans  le  moindre  nombre  pos- 
sible des  régions  Sr  En  continuant  de  celte  façon,  nous  pouvons 

choisir  des  mouvements  Mn  M2,  M  a dans  M',  en  considérant 

les  régions  successives  S(,  S,,  S, ,  .... 

Soit  P(,  P2,  •  •  •  n'importe  quel  système  de  points  situés  respec- 
tivement sur  les  courbes  représentant  M,,  M2 et  soit  P  un 

point-limite  de  cette  suite  de  points.  Alors  P  est  naturellement 
un  point-limite  de  M,  puisque  l'ensemble  de  ces  points-limites 
est  fermé;  et  la  courbe  passant  en  P  a  la  propriété  d'être  située 
dans  chacun  des  systèmes  de  moindre  nombre  de  régions  S,. 
S,,  •  •  .,  puisque  tous  les  points  de  la   courbe  (P*)  sont  dans  le> 

systèmes  de  moindre  nombre  de  régions  S, ,  S, ,  .  .  . ,  S  i  . 

Réciproquement,  il  est  clair  qu'un  point  quelconque  apparte- 
nant à  tous  les  systèmes  de  régions  choisies  est  un  point-limite  du 
mouvement  (  P).  Autrement,  la  courbe  (  P  )  reste  entièrement  dans 
chaque  système  de  régions  S,,  S,,  .  .  . ,  mais  ne  vient  pas  arbitrai- 

•  ► 

rement  près  de  quelque  point  Q  contenu  à  la  fois  dans  toutes.  Par 
suite,  on  voit  que,  si  k  est  pris  suffisamment  grand,  la  courbe  |  P  I 

n'entrera  pas  dans  la  région  particulière  Si    qui  contient  Q.  mais. 

.71 

d'après  la  définition  des  régions  choisies  Si  ,  la  courbe  représen- 
ter 

tant  le  mouvement  (  P)  doit  entrer  dans  chaque  région  Si  .  puisque 

la  courbe  reste  entièrement  dans  ces  régions  et  que  le  mouvement 
fait  partie  de  M'.  Ainsi,  il  se  produirait  une  contradiction,  si  la 
propriété  réciproque  n'était  pas  vraie. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  immédiatement  que  le 
mouvement  (  P)  est  récurrent. 

En  premier  lieu,  les  ensembles  de  mouvements  limites  alpha  et 
oméga  du  mouvement  (P)  doivent  coïncider.  Car,  autrement,  il 
existe  un  mouvement  limite  alpha  ou  oméga,  dont  les  points-limites 
sont  un  sous-ensemble  des  points-limites  du  mouvement  (P).  Par 
conséquent,  la  courbe  correspondante  reste  entièrement  dans  les 
régions  choisies  Si  ,  mais  n'entre  pas  dans  toutes  ces  régions,  bien 
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que  le  mouvement  appartienne  à  M';  ceci  est  impossible.  Secon- 
dement, par  un  raisonnement  analogue,  nous  concluons  Immédia- 
tement que  les  mouvements  limites. du  mouvement  (  P)  forment  un 
ensemble  minimal.  Par  suite,  le  mouvement  (  P)  est  récurrent. 

Théorème  \  .  —  Tout  mouvement  positivement  stable  M  a  la 
propriété  que,  pour  tout  nombre  positif  s,  on  peut  choisir  un 
nombre  positif T  assez  grand  pour  que,  sur  tout  arc  de  la 
courbe  M  correspondant  à  un  intervalle  égal  à  T,  après 
V instant  initial  t  =  /0,  tous  les  points  ne  restent  pas  à  une 
dislance  au  moins  égale  à  s  des  courbes  de  tous  les  mouve- 
ments limites  récurrents  de  M. 

Démonstration.  —  Si  le  théorème  n'était  pas  vrai,  nous  pour- 
rions choisir  une  suite  d'intervalles  de  temps  indéfiniment  crois- 
sants (/,,/j),  (£21*2)»  ••■■>  durant  lesquels  aucun  point  de  la 
courbe  représentant  M  ne  serait  à  une  distance  inférieure  à  une 
certaine  valeur  s  des  points  de  tout  mouvement  limite  récurrent 
de  M.  Soit  P  un  point-limite  des  points  P,,  P2,  .  .  .,  correspon- 
dant aux  milieux  des  intervalles  ( /,,  t\  ),  (72,  /'.,  )>  .  .  . 

Tout  à  fait  comme  plus  haut,  nous  en  déduisons  immédiate- 
ment l'existence  d'une  courbe  passant  par  P,  positivement  et  néga- 
tivement stable,  telle  qu'aucun  de  ses  points  ne  soit  à  une  distance 
inférieure  à  £  des  points  représentatifs  de  tout  mouvement  limite 
récurrent  de  M,  bien  que  les  points  de  la  courbe  (P)  soient  tous 
des  points-limites  oméga  du  mouvement  M;  ceci  est  absurde, 
puisqu'au  moins  un  mouvement  limite  du  mouvement  (P)  est 
récurrent,  d'après  le  théorème  IV. 

Ce  théorème  conduit  à  conjecturer  qu'on  peut  représenter  un 
mouvement  stable  donné,  aussi  exactement  (pion  le  désire,  au 
moyen  d'un  ensemble  de  mouvements  récurrents,  et  de  mouve- 
ments qui  leur  soient  asymptotiques. 

V.    —    CLASSIFICATION    DES   MOUVEMENTS   RÉCURRENTS. 

(  hwAs  sont  les  types  «le  mouvements  récurrents?  Dans  le  cas 
de  n  =  1 ,  L'unique  mouvement  de  cette  sorte  est  donné  par  .r,  =  c; 
dans  le  cas  de  n  =  •>,  on  a  seulement,  outre  le  cas  xK  =  cK ,  x2  —  c2-, 
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Je  cas  du  mouvement  périodique 

xi=?i{e^srr'kiX)         (1  =  1,2),         t  =    fq(e"-'yrr^^)dz 

(où  /.<  est  un  nombre  réel  positif,  et  t  un  paramètre),  car  les 
courbes  représentatives  d'un  mouvement  stable  dans  le  plan  sont, 
ou  fermées,  ou  asymptotiques  à  une  courbe  fermée  (4). 

Dans  le  cas  d'un  plus  grand  nombre  n  de  dimensions,  on  a  n 
espèces  analogues  de  mouvements,  savoir  : 

xt=  a        (1  s:  1,  2,  ...,  n), 
xl=Pi(e^y/~^')        (1  =  1,  2,  ...,n),  t=  CçKe^-^kr^d-., 

■> 

x(=  P^e^v/"^",  ...|C*w^ï*»-»t)         (/_  Iï2j  .,.  .,n), 

où  les  quantités  A-!,  A2,  .  .  .,  A„_i  sont  réelles,  positives  et  incom- 
mensurables: mais  on  n'a  aucune  raison  de  croire  que  cette  classi- 
fication épuise  tous  les  cas  possibles. 

Ce  type  de  mouvement  récurrent  peut  être  appelé  mouvement 
récurrent  continu  et  a  la  propriété  que  ses  points-limites  rem- 
plissent un  continu  d'un  certain  nombre  de  dimensions.  Tous  les 
mouvements  récurrents  ne  possédant  pas  cette  propriété  peuvent 
être  appelés  discontinus. 

Dans  les  problèmes  de  Dynamique  complètement  intégrables, 
c'est  seulement  le  premier  type  qui  se  rencontre.  Dans  les  cas  non 
intégrables,  je  n'ai  pu  découvrir  un  exemple  dans  lequel  on  ait 
montré  l'existence  d'un  mouvement  du  deuxième  type. 

Il  est  intéressant  déconsidérer,  sous  ce  rapport,  le  cas  de  n  =  3 
dans  lequel  les  trajectoires  de  la  Dynamique  sont  les  géodésiques 
d  une  surface  à  courbure  totale  négative,  sans  singularités. 
M.  Hadamard  (2)  a  traité  ce  cas.  Il  divise  les  géodésiques  en  trois 
catégories  : 

i°  Celles  qui  sont  fermées  ou  asymptotiques  à  des  géodésiques 
fermées  : 

(')  Cf.  P oinc are ,  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations  différentielles 
(3*  pactie)  {Journal  de  Mathématiques,  ('série,  i885,  p.   128 ). 

(a)  Les  sur/aces  à  courbures  opposées  et  leurs  lignes  géodésiques   (Jour nul 
de  Mathématiques,  5'  série,  t..  IV.  iS«is.  p.  27-78). 
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•>."  (Viles  qui  s'éloignent  sur  1rs  nappes  infinies  de  la  surface; 

.)"  Les  géodésiques  restantes,  qui  restent  dans  les  régions  finies 
de  la  surface  el  qui  sont  en  nombre  infini. 

Le  mouvement  correspondant  à  une  géôdésique  de  cette  troi- 
sième catégorie  est  stable,  et,  par  conséquent,  parmi  les  géodé- 
siques représentatives  des  mouvements  limites,  il  existe  au  moins 
une  géôdésique  correspondant  à  un  mouvement  récurrent.  Cette 
géôdésique  ne  peut  être  de  la  seconde  catégorie,  ni  de  la  première 
et  asympto tique  à  une  géôdésique  fermée,  puisqu'aucune  de  ces 
possibilités  ne  peut  correspondre  à  un  mouvement  récurrent.  Par 
suite,  ou  bien  toute  géôdésique  de  la  troisième  catégorie  tend  à 
s'approcher  infiniment  souvent,  indéfiniment  près  en  position  et 
direction  d'une  certaine  géôdésique  fermée,  pour  s'éloigner  chaque 
fois  de  nouveau  lorsque  le  temps  continue  à  croître,  ou  bien  il 
existe  un  mouvement  récurrent  donné  par  une  géôdésique  de  la 
troisième  catégorie. 

S  il  existe  un  mouvement  récurrent  de  cette  troisième  catégorie, 
les  recherches  de  M.  Hadamard  tendent  à  montrer  qu'il  doit  être 
du  type  discontinu. 

Dans  les  paragraphes  suivants,  je  donnerai  un  exemple  duquel 
il  résulte  (pie,  au  moins  lorsqu'on  écarte  i hypothèse  que 
\(,  ...,  \,t  sont  analytiques  ('),  il  existe  des  mouvements 
récurrents  discontinus,  pour  un  système  d'équations  (  i),  dans  le 
cas  de  //  =  3.  Ceci  ne  permet  pas  de  donner  une  conclusion  pour 
les  problèmes  de  Dynamique  actuellement  étudiés. 

VI.    —   Suii   LES    ENSEMBLES    PYKKAITS   QUI   NE   SONT    DENSES   NULLE   PART. 

Comme  préliminaire  à  la  construction  d'un  mouvement  récur- 
rent discontinu,  il  nous  est  nécessaire  d'établir  un  certain  type  de 
transformation  d'un  ensemble  parfait,  nulle  part  dense,  en  lui- 
même. 

Prenons  un  tel  ensemble  de  points  P  sur  un  cercle  de  rayon  i, 

sur  lequel  chaque  point  est  déterminé  par  une  variable  angulaire  0. 

Vous  niions  montrer  qu'il  existe  une  transformation  continue 


(')    Les   définitions    employées    antérieurement  doivent  être    convenablemenl 

modifiées. 
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de  cet  ensemble  en  lui-même,  qui  conserve  V ordre  sur  le 
cercle,  et  qui  est  analogue  à  une  rotation  d}un  angle  incom- 
mensurable avec  a?:. 

Inscrivons,  en  ordre  de  grandeur  non  croissante,  les  inter- 
valles l\  Poj  l^Pjij  ■  •  •  du  cercle,  à  l'intérieur  desquels  il  n'v  a  pas 
de  point  de  l'ensemble  P,  mais  dont  les  points  extrêmes  r\.  IV»,  . . . 
appartiennent  à  l'ensemble.  Puis,  choisissons  un  nombre  irration- 
nel t,  et  écrivons  les  nombres 
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tels  que  dans  le  nleme  groupe  de  nombres  entrent  seulement  les 
nombres  de  la  forme  ±  -  ±  - t  (p,  q,  r,  s  étant  des  entiers  posi- 
tifs ou  nuls  dont  la  somme  est  n  )  qui  ne  diffèrent  pas  par  des 
nombres  entiers  de  ceux  des  groupes  déjà  écrits.  Nous  représen- 
terons cette  série  de  nombres  par  les  points  mesurés  par  lare  -l 
d'un  cercle  (dô  ayant  une  circonférence  de  longueur  i,  sur  lequel 
ces  nombres  donnent  une  série  de  points  distincts. 

Pour  effectuer  une  correspondance  entre  ces  nombres  sur  le 
cercle  ('})  et  les  intervalles  du  cercle  (0),  nous  procéderons  comme 
il  suit  :  nous  choisissons  le  nombre  o  pour  correspondre  à  P,  V2  : 

le  nombre  t  qui  vient  ensuite  correspondra  à  P3  P4  ;  le  nombre  - 
correspondra  au  premier  des  intervalles  suivants  l\l\+1,  qui  est  tel 
que  les  intervalles  P,  P2,  P3P4,  P/P/+1  soient  dans  le  même  ordre 
sur  le  cercle  (  6)  que  les  points  o,  /,  -  sur  le  cercle  (  •[>  t;  de  même. 

le  nombre  -t  correspondra  au  premier  intervalle  P/P/+(,  non  déjà 
choisi,  qui  est  tel  (pie  les  intervalles  P,  P_,.  P:(P,<  P/P/+I,  P/Py+i 
soient  dans  le  même  ordre  nue  O,  /.    ->  -/.  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  une  correspondance  ordonnée  entre  les  nombres  et  tous 
les  intervalles  est  établie.  En  effet,  si  tous  les  intervalles  n'étaient 
pas  choisis,  il  v  aurait  un  premier  intervalle  non  choisi  PotPa+iî 
mais  cet  intervalle  est  certainement  le  plus  grand  de  ceux  qui  sont 
situés  entre  deux  certains  intervalles  choisis  après  que  le>  précé- 
dents l'ont  été,  et,  par  conséquent,  il  sera  choisi  lorsqu'il  appa- 
raîtra un  nombre  'l  entre  les  nombres  correspondant  à  ces  deux 
intervalles. 
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Le  point  O,  sur  le  cercle  (}),  joint  à  un  point  quelconque  qui 
n'est  pas  de  la  forme  dz  -  ±  -  J,  établit  une  séparation  des  points 
de  cette  forme  en  deux  ensembles  ordonnés,  ceux  d'une  classe 
précédant  (eux  de  l'autre.  Sur  le  cercle  (0  ),  nous  avons  d'une  façon 
correspondante  une  séparation  en  deux  ensembles  d'intervalles 
P/P,-+i,  reliés  de  la  même  manière,  et,  par  suite,  définissant  un 
point-limite  unique  de  l'ensemble  parfait.  Ainsi  une  correspon- 
dance ordonnée  et  biunivoque  est  établie  entre,  d'une  part,  tous  les 
points  du  cercle  (^)  et,  d'autre  part,  les  couples  de  points  l\l\+J, 
joints  aux  points  P  restants. 

La  transformation  'l' =  >}j -{- t  transforme  l'ensemble  des  points 

ri  ■ 

P        r 

-f-  -C  H-  _  / 
q  S 

du  cercle  ('l)  en  lui-même,  et  transforme  ainsi  l'ensemble  parfait 
du  cercle  (9)  en  lui-même,  de  manière  que  tout  couple  PjP/+i,  se 
transforme  en  un  certain  couple  déterminé  P7Py+,,  et  que  tout 
autre  point  de  l'ensemble  parfait  primitif  vient  en  un  point 
transformé  qui  n'est  pas  P,,  P2 

Cette  transformation  conserve  l'ordre  circulaire  sur  le  cercle  (9), 
puisqu'elle  le  conserve  sur  le  cercle  (6).  Ainsi,  si  nous  regardons  P, 
comme  allant  en  Py,  et  P/+1  comme  allant  en  P/+),  nous  avons 
défini  une  transformation  continue  biunivoque  de  l'ensemble  par- 
fait en  lui-même,  qui  conserve  l'ordre  des  points  P  et  qui  est  du 
tvpe  indiqué  au  début. 

En  outre,  si  nous  convenons  qu'un  point  du  cercle  (9)  situé 
entre  P/  et  P,-+l  est  transformé  dans  le  point  semblablement  placé 
entre  P;  et  Py+i,  nous  avons  défini  une  transformation  continue 
biunivoque  0'=/(9)  de  tous  les  points  du  cercle  (8),  conservant 
l'ordre,  et  transformant  les  points  P  d'un  ensemble  parfait,  nulle 
part  dense,  en  eux-mêmes. 

Cette  transformation  a  de  plus  la  propriété  que  les  puissances 
de  la  transformation  et  de  son  inverse  amènent  tout  point  de  1  en- 
semble dans  le  voisinage  infinitésimal  de  n'importe  quel  autre  point 
de  l'ensemble.  Ce  dernier  fait  devient  évident,  si  l'on  se  rappelle 
que,  sur  le  cercle  (•!>).  un  point  <];<,  vient  dans  un  ensemble  de 
points  ù0-\-mt  partout  dense,  au  moyen  de  la  transformation 
<L'=  '!>  -f-  /  répétée  ///  fois. 


3-21  — 


VII.  —  Exemple  d'un  mouvement  récurrent  discontinu. 

Nous  pouvons  maintenant  chercher  à  obtenir  un  système  dyna- 
mique qui  admette  un  mouvement  récurrent  discontinu.  Prenons 
une  ligne  droite  /  fixe,  dans  l'espace  à  trois  dimensions  dans 
lequel  les  courbes  représentatives  du  mouvement  doivent  être 
définies,  et  soit  o  l'angle  qu'un  plan  variable  contenant  /  fait  avec 
un  plan  fixe  quelconque  contenant  /.  Soient  o  et  o'  les  traces  sur 
ce  plan  variable  d'un  cercle  dont  le  centre  est  u.n  point  de  /,  et 
qui  est  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  /. 

Construisons,  dans  ce  plan  variable,  le  système  des  cercles- 
coaxiaux  admettant  /  comme  axe  radical  et  dont  o  et  o'  sont  les 
cercles  de  rayon  nul,  et  construisons  aussi  le  système  des  cercles 
orthogonaux  qui  passent  par  o  et  o'. 

Un  point  P  du  plan  variable,  non  situé  sur  /,  est  déterminé  par 
la  distance  r  de  o  au  point  où  le  cercle  du  premier  système  passant 
en  P  rencontre  oo'  prolongée,  et  par  l'angle  6,  sous  lequel  le  cercle 
du  deuxième  système  passant  par  le  point  rencontre  la  liuii<- 
droite  oo' . 

Si  ces  coordonnées  /•,  9,  b  sont  prises  comme  coordonnée^ 
cylindriques  dans  un  second  espace  (r,  6,  b),  tous  les  points  du 
premier,  sauf  ceux  de/,  correspondront  dune  manière  biunivoque 
et  continue  aux  points  de  la  région  indéfinie  située  entre  les  plans 
parallèles  b  =  o  et  ©=  2tc. 

Nous  allons  d'abord  définir  la  courbe  représentative  d'un  mou- 
vament  récurrent  discontinu,  et  à  cet  ellet  nous  ferons  usage  de 
l'espace  (r,  0,  b). 

Choisissons  une  transformation  0'=/(0)du  tvpe  indiqué  dans 
Le  précédent  paragraphe.  Cette  transformation  peut  être  regardée 
comme  transformant  tout  point  P  du  cercle  /•  =  i ,  b  =  o,  sur  le 
cylindre  /'  =  i ,  en  un  poinl  P,  distinct  de  P  sur  le  erre  le.  Si  main 
tenant  nous  développons  la  portion  de  la  surface  du  cylindre  qui 
se  trouve  entre  b  =  o  et  b  =  2ic,  sur  une  bande  indéfinie  dans  nu 
plan  (  0,  b  ),  nous  pouvons  construire  un  ensemble  de  courbes  PRQ, 
en  joignant  chaque  point  P  sur  la  ligne  -j  =  <>  au  point  <v>  de  la 
ligue  b  =  271  situé  vis-à-vis  du  poinl  P  ,  la  ligne  PRQ  étanl  coin 
posée  de  deux  arcs  égaux  PR,  RQ;  île  deux  cercles  égaux,  ortho- 

XL. 
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gonaui  respectivement  à  cp  =  o  et  »=  27:,  et  tangents  en  R.  Les 
courbes  PRQ  remplissent  la  bande,  et  par  suite  la  surface  du 
cylindre;  en  tout  pomt  il  passe  une  de  ces  Courbes,  et  la  direction 
de  la  tangente  à  ces  courbes  varie  continuement. 

Dans  l'espace  primitif,  les  courbes  PRQ  représentent  un 
ensemble  de  courbes  recouvrant  une  fois  la  surface  du  tore  /•  =  1 
et  ayant  partout  une  tangente  qui  varie  continuement,  puisque 
toutes  les  courbes  PRQ  ont  une  seule  et  même  direction  de  tan- 
gente pour  e  =  0  et  cp  =  •!-. 

Considérons  une  courbe  PRQ,  dans  laquelle  P  correspond  à  un 
point  de  l'ensemble  parfait  nulle  part  dense  que  9,=/,(9)  laisse 
invariant.  Le  point  Q  est  par  construction  opposé  à  P',  transformé 
de  P,  et  par  suite  P'R'Q'  représente  un  arc  sur  le  tore  qui  est  la 
continuation  de  Tare  représenté  par  PRQ.  Par  une  suite  de  sem- 
blables raisonnements,  nous  concluons  que  la  courbe  complète 
correspondante  -  sur  le  tore  est  représentée  par  la  totalité  des 
arcs  PWRMQM,  où  P(/l>  se  déduit  de  P  par  la  répétition  de  la 
transformation  G'=i/'{  0  )  et  de  son  inverse. 

Mais  nous  avons  vu  que  cette  transformation  ou  son  inverse 
amène  P  dans  le  voisinage  infinitésimal  de  tout  point  de  l'en- 
semble parfait  invariant.  Par  suite  si  la  courbe  S  est  décrite  avec 
une  vitesse  qui  fait  croître  ^  avec  une  vitesse  constante  c,  l'en- 
semble des  points-limites  alpha  et  oméga  du  mouvement  obtenu 
se  compose  de  toutes  les  courbes  représentées  par  un  arc  PRQ,  où  P 
est  un  point  de  l'ensemble  parfait,  et,  en  particulier,  il  comprendra 
tous  les  points  de  S  elle-même. 

Puisque  cet  ensemble  de  points-limites  est  le  même  quelle  que 
M)it  la  courbe  1  que  nous  choisissons,  l'ensemble  de  mouvements 
est  minimal,  et  ï  correspond  à  un  mouvement  récurrent  dis- 
continu. 

Il  reste  à  définir  an  ensemble  continu  de  mouvements  qui  com- 
prenne l'ensemble  2. 

Pour  obtenir  tous  ces  mouvements,  nous  retournons  à  l'espace 
|  r,  8,  o)  et  nous  déplaçons  un  plan  o  =  c  de  cp  =  o  à  cp  =  2-,  avec 
une  vitesse  uniforme  v.  Le  mouvement  d'un  point  de  ce  plan  sera 
parfaitement  déterminé,  si  l'on  convient  : 

1"   Que  la  ligne  radiale  8  =  c  de  ce  point  dans  le  plan  mobile 
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ne  cesse  pas  de  rencontrer  une  seule  et  même  courbe  PRQ  sur  le 
cylindre  r  =  i  ; 

2°  Que  sa  vitesse  radiale  -r-  est  donnée  par  /-[a2-Hi —  /')-].  où 

a  est  le  plus  petit  des  angles  que  fait  la  ligne  radiale  avec  toutes  les 
lignes  radiales  du  même  plan  a  —  c,  qui  rencontrent  limage  PRO 

(Tune  courbe  S. 

...  !  ,  dS)        dr  P 

Ainsi,  nous  déterminons  -7-  et  ■-=-  comme  des  fonctions  continues 

dt       dt 

de  la  position  du  point,   qui  ont  la  même  valeur  en  deux  points 

opposés   dans  les  plans  0  =  0  et  es  =  271.   La  vitesse   radiale  est 

nulle  pour  /•  =  o  et  aussi  pour  les  points  du  cylindre  /•  —  1  qui  se 

trouvent  sur  l'image  d'une  courbe  S,  puisqu'alors  x==  o. 

Les  courbes  correspondantes  dans  l'espace  primitif  ont  une 
direction  de  tangente  qui  varie  d'une  manière  continue  partout 
excepté  sur  /.  Par  suite,  elles  représentent  les  mouvements  donnés 
par  un  système  d'équations  (  1  )  pour  //  —  3,  dans  lesquelles  .r, ,  .v-2. 
.1  ■..,  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point,  et  les  fonc- 
tions X<,  X2,  X:,  sont  continues,  mais  non  analytiques.  Les  points 
singuliers  S  sont  les  points  de/,  auxquels  X,,  \2.  \  ,  sont  discon- 
tinues, et  il  n'y  a  pas  de  points  E. 

Tous  les  énoncés  donnés  dans  ce  Mémoire  s'appliquent  à  un 
tel  système,  pourvu  que  les  conditions  initiales  déterminent  le 
mouvement  d'une  manière  unique,  comme  c'est  ici  le  cas. 

Les  courbes  S,  évidemment,  donnent  précisément  les  mouve- 
ments récurrents  discontinus  préalablement  construits.  Pareille- 
ment, la  courbe  r  =  o  correspond  à  un  mouvement  récurrent  pério- 
dique. 

En  outre,  il  ne  peut  y  avoir  d'autres  mouvements  récurrents, 
puisque  le  /•  de  tout  point,  qui  n'est  pas  sur  /•  =  o  ou  sur  une 
courbe  S,  croît  constamment.  Eu  particulier,  il  n'y  a  pas  de  mou- 
vements périodiques  dans  le  voisinage  Infinitésimal  d'un  mouve- 
ment S. 
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SOLUTIONS  D'UN  SYSTÈME  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DANS  LE  VOISINAGE  DE  VALEURS  SINGULIÈRES, 

Pau   M.   Henri   l)i  lac. 

1.  Introduction.  —  L'étude  de  la  forme  analytique  des   solu- 
tions du  système  d'équations 

',  N  dxx  rf.r.,  djrn 

(0 


Xi(o?i,  xtt  .:.,arn)       X2(>i,  .  .  .,  xn)  X«(#i,  .  ..,./•„)' 

dans  le  voisinage  des  valeurs  xK  =  x2  =  . . .  =  #„,  pour  lesquelles 
on  suppose  que  toutes  les  expressions  X/  (a?  f,  ...,^,//)  sont  holo- 
morphes  et  nulles,   a   déjà  fait    l'objet  de  nombreux    travaux  (') 
justiliés  par  les  applications  qu'on   peut  en    faire  à   diverses  théo- 
ries :  solutions  asymptotiques,   solutions   périodiques,  stabilité  de 
L'équilibre,  solutions  d'une  équation  ou   d'un  système  d'équations 
linéaires  dans  le  voisinage  d'un   point  singulier.  J'ai   cru,   cepen- 
dant, qu'il  pourrait  être  utile  de  reprendre   cette  étude,  bien  que 
je  n'aie  obtenu  comme  résultats  nouveaux  que  des  extensions  de 
résultats  connus.  En   eflet,    si  la  simplicité  des  résultats,  relatifs  à 
des  cas  que  l'on  peut  considérer  comme  généraux,  ne  laisse  rien 
à   désirer,    l'étude   d'autres   cas    présente    des    complications    qui 
rendent  difficile    l'application   de  ces  théories.  11  m'a  semblé  que 
je  disposais  d'une  méthode  plus  simple  que  celles  qui  avaient  été 
suivies,    et  qui   évitait  certaines   difficultés   que    les    auteurs  cités 


(')  Picard,  Comptes  rendus,  t.  LXXXVII,  1878,  p.  4^0  et  743;  Bulletin  de  la 
Société  mathématique,  t.  XII,  1884,  p.  a§;  Traité  d'Analyse,  t.  III,  p.  4  et  189.  — 
Poincaré,  Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  45e  Cahier,  t.  XXVIII,  1878,  p.  3o; 
Thèse,  Paris,  1879;  Journal  de  Mathématiques,  4e  série,  t.  II,  r886,  p.  i"»i: 
Acta  mathematica,  t.  XIII,  i8()0,  p.  28;  liendiconti  del  Circolo  di  Palerrno, 
t.  V,  1 88 1 ,  p.  161;  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  i,  p.  336.  — 
Kœnigsberger,  Lehrbuch  der  Théorie  der  Differentialgleichungen,  li 
p.  . 3 ■  ♦  7 .  —  Liapounoff,  Communications  de  la  Société  mathématique  de  Karkow, 
(892.  Une  traduction  française  de  ce  Mémoire,  due  à  M.  Davaux,  a  paru  dans  les 
innales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  2e  série,  t.  I\,  1907  ;  voir  p.  ji  i, 
43,  [84,  3io.  —  Bendixson,  Stockholm  Ofversigt,  t.  LI,  1894.  —  Horn,  Journal 
de  ''relie,  i.  CWI,  1897,  p.  î65  ;  t.  CXVII,  p.  io4  et  p.  254.  —  Lindelôf,  Acta 
Societatis  Fennicœ,  t.  XXII,  n    T. 


—  325  — 

n'avalent  surmontées  qu'à  force  d'ingéniosité.  La  méthode  que 
j'emploie  consiste  à  ramener,  par  des  changements  de  variables, 
le  système  (  i  )  à  des  formes  réduites  simples,  dont  l'intégration 
complète  se  fait  sans  peine. 

Cette  intégration  des  équations  réduites  fournit  alors  la  solution 
du  système  (  i  )  soit  sous  forme  de  développements  en  série  dépen- 
dant d'un  paramètre  variable  et  de  constantes  arbitraires,  soit  sous 
la  forme  d'un  système  d'intégrales.  Nous  relions  ainsi  deux  séries 
de  résultats  dont  les  uns  ont  été  obtenus  par  MM.  Picard,  Rœnigs- 
berger,Liapounoff,  Horn  et  les  autres  par  MM.  Poincaré,Bendixson, 
Lin  de  lof. 

Les  diverses  formes  réduites  obtenues  mettent  facilement  en 
évidence  les  divers  cas  possibles  et  permettent  des  applications 
commodes,  ainsi  que  je  le  montre  en  examinant  en  détail  le  cas 
où  n  —  3. 

2.  Dans  le  système  d'équations  (  i  ),  posons 

X/(a?i,  a?2»  . . .,  Xfi)  =  L/ -+-  [.ri,  j'2,  . . . ,  xn  \î        (i  =  i ,?.,...,  n), 

L/  désigne  une  forme  linéaire  en  xK ,  x2,  ...,  x,n  et  [xiy  x2,  ...,  xfi]2 
est  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de  #,,  x2,  ...,  x,n 
série  ne  contenant  pas  de  termes  de  degré  inférieur  au  second  et 
convergeant  si  les  valeurs  absolues  des  variables  sont  assez  petites. 
Considérons  l'équation  caractéristique  du  système  d'équations 
différentielles  linéaires  et  homogènes 

(a)  —  =Li        (i  =  i,  2,  ...,») 

et  désignons  par  À,,  À2>  ...,  A„  les  racines  de  cette  équation. 

MM.  Poincaré  et  Picard  ont  obtenu  la  solution  générale  du 
système  (  i  )  lorsque  les  trois  conditions  suivantes   sont  vérifiées  : 

i"  Si  l'on  représente  par  des  points  les  divers  nombres  réels 
ou  imaginaires  X<,  X2,  ...,  À„,  il  existe  une  droite  1)  passant  par 
l'origine  et  laissant  d'un  même  côté  tous  les  points  )H,  a2,  .  .  .,  \tl  ; 

11°  Il  existe  un  changement  linéaire  de  variables,  tel  que  si  les 
nouvelles  variables  sont  y{ ,  y2,  •••>  .*'//«  '('  système  (a)  prenne  la 
foi  me 

dyi      . 
"77T  =  X'-r<- 
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Celte  condition  esl  toujours  vérifiée,  si  tous  les  nombres  Xj 
sont  distincts  ('),  mais  elle  peut  encore  l'être  s'il  y  a  des  racines 
multiples  ; 

3°  Il  n'existe  entre  les  nombres  A,,  ...,  Xn  aucune  relation  de  la 
forme 

h  =  y  i  À i  -+-  '/s ^2  ~ . . .  -+-  <///  K  j 

qt1  q2l  .. .,  qn  étant  des  entiers  positifs  dont  la  somme  est  supé- 
rieure à  i  . 

Nous  diviserons  notre  étude  de  !a  façon  suivante  : 

I.  Les  conditions  i",  2°  et  3°  sont  vérifiées.  Nous  ne  traitons 
ce  cas  bien  connu  (pie  pour  servir  d'introduction  à  la  méthode 
employée  ; 

II.  Les  conditions  i°  et  2°  sont  vérifiées  sans  que  3°  le  soit  ; 

III.  La  condition  i"  est  vérifiée,  sans  que  2°  le  soit;  la  condi- 
tion 3°  peut  être  vérifiée  ou  ne  pas  l'être  ; 

IV.  La  condition  i°  n'est  pas  vérifiée,  ies  conditions  2°  et  3° 
peuvent  être  vérifiées  ou  non  ; 

V.  Nous  ferons  l'application  de  la  méthode  employée  au  cas  de 
n  =  a  et  de  n  —  3. 

Les  trois  premières  parties  peuvent  être  résumées  par  le  théo- 
rème suivant,  d'où  se  déduisent  facilement  les  autres  résultats 
obtenus    : 

Théorème  A.  —  La  condition  i°  étant  vérifiée,  supposons  les 
nombres  /./  rangés  de  telle  sorte  que,  lorsque  Vindice  i  augmente, 

la  distance  du  point  A/  à  la  droite  D  n'ai/le  pas  en  diminuant. 
Il  existe  un  changement  de  variable 

Zt  =  gi{Xy ,    .  .  .  ,  J'n  )  (î  =  I ,  2,  .  .  . ,  71  ) 

dont  les  formules  sont  résolubles  par  rapport  à  #,,  ...,  ./„,  tel 
que  le  système  (i)  soit,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  t, 
remplacé  par  le  système 

—  =\{Zi-+-Vi(zly  ...,Zi  i  i         (  i  =  i,  2,  . . . ,  n), 

(')   Voir  Pi«:.vui),  Traite  d'Analyse,  t.  III,  |».    \. 
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les  &i  sorti  des  polynômes  ne  contenant  que  les  variables  z 
d'indice  inférieur  à  i.  Le  polynôme  ©/  ne  contient  pas  d'autres 
termes  que  les  termes  de  la  forme  z'(l  z'.{: .  .  .  z'f'_-1  où  qt,  </2,  •  ••< 
qi_K  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls  vérifiant  V égalité 

X/=  yiXi-t-  q-yli^-. .  .-h  qt-iXi-i. 
Dans  le  cas  IV,  nous  avons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  B.  —  Si  A,,  A2,  ...,  Kp  sont  les  divers  points  X, 
situés  d'un  même  côté  d  une  droite  D,  passant  par  l'origine, 
tandis  que  les  autres  points  X/  sont  situés  soit  à  l'origine,  soit 
de  l'autre  côté  de  D,  on  peut  toujours  exprimer  xt,  x2,  • . ..  xn 
en  fonction  de  p  variables  zs,  z2,  . . .,  zp  par  des  formules 

xi  =  gt{zx,  . . . ,  zp)         (i  =  i ,  2,  . . . ,  n), 

de  telle  façon  que,  si  les  Zi  vérifient  un  système  de  p  équa- 
tions 

(r)  Ht   =  lJz'-^^J(z^  32i  ...,-ïy-i)         (j  =  1,2,  ...,p), 

fes  valeurs  correspondantes  des  Xi  vérifient  le  système  (i).  £a 
solution  générale  du  système  (r)  fournit  une  famille  de  solu- 
tions du  système  (  i  )  dépendant  de  p —  i  arbitraires. 

Les  $j  sont  des  polynômes  obtenus  d'après  la  même  renie  que 
dans  le  théorème  A. 


',].  Plaçons-nous  dans  le  casl,  où  les  trois  conditions  i°,  a0  et  3° 
sont  vérifiées.  Kn  effectuant  le  changement  linéaire  de  variables 
dont  d  est  question  dans  a°,  et  introduisant  une  variable  auxi- 
liaire /,  l«'s  équations  (i)  sont  ramenées  à  la  forme 

(3)  -ft  =  Vt(Xuyt,  -..ir»)         </=i.» n) 

avec 

1  »  Y/=  hyt+lyu  .---ynU- 

D'après  un    théorème    connu    de    Poincaré   |  i),    chacune    des 
C)  Thèse,  Paris,  iS-{).  —  Picard,  Traité,  t.  [II,  p.  5. 
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équations 

(5)  Y, -i- -+-...-+-  Yn-£ X//=o         (i=  1,2,  ...,n) 

admet  pour  solution  une  fonction  f  holomorphe  et  nulle  pour 
yK  =ya  ...  =vw=  o.  Nous  pouvons  prendre  pour  solution  de 
l'équation  (5) 

ft(yu  >->,yn)=yi-jr_[yu  . --.9j^«]«- 

Faisons  le  changement  de  variables 

(6)  *i=*fi(yu  ..-,yn)       (t  =  i,2,  ...,*), 

équations  qu'on   peut   résoudre  par  rapport  ky^^y^,  ...,  jv 

Les  écpiations  (3)  et  (5)  sont  remplacées  respectivement  par  les 
équations 

<fc/   __   y    /  _    v 

77  —  "i\*li   •  •  •  i  zn  )} 
(lt 

Zlg+...  +  Zmg—Xl/-o. 

Cette  dernière  équation,  en  vertu  du  changement  de  variables 
effectué,  admet  la  solution  f=  5/.  Nous  avons  donc 

Z/  —  X/3i  =  O. 

Dans  le  cas  où  les  conditions  i°,  2°  <?/  3"  so/?£  vérifiées,  le 
système  d'équations  (3)  se  ramène,  par  un  changement  de 
variables  de  la  forme  ((>),  à  la  forme  réduite 

dzi    _ 

~dt    ~  KiZi' 

En  intégrant  ces  équations,  nous  avons  Z/=C/<?X".  Nous  pou- 
vons poser  0  =  er.  Si  nous  résolvons  alors  les  formules  (6)  par 
rapport  aux  j,-  et  si  nous  remplaçons  les  3/  par  leurs  expressions, 
nous  obtenons  les  développements  donnés  par  M.  Picard. 

Si  nous  remarquons  qu'on  a 

- jp -Ci         (i  =  i,2,. ..,»), 

nous  obtenons  les  intégrales   de   Poincaré  en  éliminant  0  enlre  ces 
relations  prises  deux  à  deux. 
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II. 


4.  Préliminaires.  —  Considérons  le  cas  II,  où  les  conditions 
i°  et  2°  sont  vérifiées  sans  que  la  condition  3"  Je  soit.  Nous  sup- 
poserons, comme  dans  le  cas  I,  que  les  équalions  (i)  soient 
ramenées  à  la  forme 


dyx         dy% 
Y,           Y2        ' 

d.Yn 

Y,=  X/jKz-f-  [yu 

...,JK«]5 

(7) 
avec 


Ces  équations  gardent  la  même  forme  si  l'on  multiplie  tous  les 
dénominateurs  par  le  facteur  imaginaire  eUÙ  :  les  quantités  /v  sont 
remplacées  par  les  quantités  [xy  =  e/(0  Ay. 

Si  l'on  considère  les  points  figurant  les  imaginaires  A/,  celte  opé- 
ration revient  à  imprimer  aux  points  \j  une  rotation  d'angle  oj 
autour  de  l'origine.  Puisque,  d'après  i°,  il  existe  une  droite  D 
telle  que  tous  les  points  \j  soient  du  même  coté  de  cette  droite, 
on  peut  choisir  l'angle  co  de  telle  façon  que  les  parties  réelles  des 
quantités  jjiy  soient  toutes  positives. 

Nous  pouvons  toujours  supposer,  en  revenant  aux  notations 
primitives,  que  les  parties  réelles  des  X  sont  toutes  positives. 

Nous  allons  tout  d'abord  supposer  qu'il  en  est  ainsi. 

Rangeons  les  nombres  X/  (sans  modifier  leurs  indices)  dans  un 
ordre  tel  que  leurs  parties  réelles,  qui  sont  positives,  n'aillent  pas 
en  décroissant.  Si  les  parties  réelles  de  certains  des  nombres  Xj 
sont  égales  entre  elles,  nous  classerons  dans  un  ordre  quelconque 
ces  À/  les  uns  par  rapport  aux  autres. 

Appelons,  avec  M.  Horn,  combinaison  des  nombres  A/  une 
expression  de  la  forme 

q i  At  -+-  </•■  Xs-t- . . . -+-  ynX«, 

où  les  nombres  qi  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls  dont  la  somme 
est  supérieure  à  i.  La  condition  a"  n'étant  pas  vérifiée,  certains 
des  A  seront  égaux  à   des  combinaisons  d'autres  X, 

Les  A  étant  rangés  dans  l'ordre  que  nous  avons  indiqué,  on  voil 
que  chacun  des  nombres  X/ne  peul  être  égal  qu'à  une  combinaison 
formée  avec  les  X  qui  le  précèdent. 
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Déduisons  de  celte  remarque  un  moven  pratique  d'obtenir 
foules  les  égalités  de  la  forme 

A,  =  y1X1  -+■  </-,  A2  -h. . . -+-  qn  */i 

qui  peuvent  exister.  Nous  considérons  successivement  les  divers 
nombres  A  à  partir  de  celui  que  nous  avons  classé  le  second,  et 
nous  cherchons  s'il  est  égal  à  une  combinaison  des  A  qui  le  pré- 
cèdent. 

Nous  pouvons  maintenant,  en  modifiant  convenablement  les 
indices  des  X,  supposer  que  les  nombres  A,,  A^,  ...,  A^  ne  sont 
égaux  à  aucune  combinaison  des  A,  tandis  que  les  nombres 
A/>+i,  a/;+:2,  ...,  Xw  sont  égaux  à  une  ou  plusieurs  combinaisons 
des  X. 

Nous  supposerons  que  les  indices  aient  été  modifiés  de  telle 
façon  que  les  nombres  A/>+i,  )^+o,  . . .,  \n  étant  rangés  dans  l'ordre 
de  leurs  indices,  chacun  d'eux  ne  puisse  être  égal  qu'à  une  combi- 
naison des  a  d'indice  inférieur. 

Cette  condition  est  réalisée,  si  les  parties  réelles  des  nombres 
Aj,+2,  . . .,  A/i  ne  vont  pas  en  décroissant  lorsque  l'indice  augmente. 

La  transformation  que  nous  avons  employée  pour  rendre  posi- 
tives les  parties  réelles  de  tous  les  A,  nous  ayant  rendu  tout  le 
service  que  nous  en  attendions  pour  classer  commodément  les  A, 
nous  pourrons,  une  fois  les  indices  modifiés  comme  cela  a  été 
indiqué,  abandonner  cette  transformation  et  revenir  aux  valeurs 
primitives  des  A. 

Soit 

I  8  I  q\  X,-h  ££X2-t-..  .—  q'n\n 

une  des  combinaisons  égales  à  l'un  des  nombres  X*,  k  ayant  l'une 
des  valeurs  p  -h  i ,  p  H-  »,  . . .,  n.  Ces  combinaisons,  où  l'indice  /• 
prend  un  nombre  fini  de  valeurs,  peuvent  être  supposées  rangées 
dans  un  ordre  tel  que  toutes  les  combinaisons  égales  à  X*  soient 
celles  pour  lesquelles  on  a 

rh  et  r"k  désignant  deux  entiers. 

.').     Réduction    des    équations   (y)    a  une    forme    réduite.    — 
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D'après  le  théorème  déjà  employé  de  Poincaré,  J'équation 

(*'\  Y     dJ-+.\     Ùf  -^       -4- Y      df         )    /--o 

(  o  )  Il h   I  2  -, h ...  -h   I  n  -, ijj  —  O, 

àyx  dyt  dy„ 

où  y  a  l'une  des  valeurs  i,  2,  ...,/?,  admet  une  intégrale 

fj  =  yj-+-[yu  ••-,yn]i- 

Faisons  le  changement  de  variables 

zj=fj{ y,  ■••)/»)       (/  =  '> 2>  •  ••»/>) 

substituant  aux  p  variables  y {  les  p  variables  Zj.  En  raisonnant 
comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  I,  nous  voyons  que  les  équa- 
tions (3)  sont  remplacées  par  les  équations 

(9)  ~dt=   jZj       (y  =i,->,    ••,/>), 

(io)     -jjj-  =  Y'k(zu...,zl„yl,+x,...,yn)  =  \kyu-±-\zx,...,zl),yp  +  u...,yn\, 

(*=/>-+-!,  ...,  n). 

Si  nous  considérons  maintenant  l'équation 

(n)     Mi  ---  -+-... h-  XAI^— -  -  Y^,  — : K..-+-  \„  -T--  -  X/H-i  /  -  o, 

nous  pourrons  chercher  à  vérifier  cette  équation  au  moyen  d'une 
fonction 

Le    coefficient    du    terme    C„v„ mn3'"1.  •  •  z7,,'y"p!îV-  ■  ■  y'!!"   c'iin> 

le  premier  membre  de  celte  série  se  calculera  en  égalant  à  o  la 
somme  des  termes  semblables  au  terme  considéré.  On  obtient  une 
égalité  de  la  forme 

Ira,,/!,.,.»,^  désignant  une  fonction  des  coefficients  des  séries  y]|  el 
<le>  constantes  GPt  p  ...p  ,  pour  lesquels  on  a 

/M    h  p%  H- . . .  •+■  Pn       Wj  +  W|   h«..-hmw. 

Le  second  membre  de  i  l3)  sera  donc  connu,  si  Ton  suppose  (pie 
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Ton  ait  d'abord  déterminé  les  termes  de  degré  2,  ensuite  ceux  de 
de  degré  3,  et  ainsi  de  suite.  On  sera,  en  général,  arrêté  par  une 
impossibilité  dans  la  détermination  de  ces  coefficients  C;  en  effet, 
X^+,  étant  égal  à  toutes  les  combinaisons  (8),  pour  lesquelles 
on  a 

\ ■  ■*  )  l  —  '.  p+i  =  '  =  "/»+n 

faisons 

m,  =  q[,         m2  =  q\,  .  .  .  ,  mn=  q'n 

et  désignons  par  ar  la  valeur  de  \?qrqr  •••?£?  l'égalité  (  i3)  devient 

ar  =  o, 

condition  qui,  en  général,  ne  sera  pas  vérifiée.  Remarquons  que  r 
ayant  l'une  des  valeurs  indiquées,  on  a 

?;;+,  =q'p+i  =..*.=  q'ii  =  o. 

Pour  former  une  équation   analogue  à  (11)    et  admettant  une 
solution  de  la  forme  (12),  posons 

la  somme  2  s'étend  à  tous  les  termes  pour  lesquels  /•  prend  une 
valeur  vérifiant  les  inégalités  (i4)?  ^es  coefficients  ar  ont  les 
valeurs  indiquées  plus  haut  et  se  calculeront  de  la  manière  indi- 
quée, à  mesure  que  l'on  déterminera  les  coefficients  C  de  la  série 
que  nous  allons  définir.  Considérons  l'équation 

/   -  >        df  ,   î         âf    ,  v         °f      ■ 

l1DJ  A 1  ~  1  7- r . .  ■  H"  */>  Zp  — r-   I  p+ 1 


et  cherchons  à  vérifier  cette  équation  par  une  solution  de  la 
forme  (12),  nous  aurons  des  calculs  identiques  à  ceux  que  nous 
avons  indiqués,  mais  on  ne  sera  plus  arrêté  par  une  impossibilité 
lorsqu'on  arrivera  à  la  détermination  d'un  coefficient,  tel  que  l'on 
ait  TO|X,  4-  . . .  mn\„  —  ^p+\  =  o.  En  effet,  le  second  membre  de 
l'équation  analogue  à  (  1  3)  sera 

ar—  Ptf...?;, 

et  ar  est  choisi  par  hypothèse  de  telle  façon  que  ce  second  membre 
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soit  nul.  Le  coefficient  C^,  ...,  qn  pourra  être  pris  arbitrairement. 
Pour  fixer  les  idées,  nous  ferons  ce  coefficient  égal  à  o.  En  conti- 
nuant ainsi,  nous  obtenons  une  série  f  de  la  forme  indiquée  et 
vérifiant  l'équation  (io).  La  convergence  de  cette  série  se  démontre, 
sauf  une  légère  modification  comme  dans  le  théorème  de  Poin- 
caré;  nous  donnerons  du  reste  n°  11  une  démonstration  compre- 
nant la  démonstration  actuelle  comme  cas  particulier. 

Désignons  pai'//,+<  la  solution  que  nous  venons  d'obtenir  pour 
l'équation  (i5)  et  faisons  le  changement  de  variables 

les  équations  (9)  ne  changent  pas,  les  équations  (  10)  sont  rempla- 
cées par  les  équations 

(16)  —£■  =  YJ  =  X*^h-[-»i,  •'.<,Xp+uyP+ti  •■',y,i\i 

L'équation  aux  dérivées  partielles  est  remplacée  par 

)     -     Ôf      u         -4-)  df    -4-Z  df       -*-Y«  V         ' 

Ai  -1  -7—  "h-  •  •  '  kp*p~t, — h  A/'+>  j: h  v+2 


tel  ^/j  àzp+l  '      àyp+x 

+  ï„  — Kp+lJ  —  ?#h-1  =  O. 

Cette  équation  admettant  la  solution  f  =  ^/7+«,  nous  avons 
En  raisonnant  sur  l'équation 

\     t    df   _u  «    7  ^  Y"  ^'  uV"     #"  >  f        » 

comme  nous  avons  raisonné  sur  l'équation  (i  i),  nous  voyons  qu'on 
est,  en  général,  arrêté  par  une  impossibilité,  lorsqu'on  cherche  à 
satisfaire  à  cette  équation  par  une  strie  entière 

/(  Z\  .  .  . ,  zr  .  i,  )■/,  t  i,  ...,,)-,  ) 
niais,  si  Ton  désigne  par 
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un  certain  polynôme  ne  contenant  que  les  variables  3,,  s2, z-P+i , 

<t  que  I  on  obtient  en  donnant  à  l'indice  r,  dans  la  somme  S,  toutes 


les  valeurs  vérifiant  les  inégalités 


rp+  2  =  '  =  '  i>  |  Il 


et  en  calculant  les  constantes  «,-,  comme  cela   a  été  indiqué  pour 
©b+i,  nous  voyons  qu'on  peut  vérifier  l'équation 

,         àf  „  àf  àf 

(I7)  A,  Zj  ±r  H-  .  .  .  -t-  Zpn-, 4-  \  p+2 


d*i  àzp+i  /1_-  <?Xp+s 

par  une  fonction 

fp+l  ==  yp+i  ~h  I  31  '   •  •  •  '  ^/J4-li^p4-2i   •  •  •  j  }'n  \%i 

et  Ion  voit,  comme  précédemment,  que  si  l'on  pose 

£p-i-2  —  fp+i  —y/>  +  2  "+"  I^li  '  •  •  '  z/'+l'//)+h  •  •  •  >  yn\i-, 

la  première  des  équations  (16)  sera  remplacée  par  l'équation 
dZp+%  . 

— —    —  f^p+î  *p-r-%  -r-  <?/'  +  '-     *ii   •  •  •  1  «p+i)i 

les  autres  équations  (16)  ne  changeant  pas  de  forme. 

En  continuant  de  la  même  façon,  on  voit  qu'on  peut  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Si  les  conditions  1"  et  20  sont  vérifiées,  il  existe  un  change- 
ment de  variables 

(181  xt  =  yt+.  [yu  ...,yn\>         (1  =  1,2,  . ..,*) 

<?**  wn  système  de  polynômes  es *  (.3, ,  . . . ,  s^_4  )  **<?/  </**e  *V  système  7  I 
.so/f  remplacé  par  le  système 

1  '9)  t^t  =  **"*/        (/ =  ^^  ■••>/'  >■ 

(20;        —r--=:KkZlt      -Ojt(*i,4S|  •-. .,  SA-l)  (A=/?-hi,  ...,n). 

Enoncé  qui  conduit  bien  au  théorème  A. 

Remarque  I.  —  Les  variables  2  peuvent  donc  se  diviser  en  deux 
catégories  :  celles  auxquelles  correspond  une  équation  delà  formel  19) 
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et  celles  auxquelles  correspond  une  équation  (20).  Si  certains 
des  polynômes  o#  se  réduisent  identiquement  à  o,  les  variables 
correspondantes  feront  partie  de  la  première  catégorie.  Ajoutons 
que  rien  ne  prouve  qu'il  y  ait  une  distinction  essentielle  entre  les 
deux  catégories  de  variables  :  nous  allons  voir  qu'en  modifiant  la 
manière  dont  nous  avons  ramené  les  équations  à  une  forme  réduite 
(19),  (20),  on  peut,  dans  certains  cas,  augmenter  le  nombre  des 
variables  de  la  première  catégorie. 

Remarque  H.  —  Dans  la  détermination  du  changement  de  varia- 
bles, Zi—fi(yt,  ...,y7J)  qui  a  ramené  les  équations  (-)  à  une 
forme  réduite,  les  fonctions./}  correspondant  aux  valeurs  1,  2,  ...,/> 
de  l'indice  y  sont  déterminées  indépendamment  les  unes  des  autres, 
et  chacune  d'elles  est  déterminée  d'une  façon  unique,  car  on  voit 
facilement  que  chacune  d'elles  doit  vérifier  l'équation  (8).  Il  n'en 
est  plus  de  même  des  fonctions  /a  correspondant  aux  valeurs 
p  -+-  1 ,  /?-f-2,  ...,  n  de  l'indice  k.  Dans  chacune  d'elles,  nous 
pourrons,  ainsi  que  nous  l'avons  dit,  choisir  arbitrairement  cer- 
tains coefficients.  Si,  au  lieu  de  prendre  ces  coefficients  nuls, 
comme  nous  l'avons  fait  pour  fixer  les  idées,  nous  donnons  à  ces 
coefficients  des  valeurs  quelconques,  rien  ne  sera  modifié  dans  la 
suite  des  raisonnements.  Le  polynôme  ^/;+,  est  déterminé  encore 
d'une  façon  unique  ;  mais,  la  détermination  du  polynôme  ©p+a 
petit  dépendre  du  choix  que  Ton  a  fait  pour  les  coefficient  arbi- 
traires de  fp+\'  De  même,  la  détermination  du  polynôme  o*  pour 
k^> p  -h  2  peut  dépendre  du  choix  (pie  l'on  a  fait  pour  les  coeffi- 
cients arbitraires  de  fpt  1,  fp+'i,  ...Tt/i_|.  .11  en  résulte  qu'il  est 
possible  que  la  réduction  à  une  forme  réduite  ait  lieu  de  plusieurs 
laçons.  En  choisissant  convenablement  les  coefficients  arbitraires, 
il  est  possible  qu'on  obtienne  une  forme  réduite  plus  simple  que 
celle  que  nous  avons, 

Considérons,  par  exemple,   le  système 

(/./•  dy  </:■ 

dt  '  dt  "  dt 

qui  est  déjà  ramené  à  une  forme  réduite  .Si  nous  posons  u  -—-  z  — ./  r, 

nous  avons  la  forme  réduite  plus  simple 


,/.,■ 

dy 

(lll 

*=*' 

777  =  ••*'  -'"' 

~dt 

.)  U  . 
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Remarque  III.  —  Rien  n'est  changé  à  nos  raisonnements  si, 
dans  les  équations  (-),  plusieurs  des  nombres  X,  sont  égaux  entre 
eux. 

(>.  Intégration  ues  équations  réduites.  —  Les  p  équations  (19  ) 
ont  leur  solution  générale  donnée  par 

(21)  zj=  C/eV, 

les  Cy  étant  des  constantes  arbitraires, 

Si,  danscp/7+1,  nous  remplaçons  zt ,  z-2,  ...,  zp  par  leurs  expres- 
sions, nous  avons 

(22)  Çp+t^!,  . . .,  zp)  —  eV+>f?p+i(Gi,  . ..,  Cp). 

En  effet,  si  arzq^zp. .  .zp  est  un  des  termes  de  'fp+i  nous  avons 

La  première  des  équations  (20)  devient  donc 

dont  la  solution  générale  est 

-S/M-i  =  eV+i'[GpH-i  -h  £  Bp+iÇCi,  . . .,  Cp)]. 
La  seconde  des  équations  (20)  deviendra  de  même 

— rp-  =  Xp+j  */»+*-+-  eV+»'  ^/m-2(',  Gi,  . . .,  Gp+i  ) 
en  posant 

4'p-+-s(  ^>  Gj,  . . . ,  Cp+1  ;  =  ©p-H2[Gj,  C2,  . . . ,  G/;,  Gp+i  ■+-  '  <P/>-m  (Gj,  . . . ,  G,,)], 
nous  aurons  donc 

«p-f-a  =  e^p+i* [Gp+2 -i-  P/>+i(^i  Gi,  . . .,  C^-m  )]. 

'V+2  est<  comme  '}d+2?  un  polynôme  par  rapport  à  /  et  aux 
constantes  C,,  C2,  •••,  C/>+i  ;  le  degré  de  Pp+2  par  rapportai 
sera  supérieur  d'une  unité  au  degré  de  'l>P+->  par  rapport  à  t. 

Nous  pourrons  continuer  à  opérer  de  la  même  façon  et  arriver 
à  intégrer  L'équation  contenant  zn.  On  aura 

(23)  Zk=ètot[Qh  -  P*(#,  G,,...,  G/,.!  »]        </,-=/? -4-1,  ...,#i). 


-  337  — 

Les  G  sont  des  constantes  et  P*  un  polynôme  par  rapport  à  t  et 
aux  G. 

Remarque  I .  — ■  Posons,  pour  abréger, 

Nous  avons,  d'après  (22) 

e\+>1  'f,,+1(C,,  . . .,  Gp)  =  yp+i(uu  u-î,  . . .,  up), 
e\+^  ^p+<i{t,  Ci,  .. .,  Gp)  =  Op+il u{,  u2<  ...,  Up,  iip+i  -H  t  cp p+{  ( ui,  ...,  up)\. 

Il  en  résulte  que  ekv+-t  Pp+2  (t.  G,,  ...,  G^+,)  sera  un  polynôme 
en  ut1  w2,  ...,  up,  up+i  dont  les  coefficients  seront  des  polynômes 
du  second  degré  en  t.  En  continuant  à  raisonner  de  même,  on 
voit  cpie  l'on  a 

*k  =  "/r  -t-  Q*(  m, ,  u2,  . . . ,  ut-u  t)        ( k  =  p  -+- 1 H). 

Q/f  est  un  polynôme  en  «,,  w2,  ...,  u/<...  1  et  /.  Les  termes  de  ce 
polynôme  sont  au  moins  du  second  degré  par  rapport  à  U\r 
Mai  •■•1  Ma_i  . 

Remarque  II.  —  Si,  comme  cela  arrive  souvent,  t  est  une 
variable  auxiliaire  qu'il  n'est  pas  utile  de  conserver,  nous  pourrons 
éliminer  t  entre  les  formules  d'intégration  (22)  et  (23).  Nous 
choisirons,  parmi  les  variables  Zj  de  la  première  catégorie,  une 
variable,  3,,  par  exemple,  à  laquelle  nous  ferons  jouer  un  rolc  par- 
ticulier. Les  équations  différentielles  (19)  et  (20)  ne  changeant  pus 
lorsqu'on  change  t  en  t  —  t0,  nous  ne  diminuerons  pas  la  généralité 
de  la  solution  fournie  par  les  formules 

Zj  =  CyeV, 
**=«^'[C*-+-Pa(*,C, GA  1)]. 

en  supposant  que  pour  t  =  o  Ton  ait  z{  —  1,  ce  qui  revient  à 
supposer  G,  =  1.  Nous  voyons,  du  reste,  que  les  formules  ainsi 
obtenues  nous  fournissent,  pour  chaque  système  de  valeurs  ini- 
tiales attribuées  à  zly  3o,  ...,  3,,,  une  solution  et  une  seule  des 
équations 

(iZ\  (tz-i  <JZp-\  1  (/:■■ 

A|  Z\         X>  z .»  ^/M-i  *p-ht  "+*  ?/»•+-! 

M .. 
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nous  avons  donc  bien  la  solution  générale  de  ce  système  d'équa- 
tions différentielles. 

Nous  aurons  donc,  en  faisant  G  —  i  et  en  supposant  À|  =  i, 
comme  on  peut  toujours  le  faire  en  divisant  par  A,  tous  les  déno- 
minateurs des  équations  (^4), 

t  =  ÏOgZi, 

*j=  cJzi  U  =  Mi  ••■i/>)i 

z,,=  z\k\Ck—  P*(Iog*n  i,  C2,  ...,<'.,,.,  )]         (k  =/>-+-i,  ...,/i). 

Remarque  III.  —  Si,  parmi  les  expressions^*/,  il  en  est  une  Ar 
qui  se  réduise  à  ArV>,  nous  pourrons  poser 

z,.=yn 

les  autres  changements  de  variables  (  18)  s'efTectuant  comme  cela 
a  été  indiqué.  Cette  variable  zr  fera  sûrement  partie  des  variables 
de  la  première  catégorie,  nous  pourrons  donc  lui  faire  jouer  le 
rôle  que  jouait  z{  dans  la  remarque  précédente. 

Par  exemple,  si  nous  avons  le  système  d'équations  différentielles, 
considéré  par  M.  Horn 

<  25  )      x ~-  =  X/a?/-+-  eux  -t-  [x,  xu  . . . ,  J'n]i         ( *  =  i ,  2,  . . . ,  n ). 

Les  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  i,  A,,A2,  ••.,  A„. 
Si  la  condition  2°  est  vérifiée,  le  changement  linéaire  de  variable 
qui  ramène  les  équations  (24)  à  la  forme  (7)  est 

CljX 

yi  =  xL  ■+■ 


X,— 1 

Si  la  condition  i°  est  vérifiée,  les  théories  précédentes  s'appli- 
quent, et  il  existe  un  changement  de  variables 

qui  ramène  le  système  donné  à  la  forme 

dx 

—r  =  x. 
dt 

(27)  -£•  ssX/*/ 4- vt(x,zu  ..., */_,)         (*  =  i,  2,  ...,n). 

Certains  des  polynômes  s,  peuvent  être  identiquement  nuls. 
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Nous  pouvons  faire  jouer  à  la   variable  #  le  rôle  que  jouait;, 
dans  la  remarque  précédente,  et  nous  aurons 

(28)  Mt=  x^[Ct  +  P/(log*,  1,  C„  C*,  . ,.,  C/-i)]. 

On  peut  encore  écrire,  d'après  la  Remarque  l, 

*i  =  G/aA*4-  Q/(ar,  C,,  ./A.,  . . . ,  C/_t  ar**-i,  logar), 

Qt  est  un  polynôme  par  x,  C,:r\  ...,  C/_,  .z^<-«  et  log  x. 

7.  Développements  de  M.  Horn(').    —   Si   nous  résolvons   les 

formules  (18)  du  changement  de   variables   par  rapport    aux  y,, 

nous  avons 

Xi  =  &i  ■+•  [-Si ,  •  •  •  ^  «  n  J  ^  • 

Si,  dans  ces  formules,  nous  remplaçons  les  zi  par  leurs  expres- 
sions (21)  et  (23),  /ioms  aurons,  d'après  la  remarque  /,  des  déve- 
loppements des  yi  suivant  les  puissances  des  quantités  de,r . 
les  coefficients  de  ces  développements  étant  des  polynômes  par 
rapport  à  t. 

Ces  développements  sout  convergents  si  les  valeurs  de  t  sont 
telles  que  les  modules  des  zi  soient  suffisamment  petits. 

En  particulier,  pour  les  équations  (26)  de  M.  Horn,  les  for- 
mules (26)  nous  donneront 


yc=  */-+-  O,  zu  • 


'il     "2? 


el  en  remplaçant  les  zi  parleurs  expressions  (28),  nous  aurons  les 
développements  des  fonctions  y/  suivant  les  puissances  des  x  el 
des  quantités  G/a?V,  les  coefficients  de  ces  développements  étant 
des  polynômes  en  lo^  x.  Ce  sont  les  développements  que  M.  Horn 
a  obtenus  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Remarque.  —  Une  fois  établies  l'existence  el  la  convergence  des 
développements  dont  nous  venons  de  parler,  la  méthode  la  plus 
pratique  pour  obtenir  autant  de  termes  que  l'on  veut  de  ces  déve- 
loppements me  parait  être  la  méthode  suivante,  dont  on  remarquera 


(*)   Vvani  d'avoir  clé  étudiés  par  M.  Iloin,  ces  développements  avaient  été  briè- 
vement Menâtes  par  M.  LiapounofT  dans  le  Mémoire  cité,  écrit  en  russe. 
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l'analogie  avec  la  méthode  donnée  par  M.  Liapounoff,  bien  qu'elle 
me  paraisse  dériver  d'un  principe  tout  dînèrent. 

Les  coefficients  des  développements  trouvés  étant  des  polynômes 
par  rapport  aux  constantes  C, ,  ...,  C,0  nous  pourrons  les  écrire 
sous  la  forme  de  séries  procédant  suivant  les  puissances  de  ces 
constantes. 

Nous  allons  chercher  les  termes  de  ces  développements.  Soit 

(29)  7i=  (?i)i  -*-(yth  -*-•••  ■+-  (yôs  -K.. 

le  développement  dey/,  en  désignant  par  (y/),  des  polynômes  homo- 
gènes de  degré  s.  Lorsque  nous  remplaçons,  dans  les  équations 

(30)  -j£  =  Xiyt-+-(yu  *..,?»)%, 

\esyi  par  ces  expressions,  les  deux  membres  de  chacune  de  ces 
équations  deviennent  deux  séries  entières  par  rapport  à  G/,  séries 
qui  doivent  être  identiques.  Nous  égalerons  successivement  dans 
les  deux  membres  les  termes  de  degré  1,  2,  ...,  s.  Nous  avons 

(<0"'-h  _\./v^ 

(3i)  (-^  =  ),(//),  +  (A(), 

(A/)*  désigne  l'ensemble  des  termes  de  degré  s  par  rapport  aux 
constantes  qui  sont  fournis  par  le  développement  du  terme 
[  ),,  ...,  yti\i  du  second  membre  de  (3o),  lorsque  les  yi  sont  rem- 
placés par  leurs  expressions  (29).  (A/)ç  est  un  polynôme  connu 
formé  avec  les  expressions  {yi)j  pour  lesquelles  l'indice  y  est  infé- 
rieur à  o. 
Nous  avons 

Les  expressions  (A/)a  seront  donc  des  sommes  de  termes  de  la 
forme  v.e"\  ((  étant  une  combinaison  des  A/  et  a  un  polynôme 
homogène  et  du  second  degré  en  C|,  ...,  Cn.  Nous  aurons,  par 
exemple,  en  faisant  t=  g 

d'où,  en  cherchant  pour. s  — 2  et  i=zqi\ne  solution    particulière 


—  su 

de  l'équation  (3i), 


ait 

<1 


Dans  le  cas  où  certains  des  nombres  cij  sont  égaux  à  )v/,  nous 
aurons  dans  (yq)-i  des  termes  de  la  forme  y.teat. 

Nous  aurons  de  même  toutes  les  expressions  (j'/)«.  Le  calcul 
des  expressions  (yî)si  connaissant  toutes  les  fonctions  (yi)s  pour 
lesquelles  on  a  s'  <  s,  se  présente  de  la  même  façon.  On  a,  par 
exemple, 

où  les  expressions  y.j  sont  des  polynômes  homogènes  de  degré  s 
par  rapport  aux  C/,  aj  des  entiers  positifs,  bj  des  combinaisons 
des  X|.  On  sait  trouver  d'une  façon  tout  élémentaire  une  solution 
de  la  forme 

où  [6j  est  homogène  et  de  degré  6"  par  rapport  aux  C,  ;  le  plus  grand 
des  entiers  cj  est  égal  au  plus  grand  des  entiers  ay,  si  aucun  des 
nombres  bj  n'est  égal  à  A„,  mais  pourra  lui  être  supérieur  d'une 
unité  dans  le  cas,  qui  n'est  pas  ici  exceptionnel,  où  \n  est  égal  à 
certains  des  bj.  La  même  méthode  de  calcul  s'applique  pour  (jfj)«, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  {. 

Dans  le  cas  des  équations  (20)  de  M.  Horn,  nous  mettons  ces 
équations  sous  la  forme  (27)  et  nous  faisons  le  changement  de 
variables  (26)  donnant  les  équations  (27). 

On  a 

x  —  Ce', 

«/«^[Cz-hP/Clog*,  G,  G„  ...,C*-,)]. 

Nous  aurons  donc,  d'après  la  méthode  précédente,  le  dévelop- 
pement des  fonctions  V|  en  séries  dont  les  termes  successifs  {yi)\^ 
(y*)*!  Lyi)s  seront  d'après  la  Remarque  1  du  n°  6,  des  poljnomes 
bomogènes  et  de  degrés  respectifs  1,  a,  ...,  s*  par  rapporl  aux 
expressions  Ce',  CjcV.  Lrs  coefficients  de  ces  polynômes  son! 
eux-mêmes  des  polynômes  en  /.  D'après  la  remarque  11  du  n°  6, 
on  peut  faire  G=  1.  On  a  donc  t  =  log  x.  Les  fonctions  1  sont 
«loue  des  polynômes   homogènes    et    de  degré  S  par   rapport  à  X  et 
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aux  quantités  C|â?**.  Les  coefficients  de  ces  polynômes  sont  des 
polynômes  en  log  .r. 

8.  Intégrales  de  M.  Lindelof.  —  Des  formules  (21)  et  (23) 
donnant  la  solution  générale  du  système  (19)  (20),  nous  allons 
déduire,  en  éliminant  t  et  résolvant  parrapport  aux  constantes  C/, 
des  fonctions  restant  constantes  pour  une  solution  quelconque  de 
ce  système  et  vérifiant,  par  suite,  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

où  l'on  a 

rLL  =  X,  Zi  -h  tp,-(*i',  . .  • ,  Zi-i  )        ( *  =  1 , .2, n) ; 

les    polynômes  3,,  ...,  co^   sont,    d'ailleurs,    identiquement    nuls. 
Nous  avons  les  formules  (21)  et  (2.'}) 

(33)  zj=Cje^         (y==  1,  2,  ...,/>), 

(34)  Zp-i  =  e**+i'[C/i+1-+-  «©p+^Ci,  C2,  . ..,  <);,)], 

(35)  ii=^[Cj1+P*(<l  Ci,  . . .,  (V,)]        (k=p  h-  2,  ' .  .,/i): 

D'après  la  Remarque  l  du  n°  0,  nous  pouvons,  en  posant 
U;  =  C/6**',  écrire 

(36)  Zp+i  =  «/,-+-!  -h  *  <p/H-i(~i,  .  .  .,  .3,,), 

(3;)  -3/.=  m/,h- Q/,u/i,  -..,  w/.-i,0        (*=/>-!- 2,  ...,n), 

Qa  étant  un  polynôme  en  w,,  ...,  w*— i  et  t. 

Si,  dans  l'égalité  (35)  relative  à  Â'  =  /?  -f-  1,  nous  remplaçons 
m,,  ...,  ///,_,  par  leurs  valeurs  tiréesdes  égalités  précédentes,  nous 
avons 

En  opérant  de  même  pour  une  valeur  quelconque  de  X,  nous 
obtenons 

Zk  =  u/(  —  S/  (  z, ,  . . . ,  z/,-, ,0        (k  =  p  --  " ,  •  •  • ,  '0? 

Sa  étant  un   polynôme  en  zt z-/i_l   et  /.  Ces  relations  peuvent 

encore  s'écrire 

(38)  zA=  C/,  c^f+  SA(*i */    i,0- 
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Nous  les  obtiendrons  encore  en  éliminant  C,,  G2,  •-.,  Ca_(  entre 
une  des  égalités  (35)  et  les  égalités  (33),  (34),  (35)  qui  la  pré- 
cèdent. 

Nous  pouvons,  comme  nous  l'avons  remarqué,  supposer 
G,  =  i ,  X|  =  i.,  d'où 

Zi=ef,         t  =  \o<*zl. 

En  portant  ces  valeurs  dans  (33),  (34),  (35)  et  résolvant  par 
rapport  aux  constantes,  nous  avons  les  n  —  i  intégrales  suivantes 
de  l'équation  (32)  : 

(3g)  J, •~ziz-h=Cl-        (i=i  i,a, /?), 

(4o)  JP+i=  [zP+\  —  log^iç^H-iC^,,  .  ..,zp)]z-lr+i=Cp+u 

(40    h=  [*k—  S/.(^,,  . . .,  zk-u  log*,]  z-^=  G,,      (A  =/>  +  j,  ...,»). 

Nous  pouvons  obtenir  des  intégrales  plus  simples  que  celles 
données  par  les  formules  (40-  Transformons  d'abord  la  solu- 
tion (4°)*  En  remarquant  que,  d'après  les  formules  (33),  on  a 

¥/M-l(-5i,   •  •  .  ,  3p)  =  *jF4lÇ|H-l(Ci,   . . .,  Gp), 

nous  pouvons  remplacer  l'intégrale  (4°)  Par  l'intégrale- 
(U)  J  =  */i+1(<pitH-i)-1--log-si=  G. 

D'autre  part,  un  quelconque  des  X*  étant  égal  à  une  combinai- 
son des  h  d'indice  moindre  et  ceux-ci,  jusqu'à  A^+,  inclusivement, 
étant  égaux,  à  des  combinaisons  de  X  d'indice  moindre,  un  quel- 
conque des  Xa  sera  égal  au  moins  à  une  combinaison  de  à,, 
A2,  ...,  Kp.  Nous  aurons 

Les  formules  (33)  donnent,  en  introduisant  un  certain  pro- 
duit Ufc,  et  faisant  C,  =  i 


(43) 


n_  ji\  -'/*.'     5n'_  ->m''7' ...<;#' 


On  peut  donc  remplacer  tout  d'abord  les  intégrales  I  [i)  par  les 
J'*  =  [*k-    s/.(-i **  h  log*j  '1(11 


intégrales 


! 


1 
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Si  maintenant  de  (42)  nous  lirons 

lOgZjS  S/M_,  (©,,+  ,)-«  —  J, 

et  si,  dans  une  des  intégrales  J'*,  nous  remplaçons  log  ;  par  cetle 
expression,  nous  obtenons  une  expression  G,  que  nous  pourrons 
écrire 

G  =  Go-f-  G,  J  -h. .  .-h  G7J'/-+-. . .-+-  G,J* 

en  1  ordonnant  suivant  les  puissances  de  J.  L'entier  .s  a  une  valeur 
qui  varie  suivant  la  valeur  de  k.  On  a 

G0=[**-+-Ro(*i,  ...,**-!)](]  [J"', 
6çsR?(^i...i**-i)[]  \    )  («7  —  i, -2,  ...,  a). 

Les  expressions  K0,  K^,  Rs  étant  des  fonctions  rationnelles  dont 
les  dénominateurs  sont  des  puissances  de  '3p+\» 

L'expression  G  est  une  solution  de  l'équation  (3a).  Si  dans  (32) 
nous  remplaçons  y*  par  G,  en  remarquant  que,  puisque  J  est  solu- 
tion de  (32)  on  a  Z(J)  =  o,  nous  avons 

(/,{)  Z(G0)-4-Z(G,)J--...-i-Z(G(7)Jv-4-...-+-Z(G,)Js=o. 

Celle  identité  doit  avoir  lieu,  quels  que  soient  ^,,  ...,  z^.  Choi- 
sissons, pour  ces  variables,  des  valeurs  arbitraires  (n'annulant  pas 
'Sp+\  afin  d'éviter  toute  difficulté),  laissons  aux  variables  z2, 
£3,  ...,  Zh  les  valeurs  choisies  et  faisons  décrire  à  z(  une  courbe 
fermée  autour  de  z{  =  o.  Lorsque  z{  aura  décrit  m  fois  cette 
•courbe,  la  valeur  de  J  aura  varié  de  2nnz\/ — î,  tandis  que  les 
coefficients  des  puissances  de  J  dans  le  polynôme  (44)  reprennent 
les  mêmes  valeurs.  Le  polynôme  (44)  en  J?  Qui  est  nul  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  J,  sera  donc  identiquement  nul.  Il  en  résulte 
que  G0,  Gy,  ...,  G^  sont  des  solutions  de  l'équation  (32). 

Si  nous  appliquons  d'abord  cette  méthode  pour  k  =  p  -\-  2j 
•G„  nous  fournil  l'intégrale 


•/>  +  2  =   [  */»+»~t~  T/,_i_2(  Si,    .  .   .  ,  Zl>+i  )J    (    I      I       )         —   *  '/>+*> 

qui  est  distincte  des  solutions  (39)  et  (4°)  déjà  obtenues,  puisque 
celles-ci  ne  dépendaient  que  des  variables  zt.  ...,  zp+{.  Quant  aux 
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expressions  G<,  G2,  ...,  G^,  ou  bien  elles  se  réduisent  à  des  cons- 
tantes, ou  bien  elles  ne  fournissent  pas  d'intégrales  distinctes  des 
intégrales  déjà  obtenues.  En  effet,  une  quelconque  de  ces  expres- 
sions, ne  pouvant  contenir  que  les  variables  £,,  ...,  zp+\,  est  une 
solution  de  l'équation 


àf 


àz 


/;  ^jzj  -±r  ■+"  f  ^jm-i»  */h-i  ■+-  «p/H-i  (*i,  ....  *p )  \ 

7  =  1 

Or,  nous  avons  déjà  avec  (3g)  et  (4o)  p  solutions  distincles  de 
cette  équation. 

En  appliquant  successivement  pour  k=p  -f-  3,  p  -+-  /\,  •  .,  n  la 
méthode  indiquée,  on  voit  de  la  même  façon  que  l'on  obtient 
chaque  fois  une  seule  intégrale,  distincte  des  intégrales  précé- 
dentes. 

Enfin,  si  dans  les  n —  i  intégrales  obtenues,  nous  remplaçons 
les  Zi  par  leurs  expressions  (18)  en  fonction  des  jy,  nous  obtenons 
les  intégrales  du  système  (^)  obtenues  par  M.  Lindelùf.  Nous 
pouvons  énoneer  le  théorème  suivant  : 

Si  les  conditions  i°  et  2°  sont  vérifiées,  il  existe  un  système 

de  fonctions 

*t  =  n  -+■  I y\ >  •  *  •  »  yn\t      (i  =  i ,  -2, . . . ,  « ) 
avec 

yt  —  a\  xx  ■+■  a{  xt  ■+■ .  ,  . -f-  a'u xn         ( *  =  I ,?,...,  7l), 
tel  que  l équation 

Y     /  \df  Y    /  N    df 

Xi{xu  •••'•r")^"  4-...-hXM(ar1,  .  ..,#„)  —  =  o 
admet  le  les  n —  i  intégrales  suivantes 


ZjZ    >■.  (i  =  ?.,  ') p  i, 

-/M-if'-^-i.  • .  -,  ~/>  'I-1—  lo£~i> 

(45)      |  c/,-!-T/,i  c, **-i)](]  |    )  (A=/>-ha,  ..,,«), 

où  '-2  es/  un  polynôme,  1I/V  un  produit  de  puissances  entières  des 
variables  :;,,  ;2,  ...,  zp  el  'Ta  m/ic  fonction  rationnelle  de 
c,,  ...,  v/i-  ,  c/o///  /V  dénominateur  est  une  puissance  de  9. 

Remarque  L    —    D'après    la     formule   (43),    dous   pouvons 


. 
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dans  (45)  remplacer  II/f  par  s**.  La  substitution  inverse,  qui  avait 
élé  faite  pour  simplifier  les  raisonnements,  n'a  pas  besoin  d'être 
maintenue  dans  les  ré  su  Ha  ts.  Nous  pourrons  en  faire  abstraction. 

Remarque  II .  —  Pour  obtenir  les  intégrales  ({5),  nous  avons 
d'abord  éliminé  C«,  C2,  ...,  C*_i  entre  une  des  équations  (35)  et 
les  équations  (35),  (34)  et  (33)  qui  la  précèdent.  Nous  avons 
ensuite  remplacé  er  par  c,  et  /  par  log  z{. 

Ceci  revient  à  faire  C,  =  i  dès  le  début  du  calcul,  à  remplacer 
la  première  des  équations  (33)  par  z{  =  ee  et  à  éliminer 
/,  Cj,  ...,Ca_,  entre  les  relations  que  nous  avions  considérées. 
Nous  avons  alors  résolu  la  relation  obtenue  par  rapport  à  C*_,  et 
remplacé  log  zt  par  zf)+i  (^/h-»)""1  — J- 

Pour  obtenir  l'expression  G0  qui  nous  a  fourni  une  intégrale, 
nous  n'avons  conservé  que  les  termes  ne  contenant  pas  J.  Il  est 
donc  évident  que  nous  pouvons  faire  dès  le  début  du  calcul  J  =  o, 
ce  qui  revient  à  faire,  dans  (4*>)  el  (34),  C^+i  =  o.  De  plus,  au 
lieu  de  faire  cette  livpothèse  après  avoir  éliminé  les  constantes 
G2,  G3,  ...,  Ca_i,  nous  pouvons  la  faire  avant  de  les  éliminer. 

En  résumé,  pour  obtenir  les  diverses  intégrales  (45),  nous 
intégrons  les  équations  (ig)  el  (20)  jusqu'à  celle  de  rang  k  \ 
nous  particularisons  V intégration  en  faisant  G1  =  1 ,  C^,  =0. 
Nous  obtenons  ainsi  les  relations 

Zy  =  e',         zj  =  Cj  ety        (./  =  2,  3,  ...,/?), 

Zp-hl  =   t  ©/i-t-lfh  f'2>   •  •  •  j  C/,), 

Zi=  eV[C/-+-  Pi(t,  l,Cs,  ....  C,,,  o,  Cjm-i,  ..  .,  C/-0] 
(i  =/?-M,  ...,  A). 

Nous  éliminons  enfin  les  A  —  1  quantités  ee,  /,  C2,  •  •,  C,,, 
(^+, ,  ...,  Ca_«  entre  les  k  relations  que  nous  avons.  En  résolvant 
par  rapport  à  C*  la  relation  obtenue,  nous  avons  l'inté- 
grale (  {5). 

Remarque  III.  —  Si,  parmi  les  polynômes  P*  des  formules  (35), 
il  en  est  un  autre  que  tQp+i  dans  lequel  t  ligure  seulement  au 
premier  degré,  nous  pouvons  faire  jouer  à  la  relation  (35)  cor- 
respondante le  rôle  joué  par  la  relation  (34). 
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III. 


9.  Considérons  le  cas  où  la  condition  i"  étant  vérifiée,  les 
conditions  2°  et  3°  ne  le  sont  pas.  Nous  supposons  que  l'équation 
caractéristique  ait  des  racines  multiples.  On  sait  (')  que,  dans  ce 
cas,  il  existe  un  changement  linéaire  de  variables,  substituant  les 
variables  y  t  aux  variables  #,-,  et  tel  que  les  équations  différen- 
tielles (i)  deviennent 

(46)       -4r  —  ^tyi-irbipi-i-ir(yx,...,y,i)        (t'as  1,2,  ...,  n). 

Nous  avons  eu  soin  d'attribuer  les  indices  de  telle  façon  que  les 
racines  égales  X;  de  l'équation  caractéristique  aient  des  indices 
consécutifs.  Les  constantes  bi  peuvent  être  nulles  ;  elles  sont  tou- 
jours nulles  pour  les  valeurs  de  i  telles  que  l'on  ait  A/ ^  A, —  1. 
Les  constantes  b[  qui  ne  sont  pas  nulles  peuvent  être  supposées 
égales  à  1 . 

Faisons  le  changement  de  variables 

(47) 

Nous  avons 


t  =  logwr, 

fi—  UTlUi. 

d-Y,'  =   1  ur, 
dt          r 

u 

dut 

dYi         \  ,  r  -, 

-^—  =  A,«'Vw/+  l>iiiri-\u 7_i  -h  \ur\ux,  ....  ur»ult  L. 

dt 

D'où 

(48)       —ry-    =    (** ;    )  M/ "H  billri-\-riUi-  t  H-  [Wl  Effl,    .  .  .  ,  Ur»  UH]t  UT  rt. 

Si  nous  voulons  que,  dans  le  second  membre  de  chacune  de  ces 
équations,  le  premier  terme  soit  le  seul  terme  du  premier  degré 
par  rapport  aux  variables  u%  //,,  ...,  un)  il  faut  d'abord  que,  si  ht 
n Csl  pas  nul,  on  ait  r,_,  >  r4\  Pour  fixer  les  idées,  nous  pren- 
drons 

//_,  as  I  H-  r,. 

(')  Voir}  par  exemple,  Gouusat,  Cours  d'Analyse^  1.  11.   •    éd.,  1».  iss 
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lOutes  les  expressions  [*/'■//, ,  ...,  ur»uH\.>  conliendronl  par 
suite  //2/»  en  facteur;  il  suffira  donc,  pour  avoir  la  forme  d'équa- 
tion voulue,  de  prendre 

ar„>  ru 
c'est-à-dire 

^  f'n  >  rH  -+-»  —  i,        rn>  n  —  i . 


n  =  ?.  n 


Nous  prendrons 

Si  nous  posons 
(•I9)  Pi=h 

nous  avons,  d'après  (4&)7 
f5o) 


n 

r 


du        u 
~dt  "  7 


/ex  dui  r  t 

(5l)  —  =  [X/U/-f-[tf,  uu   .  .  .,  Un]o. 

La  condition  i°  étant  vérifiée  pour  les  équations  (1),  on  peut 
toujours,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  n°  4,  supposer  que  les  nom- 
bres )M ,  . ..,  X,i  ont  leurs  parties  réelles  positives.  On  peut  alors 
prendre  /•  assez  grand  pour  que  les  parties  réelles  des  nombres  u.t 

soient  aussi  toutes  positives,  et  que  le  nombre  -  que  nous  pouvons 

désigner  par  jjl0  soit  inférieur  aux  parties  réelles  des  autres  nom- 
bres. La  condition  i°  sera  donc  vérifiée  pour  les  équations  (5o) 
(5i),  puisque  les  parties  réelles  des  nombres  jjl0,  t jl , ,  ...,  ku„  sont 
positives.  La  condition  20  est  vérifiée,  d'après  la  forme  même  des 
équations  (  5  1). 

Nous  ne  supposerons  pas  que  la  condition  3°  soit  vérifiée.  Si 
nous  supposons  les  nombres  X,  rangés  de  telle  façon  que  leurs 
parties  réelles  n'aillent  pas  en  décroissant,  il  en  sera  a  fortiori 
de  même  pour  les  nombres  u.,.  Un  de  ces  nombres  pL,  ne  pourra 
être  égal  qu'à  une  combinaison  des  nombres  ;jl0,  u.,,  ...,  ^-i-h 
d'indice  inférieur  à  i.  Nous  pourrons  toujours  supposer,  en  pre- 
nant s'il  le  faut  jt?=i,  que  les  nombres  jj.,,  jjl2,  ...,  ix^  ne  sont 
égaux  à  aucune  combinaison  des  nombres  ;ju 

Si  nous  appliquons  au  système  des  équations  (5o)et(5i)  la 
méthode  employée  au  début  du  n"  5,  nous  voyons  que,  pour 
chaque  valeur  de  j  =  1,  2,  ...,/?,  il  existe  une  fonction 
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vérifiant  l'équation 

u  dF.      X*.  r  .     dF 

^H)         7  dû  -Jr2à^iUi~*~^u>Uu  "",Un^dûi~ tvF==o- 


1  =  1 


Nous  allons  montrer  que  l'on  peut  écrire,  en  revenant  aux 
variables^,,  ...,ya% 

(53)  WjFj(u,  u{,  ...,  un)  =  Fj(i,yu  . . .,  yn)  ==fj(yu  ...,/»), 

identité  définissant  une  certaine  série  entière/).  Nous  montrerons 
ensuite  qu'on  a 

(54)  fj^yj+ly*  •••./»]!. 

Les  termes  de  l'expression  [u,  u{.  ...,  mw]2  qui  figurent  dans  le 
coefficient  de  - —  proviennent  de  l'expression 

OUi   r  r 

(55)  biyi-{-h[yu  ...,  yn]t 

divisée  par  urin  ainsi  qu'on  le  voit,  en  se  reportant  à   la   formation 
des  équations  (4<S)  et  (5  i).  Un   terme  my™x,  y™*,  ...,  y',""  de  l'ex- 

prcssion    (55)    fournira,    dans    le    coefficient    de    5 — >    un    ternie 

mumtu™1,  ...,  u"\n  en  posant 

(  56  )  rn0  =  m,  rx  -h  m2  râ  ■+• . . .  H-  mn  rn  —  r*. 

Partant  de  là,  nous  allons  montrer  que,  si  les  termes  de  Fy  qui 
sont  de  degré  inférieur  à  </  s'expriment,  après  avoir  été  multipliés 
par  mO",  au  moyen  d'un  polynôme  en  y,,  ...,  yw,  il  en  sera  de 
même  pour  les  termes  de  degré  q. 

Ecrivons,  en  effet,  l'équation  (5>.)  sous  la  forme 

(57)   »  ^+yw^  _  ,Jyl.-^--W--'+i;- •'•-i«^L, 

/•  ^       ^-d'        d«£       '  y  —  ur>  dut 


1=1  <=1 


r,,  y.j,  ...,  y/4  pourront  dans  le  second  membre  de  (55)  être  rem- 
placés par  leurs  expressions  (4^)«  Soit  lu1*  u1.*  ...,  u1,"  un  terme 
de  degré  inférieur  à  r/  de  F/.  Puisque  le   produit  de  ce  terme  par 

//'  esl  un  terme  d'un  polynôme  en  r,,  ...,  r„,  nous  devons  avoir, 
d'après  (56), 

(58.)  /,,  —  /,  /•,  -+-  /../•.  ■+-. .  .-h  /„/•„  —  r/. 
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Les  termes  du  seeond  membre  de  (5-)  fournis  par  le  terme  que 
nous  venons  de  considérer  sont  les  termes  de  l'expression 


./„ 


ri 

/V  h-yi  >  +  [y y*]*  i  i  i       / 

I    7 S !_  h  n'ait'}  .  .  .  ll'r 

Jmà  Wi  »  ' 

i-  1 

qui  peut  s'écrire,  d'après  (58), 

n 

—  0?< btyt-x  +  [jki, ynh) hyl{ . •  ■  y1* >.-}■',,•  "ri. 

Il  en  résulte  que,  lorsqu'on  déterminera  les  termes  de  degré 
(/  de  Fy,  en  identifiant  dans  les  deux  membres  de  (55)  les  termes 
de  degré  q,  on  ne  pourra  obtenir  que  des  termes  qui,  multipliés 
par  urjj  s'exprimeront  en  fonction  entière  dey,,  ...,  yn, 

Pour  q  =  2,  les  termes  de  Fy  de  degré  inférieur  à  2  se  réduiront 
à  iij,  nous  avons  urjUj  =  ry.  Il  résulte  donc  bien  de  la  propriété 
démontrée  que  W'iFj  est  une  série  entière  en  yK,  ...,  yn.  Un 
terme  tu/ou\l,  ...,  wj;*  de  Fy  peut  s'écrire  d'après  (58)  ly'^  ...,y^u  r/$ 
nous  avons  donc  bien  l'égalité  (53). 

Pour  démontrer  que  fj  n'a  pas  d'autre  terme  du  premier  degré 
(pie  le  terme yy,  faisons  les  remarques  suivantes  : 

l°  Un  terme  Ciyi  de  /y,  provient  d'un  terme  ausUi  de  Fy,  nous 
aurons  donc  d'après  (53)  et  les  valeurs  de  /*,  et  rj 

s  =  n—  rj=  j  —  i. 

Ceci  montre  d'abord  que  l'on  doit  avoir  i~j\  et  ensuite  que, 
pour  obtenir  les  termes  du  premier  degré  de/y,  il  suffit  de  cher- 
cher les  termes  de  F/ qui  sont  de  la  forme  c,«-/"'«/,  c'est-à-dire 
les  termes  où  //,,  ...,  un  figurent  au  premier  degré. 

2°  Si  l'on  considère  un  de  ces  termes,  la  somme  des  termes 
semblables  qui  figurent  dans  (52)  doit  être  identiquement  nulle. 
Si  nous  remarquons  (pie  dans  (02)  tous  les  coefficients  des  déri- 
vées de  F  contiennent  «,,  ...,  un  au  moins  au  premier  degré,  nous 
voyons  que,  pour  obtenir  dans  (52)  les  termes  du  premier  degré 
en  //,,  ...,  uny  il  suffit  de  considérer  les  termes  du  premier  degré 
en  u%}  ...,  un  dans  F  et  dans  les  coefficients  des  dérivées  de  F. 

3°  Pour  /    />.  on  a  0i  =  o.   En  effet,  nous  avons  dit  à  propos 


—  351  — 
de  (46)  ^lie7  s^  bi  esl  différent  de  o,  on  a  X/=Xî —  J,  c'est-à-dire 


1 

m  =  ^t,--i  -t — :>       fx,  =  fx0  -4-  ;-t/  1 . 


Contraire  ment  aux  hypothèses  faites,  un  des  nombres  u(, 
u2,  ...,  \J*p  serait  égal  à  une  combinaison  des  nombres  u.,  si  un  des 
nombres  Z>t,  ...,  bp  n'était  pas  nul. 

En  utilisant  les  trois  remarques  précédentes,    on  voit  que  les 

termes  de  Fy  qui  sont  du  premier  degré  en  «,,  ...,  u„  vérifient 

l'identité 

/ 

2j  (  ~" y~  +  W  —  lxj)  c'  llj~  '  ll>  =  °- 


t  =  1 


11  en  résulte  que  tous  les  coefficients  a  sont  nuls,  à  l'exception 
de  Cj :  qui  reste  arbitraire  et  que  nous  prenons  égal  à  1.  Le  seul 
terme  du  premier  degré  de  fj  est  bienyy. 

Fy  vérifiant  l'équation  (02),  on  en  déduit  ('),  en  se  servant  de 
l'identité  (53)  et  en  revenant  aux  variables  y^  ...,y,n  que  fj 
vérifie  l'équation 

n 

(59)  ^  {hpi-h  ^/V-i+  [./!>  ■  ••>  yn]%)-£T  —  hfj=°' 

Si  nous  raisonnons  alors  comme  aux  nns  3  et  5,  on  voit  que,  si 
l'on  fait  le  changement  de  variables, 

(Go)    zj  =  fj(yu  ..-,yn)  =  yj-±-\y\,  "-,yf>h       (y'  =  >,2,..../)i, 

les  équations  (46)  seront  remplacées  par  les  équations 

(Ci)  ^L-\jZj      (y  =  1,2,. ,.,/>). 

(1  y  i- 
(">    -gj-  =  ^kyk=gk(*\,  ...^z^yp+u  ...fyn)      (*=/>H   1 /m, 

où  gp+\i  ,n/'+25  •  ••>  A'//  sont  des  séries  entières  sans  ternies  cons- 
tants, dont  les  termes  du  premier  degré  se  réduisent  respecti- 
vement à  bp+{  zpy  br+-2yp+i, b„yn   ,. 


(')  On  pcul  remarquer  (jue  (5a)  exprime  que  ('"■k,'l'  esl  une  intégrale  «lu 
système  (">o),  (5i);  il  en  résulte  que  d'après  (53)  et  (  I9)  <•  '  '/,  esl  une  intégrale 
du  système  (46),  <l'où  l'équation  (5q), 
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D'après  ce  que   nous  venons  de  voir,   il  existe   pour  s  =  p  un 
changement  de  variables 

(63)  zJ=fj(yl,  ...,jk„)     -  vy4-[j„  ...,7„]ï         (y  ^=1,2,  ...,*) 

qui  ramène  le  système  donné  (4(>)  au  système  des  équations 

di  ■ 

(64)  -gf  »***/-+- ?/(*i.  ...»  ^y-i)        (y  =i,a,  ...,s). 

(65)  ^  =  X*jr*-t- j>*(.si,  .  ..,-s«^s-i,  ...,  j/0        (#  =54-1,  . ..,  n), 

où  les  'jy  et  les^  s°nt  respectivement  des  polynômes  et  des  séries 
entières.  De  plus,  les  termes  du  premier  degré  de  ©y  se  réduisent 
à  bjZj  et  ceux  de  g  h  se  réduisent  à  bs+\  zs  pour  k  =  s -\- \  et  à 
[)kyk  (  pour  /» -=«ç  +  3,  ...,/?.  En  efï'el,  en  prenant  pour  s  =/> 
tous  les  polynômes  ©y  identiquement  nuls,  nous  avons  bien  établi 
la  propriété  énoncée  pour  s  =  p.  Nous  allons  montrer  que,  si  cette 
propriété  est  vraie  pour  une  valeur  de  5,  elle  est  vraie  pour  s  -f-  i . 
Faisons  le  changement  de  variables 

(60)  (*/=«'<,,  (,•  =  .,. .). 

/  y,.  =  Wk  Uk         ( k  =  S  -f- 1,  . . . ,  n)\ 

les  équations  (64)  et  (65)  prennent  respectivement  la  forme 

(67)  ~^~  =  fx>Py-+-*y(»,  vu  .  ..,  t'y-,), 

(68)  —j[-  —  V-kUi£+  G/,(«,  vu  •  • .,  ^ï  m*+i,  •  •  -,  a,r), 

en  posa  ni 

(69)  u'ityjiu,  vu  ■•  -,  *V    l)  =  <Py (*],•••>  */-t), 

C  70 )     ici  G*( m,  fi ,  •  • . .  vs .  Wjf+i ,  . . . ,  un )  =  g,c(zu  . . . ,  *„  r.ç-+-i ,  . .  • , yn)> 

Cherchons  à  déterminer  une  fonction 

l\,.     ,( '//.  e,.   .  .  .,  1,.  Us+U  ....  Un)  =  ^,-+-1-+-  [Uj  Pi,  ..  .,  r,-,  K,+, UM]| 

et  un  polynôme  *Ps+\  (#j  r»?  •  ••>  *'*)  de  manière  à  vérifier  l'équa- 
tion 

.9  « 

(71; h  >  (  Uy  Py  -+-*/) H     >     (  Pt*  Uk  H-  G/,) .a,H_i  r  =  **4.|- 

w        r  du      —  Ji  dvj        —     '  <*//* 

.V  =1  /.  ■  =  S  -4-  1 


—  353  — 
Nous  écrirons  cette  équation 

u  dV      x^  oV       x^ 


,       .  u  01        ^1  OV         V*  oV  r 

Àmà     J  Ov;        jH         Ou,, 


Raisonnons  comme  nous  l'avons  fait  au  n"o  sur  l'équation  (i  i). 
Si  nous  supposons  que  (l>^,  soit  identiquement  nul,  nous  serons 
arrêtés,  en  général,  par  une  impossibilité  dans  la  détermination 
des  termes  de  F,.  En  effet,  si  nous  avons 

(73)  V«+i=  y  -t-?i  Ht -+-.-.. -H  V*?* 

lorsque  nous  voudrons  déterminer  le  coefficient  du  terme 
i/'/.cJ1,  ...,  vp  de  Fs+i  la  somme  des  coefficients  des  termes  sem- 
blables sera  nulle  dans  le  premier  membre  de  (72),  tandis  que 
dans  le  second  membre  elle  sera  égale  à  un  nombre  —  a.  Si  au 
contraire,  nous  introduisons  dans  $>s+i  UI1  terme  ttuftp^1,  . ..,  vp} 
cette  impossibilité  ne  se  présentera  pas  et  nous  pourrons  choisir 
arbitrairement  le  coefficient  du  terme  considéré  de  FJ+1.  Pour 
simplifier,  nous  le  prendrons  nul.  En  déterminant,  comme  noib 
L'avons  fait  dans  les  cas  analogues,  des  termes  de  degré  de  plus  en 
plus  élevé  de  FJ+t,  nous  serons  ainsi  conduits  à  déterminer  en 
même  temps  des  termes  de  *l>.v+,.  Nous  conviendrons  de  11  intro- 
duire dans  <!>,+  ,  que  les  ternies  qu'il  est  strictement  nécessaire 
d'introduire  pour  vérifier  L'équation  (71). 

Nous  allons  montrer  que  ¥5+i  et  <I>v+i  possèdent  les  deux  pro- 
priétés signalées  pour  F/  lorsqu'on  a  y'  <  p.  On  a 

1    W'+t&t+itU,  l>,,  ...,  t>i)  =  «Ï».v4-i(  1,  -1 *o)    _-  'f.v  l(*1 a 

=  *Vm(  1,  Pi,  .  . . ,  r.v,  us  f  1 ,  u„  )  =  \fs  ■  !  <  Z[ c,.rs- .  1 ,  . . .,  y H  >. 

identités  définissant  'jv+)   et  /'ç+.(  et,  de  plus,  les  termes  <le  degré 
minimum  de  cç+,  et  /v+1  sont  respectivement  bs+\  s^  et  v>  +  ». 

La  première  propriété  s'exprime  en  disant  que,  si  L'on  multiplie 
par  u'g+i  un  terme  de  Ff+)  <>u  de  <l»ff( ,  on  obtient,  en  tenant  compte 

des  formules  (66),  un  monôme  entier  en  zt zS}  y$+\ ) 

(.riic  propriété  est  évidente  pour  le  terme  du  premier  degré  de 

XL.  '   1 
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Fs+\  puisqu'on  a  //'  l us+i  =  y$+i .  Pour  montrer  qu'elle  est 
vraie  pour  tous  les  termes  de  Vs+,  et  de  (I\f+i,  nous  n'avons  qu'à 
raisonner  pour  l'équation  (71)  comme  nous  lavons  fail  pour 
L'équation  (52)  et  à  nous  servir  des  relations  (^9),  (70)  et  (- \  ». 
Nous  montrerons  ainsi  que  les  tenues  successifs  qui  s'introduisent 
dans  l'expression 

(  :  >  )  >  *y  -5 h  >  G/,  — - 

~m  OVj  +md  Ollfc 

qui  figure  dans  le  second  membre  de  (72)  jouissent  tous  de  la 
propriété  indiquée.  Il  en  est  donc  de  même  des  termes  de  F.T+I 
puisqu'on  les  détermine  par  l'identification  des  deux  membres 
de  (72).  Les  termes  de  *l>v+,  qui,  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  sont 
égaux  à  certains  des  termes  de  (7.*))  jouissent  donc  aussi  de  la  pro- 
priété indiquée.  La  propriété  exprimée  par  les  égalités  (74)  est 
donc  démontrée. 

Pour  démontrer  que  les  termes  du  premier  degré  de  vs+i  <tyv+, 
se  réduisent  bien  aux  deux  termes  indiqués,  utilisons  les  deux  pre- 
mières remarques  employées  dans  la  démonstration  analogue  rela- 
tive à  J'j  pour j^p.  Désignons  respectivement  par 


l'ensemble  des  termes  du  premier  degré,  en  c4,  ...,  vs,  MJ+f,  ...,  ///( 
de  ¥s+\  et  <&s+i'  L'équation  nous  fournit  I  identité 


bs+iUVs-t-?( 


jLà\       , 


s  -+-  1  —  / 


t—\ 


+^c/6/M*+»-^j  1  =2LiaiUs+l-ivt. 


1=  i 


Les  coefficients  Ci  et  ai  ne  sont  assujettis  qu'à  vérifier  cette  iden- 
tité. De  plus,  d'après  les  conventions  faites  dans  la  détermination 
de  Fs+{  et  de  $,+l,  nous  devons  prendre  ces  coefficients  égaux  ;»  0 
toutes  les  fois  qu'il  sera  possible  de  le  faire.  On  voit  ici  qu'on  <!<>h 
prendre  fl5=  bs+\  et  qu'on  peut  prendre  égaux  à  o  tous  les  coeffi- 
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cients  c,,  .  . .,  cs,  a,,  . . .,  as_{ .  Nous  avons  bien 


(76) 


<P*+l  =  ^.f+l,  £s-h[z^  ....  3,  |-2, 


F.ç+,  vérifiant  l'équation  (71),  on  en  déduit,  en  revenant  aux  varia- 
bles 3,,  ....  Zsifs+ti  •  •  -<>yn  et  se  servant  de  (7/j)  et  (49)  que/,+l 
vérifie  l'équation 

s  n 

(77)  2/*/*/-+-*/)gf:  "^   ^  O^icyi^yk)-^—  h-t-if=9*+i. 

j  =  1  /.■  =  s  + 1 

Si  nous  raisonnons  alors  comme  nous  l'avons  fait  au  n°  o,  on 
voit  que  si  l'on  fait  le  changement  de  variable 

(78)  *.v+i  =  /*+i(*t,...>'5s,^+ii-->>.r»)—  y*+i-+- [-i.---,r.v^'.v+i ynh 

la  première  des  équations  (65)  est  remplacée  par  l'équation 


tt5,v-Hl 


les  équations  suivantes  ne  changent  pas  de  forme,  zs+\  y  figure  au 
lieu  de  jk.vo-i  ,  les  termes  du  premier  degré  des  gk  ne  changent  pas. 

L'ensemble  des  deux  changements  (63)  et  (78)  équivaut  à  un 
changement  de  variables  de  la  forme  (63),  j  prenant  les  valeurs 
1,  2,  ...,  s-hi.  Il  donne  un  système  d'équations  (64)  et  (65)  où 
s  est  remplacé  par  ,v  +  i,  les  polynômes  Oj  et  les  séries  gi  avant 
les  termes  du  premier  degré,  que  l'on  a  indiqués. 

Le  changement  de  variables  (63),  dont  nous  avons  parlé,  existant 
pour  5  =/?,  existera  pour  s  =  />  -+- 15  p  -+•  a,  . . .,  n.  Pour  s  =  //  ce 
changement  ramène  les  équations  (^6)  à  la  forme 

**Zl  -v 

-^-  =  a,-,  jj-+-  «1(^1,  . . .,  Zi  ,  1        (1=1,2 n). 

Nous  pouvons  donc  énoncer  dans  le  cas  III,  où  la  condition  afl 
//  est  pas  vérifiée,  le  même  théorème  que  dans  le  cas  II.  n"  5. 
En  complétant  les  démonstrations  qui  précèdenl  par  les  remarques 
qui  vont  suivie,  nous  arriverons  à  l'énoncé  du  théorème  \  (n°2). 

toutes  les  conséquences  <|u<%  nous  avons  tirées  de  ce  théorèrtie 
dans  l<>  (\is  ]|   :    intégration   des   équations,    développements   de 
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M.  I loi n,  intégrales  de  Poincaré  et  de  M.   Lindelôf,  s'étendent 
sans  modification  au  cas  111  où  la  condition  2°  n'est  pas  vérifiée. 

Remarque  I.  —  D'après  le  théorème  que  nous  avons  invoqué 
à  propos  de  la  convergence  de  la  série  fp+x  vérifiant  l'équation  (i 5), 
il  est  évident  que  la  série  F.s+,  est  convergente  si,  r{  et  r/  élant  des 
nombres  assez,  petits.  Ton  a 

(79)  |«liVi        \<>j\^        \uk\lri, 

mais  il  peut  ne  pas  paraître  évident  qu'il  existe  un  nombre  t  tel 
«pie  la  série  fs+{  soit  convergente  si  l'on  a  |  Zj  |  <  e  et  |  y^  |  <  e. 
L'objection  peut  être  levée  en  montrant  que  l'on  peut  prendre 
t/=  i  et  que  d'après  (74)  la  série  fs+i  sera  convergente  si  l'on  a 
|  s/I^tj,  |  j>'a  I  ^^j.  H  est  plus  simple  de  raisonner  de  la  façon  sui- 
vante. On  peut  toujours,  en  prenant  un  nombre  s  assez  petit, 
cboisir  des  nombres  m,  c/,  11^  vérifiant  les  conditions  (79)  et  tels 
que  les  valeurs  correspondantes  de  Zj  et  y^,  données  par  les  for- 
mules (()6),  soient  zK  =  z->  =  ...=z  zs  =  ys+\  —  ...=  y „=  s.  La  série 
ur*+i  Fs+t  étant  convergente  pour  ces  valeurs  de  m,  cy,  //*,  tous  ses 
termes  seront  inférieurs  en  module  à  un  nombre  fixe  M.  Il  en  sera 
donc  de  même  des  termes  de  la  série  fs+l  et  celle-ci,  d'après  une 
généralisation  connue  du  théorème  d'Abel,  sera  convergente  pour 

lsj\<h  l7*l<e- 

Remarque   II.    —    Considérons   un    terme   au?'  ii'{<  . . .  u'(t   du 
polynôme  (l\f+l . 

Nous  avons  l'égalité  (73) 

<  80  )  \is+i  =  2£  -+-  qx  >Xi  -h  .  .  .  ~  qs  ps. 

Ce     terme     multiplié     par     ur*+t     devant     donner     le     terme 
, .  z'{<  du  polynôme  »,+1,  nous  aurons,  d'après  (56), 


1  j 


I  s  1  )  Çq  =  q\  n  H- . . .  -+-  qs  rs  —  rg+ï. 

Si  dans  (80)  nous  remplaçons  les  u  par  leurs  expressions  |  [9) 
et  si  nous  nous  servons  de  (Ni),  nous  obtenons 

a, •.  ,  -  y,  a,  -- .  .  .n-  qs\s. 
Les  seuls  tenues  qui  figurent  dans  le  polynôme  ^s+{  sont  les 
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termes  az\is\*  ...  zq*  pour  lesquels  l'égalité  (82)  est  vérifiée 
Lorsque  nous  aurons  déterminé  toutes  les  égalités  possibles  de  la 
forme  (82),  nous  connaîtrons  la  forme  du  polynôme  sv+, ,  il  ne- 
restera  plus  qu'à  déterminer  ses  coefficients.  Nous  (nous  donc 
bien  la  loi  de  formation  des  polynômes  <p,  indiquée  dans 
l'énoncé  du  théorème  A.. 

Remarque  III.  —  Dans  le  cas  If,  la  somme  y,  4-  q2-+-  ...  —  y, 
des  entiers  figurant  dans  l'égalité  (82),  doit  être  au  moins  égale  à  2  ; 
les  polynômes  ©/  ne  contiennent  jamais  de  termes  du  premier 
degré.  Dans  le  cas  IN,  c'est  la  somme  q^-k-  q\  •+-  . .'.  +  qs  qui  doit 
être  supérieure  à  1  et  qK  H-  ....•+-  qs  peut  être  égal  à  1.  Si  la  con- 
dition 2"  n'est  pas  vérifiée,  certains  des  polynômes  ©,  contiennent 
toujours  des  termes  du  premier  degré.  Nous  avons  vu  que,  si  b\ 
n'est  pas  nul  dans  (4^)>  ®i  contient  le  terme  biZi_t.  On  voit 
encore,  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  que  chacun  des  polynômes 
©i  contient,  au  plus,  un  terme  du  premier  degré  :  le  terme 
biZi_<. 

Remarque  IV  —  Si  la  condition  3°  est  vérifiée,  les  polynômes 
0/  ne  contiennent  que  des  termes  du  premier  degré,  et  Ton  obtient 
la  forme  réduite 

-~  =  X/S/+  biZi-u         i  =  2,  . . .,  n). 

Remarque  V .  —  A  peu  près  tous  les  raisonnements  de  ce  n°  9 
ont  eu  pour  objet  la  démonstration  de  l'existence  d'une  solution^ 
de  l'équation  (71)  lorsqu'on  choisit  convenablement  ©y.  L'exis- 
tence de  cette  solution  avait  été  démontrée  au  n°5,  dans  le  cas  où 
tous  les  bi  sont  nuls.  La  méthode  que  nous  avons  suivie  nous  a 
démontré,  par  une  voie  détournée,  qu'une  pareille  solution  existe 
dans  tous  les  cas. 

IV. 

10.   Dans  le  cas  où  la  condition  1"  est  vérifiée,  les  formules    is 
(pu  expriment  les  j/,  en  fonction  des^j,  mettent  en  évidence  que, 
pour  étudier  toutes  les  solution  du  système  (1)  ou  du  système  1  1'»  . 

telles  (pie  les  valeurs  absolues  des  77  ou  des  v,  soient  suffisamment 
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petites,  il  suffit  d'étudier  loules  les  solutions  du  système  réduit 
(19),  (20),  telles  que  les  z{-  prennent  des  valeurs  assez  petites.  Les 
développements  <le  M.  Nom  ou  les  intégrales  de  MM.  Poincaré  et 
Lindelof,  qui  donnent  la  solution  générale  du  système  (19),  (20) 
pour  \zi\  assez  petit,  donneront  doue  la  solution  générale  du 
système  (1)  ou  du  système  (46)  pour  |  x, -|  ou  |  y,  ]  assez  petits. 

Nous  n'aurons  pas  un  résultat  aussi  complet  lorsque  la  condi- 
tion i°  n'est  pas  vérifiée.  Nous  pourrons  seulement  trouver  un 
certain  nombre  de  catégories  de  solutions,  dépendant  chacune  d'un 
certain  nombre  de  constantes.  Ce  résultat  a  déjà  été  établi  par 
MM.  Picard,  Poincaré,  rlorn,  LiapounofT,  sous  diverses  formes  et 
dans  des  cas  plus  ou  moins  étendus.  On  pourra  comparer  la 
méthode  que  je  suis  avec  la  méthode  employée  par  Poincaré  dans 
le  Mémoire  cité  du  Tome  Xllï  des  Acla. 

Considérons  une  droite  D  passant  par  l'origine  et  ne  rencontrant 
aucun  des  points  X/.  Cette  droite,  puisque  la  condition  i°  n'est 
pas  vérifiée,  laissera  p  points  Ai,  X2,  ••-,  \p  d'un  côté  et  n — p 
points  Xy,_i,  ...,  Kn  de  l'autre  côté.  Nous  pouvons  toujours  sup- 
poser, comme  au  n°  4,  que  les  nombres  Aj,  A_>,  ...,  Kp  ont  leurs 
parties  réelles  positives,  tandis  que  les  nombres  A^,  ...,  \n  ont 
leurs  parties  réelles  négatives.  Nous  pouvons  également  toujours 
mettre,  par  un  changement  linéaire  de  variables,  les  équations  (1) 
sous  la  forme 

avec 

A/=6/iy*_i-+-|>i?  .>>,yP,yp+i,  ...,yt,Yi- 

Nous  considérerons  successivement  les  trois  cas  suivants  : 

A.  Cas  particulier  où  la  condition  suivante  est  remplie  : 
Condition  (ci).  Toutes  les  séries  A/;+),  \p+n  . . .,  A„  sont  iden- 
tiquement nulles,    lorsqu'on   y    fait  yp+i=yp+2=  .  . .  =  yn=  o. 

B.  Cas  où  la  condition  (a)  n'est  pas  vérifiée,  mais  où  la  condi- 
tion suivante  est  vérifiée  : 

Condition  (  b).    Tous  les  nombres  b{,  62,  . ..,  bp  sont  nuU. 

C.  Cas  où  ni  la  condition  (a),  ni  la  condition  (b)  ne  sont  véri- 
fiées. 
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11.   Cas  A.  —  Les  équations  (83)  seront  vérifiées,  si  l'on  prend 

yi>+i=  J'p  2  =  .  •  .=  y,t  —  o, 
tandis  que y^  J'-i-,  --typ  vérifient  les  équations 

-%f  =hPj-t-  -Mrn  ..-i^i  °i  °)        C/  =  !i  *i  ••••  /"• 

La  condition  i°du  n"  2  étant  vérifiée  pour  ce  système,  sa  solution 
générale  a  été  obtenue;  ys.  . . .,  yp  seront  donnés  par  exemple  par 
des  développements  procédant  suivant  les  puissances  des  quantités 
0,^'',  Cje*»f,  ...,  Cpé^p*,  les  G  étant  des  constantes  arbitraires. 
Les  coefficients  de  ces  développements  peuvent  être  des  polvnomes 
en  t,  si  certains  des  Xy  sont  égaux  à  des  combinaisons  d'autres  Xy. 

Cas  13.  —  Nous  allons,  par  un  changement  de  variables,  ramener 
ce  cas  au  précédent.  Faisons  le  changement 

W)     y'k=  yi—  A(y\,  --.<yp)       f^=jo  +  i)/>  +  2,....,n). 

JNous  avons 

Remplaçons,  dans  le  second  membre  de  ces  relations,  Va  par 
yk~\-fk  et  exprimons  (pie  chacun  de  ces  seconds  membres  est 
identiquement  nul  pour  yp+{  =J/»+2:=  •  •  •  —  y'/l==  °-  Gela  revient 
à  exprimer  que  le  second  membre  de  (8.*))  est  nul  lorsqu'on  rem- 
|>la,-ejKA  |)ar.A-  On  a  donc 


/' 


I  8<i 


avec 


V  l X,  yj -\-  kj (y{ ypyfp+x,  ....  fn  )J  ±^  -  W* 

=  Aa(^i,  . . . ,.) ,,,  ./',,-♦- 1,  ...,/„i       (/.=/>-+-! n) 

A./=  L>'i yt>,  fPA  i,  • .  -,  fn  |i        (i  =b  i,  a w  '. 


Nous  avons  ainsi  //  — p  équations  aux  dérivées  partielles  pour 
déterminer  les  //  — p  fonctions fp+nfp+2i  •••</«• 

On  pourra  toujours  vérifier  ces  ('(/nations  au  moyen  de  séries 

entières   en  y{)  .. .,  yp   convergentes  lorsque  les  earial>les  smit 
assez  petites.   En  effet,  si  Ton  suppose  détermines  les   termes   de 


—  360  — 

degré   inférieur  à  q  des  séries  fp+\<>  •••,/«  et  si  l'on  veut  déter- 
miner un  terme 

^  ///,,/w.: "/,,./  i     i/j      *        J  p' 


de  /a,  on  obtiendra,  en  Identifiant  dans  les  deux  membres  de  (M), 
les  ternies  semblales  au  terme  considéré, 

(87)         (/HiXt-f-  //i2A2-i-.  .  .H-  m ,,),,,—  \k)0,ni,mi,...,mp  =  P/n,,/», »/,„ 

P„  OT m  étant  une  fonction  connue  des  coefficients  des  A*  et 

des  coefficients  déjà  déterminés  des  fh.  Les  termes  de  moindre 
degré  de  la  série  //,  seront  semblables  aux  termes  de  moindre 
degré  de  la  série  Afdyt1  ...,yp,  o,  ...,o).  Le  coefficient  de 
chacun  de  ces  termes  s'obtient  par  une  égalité  de  la  forme  (8~), 
dont  le  second  membre  est  le  coefficient  du  terme  de  A/;  (yn  ..., 

y-, o,  ...,  o)  semblable  au  terme  considéré.  Dans  l'égalité  (87), 

le  coefficient  »tlXi  ■+-  /w2X2  +  . . .  -h  mp\p —  A*  n'est  jamais  nul, 
car  les  parties  réelles  des  différents  termes  mt\t,  m2X2,  ...,  mp\p 
et  —  Kh  sont,  par  hypothèse,  toutes  positives. 

Les  séries  fk  ainsi  obtenues  sonl  convergentes.  Soit  z  la  pins 
petite  des  parties  réelles  des  nombres  X,,  ...,  Kp,  — X/>+u 
—  A^+2,  .  ...  — X».  Nous  avons 

( 88  )  |  mtXi  -h . .  .-h  mp\n  —  Kk  |  >  t(mx  -\-  /ws-h. .  .-h  m p  ), 

car  le  module  d'une  quantité  est  supérieur  à  sa  partie  réelle  et  de 
plus  nous  diminuons  certains  des  termes  réels  en  remplaçant  ces 
termes  par  les  termes  correspondants  du  second  membre.  Dési- 
gnons ensuite  par 

M  iyx  -+-...-+-  y„  -f-  /„+,  -4-  .  . .  -f-  /„  )3 
1  —  >',  —  ...  —  y,,  -h  /p-Hi  -H. .  .H-  /„ 


une  fonction  majorante  commune  aux  diverses  séries  Aj  (^,,  .... 
ypifp+i*  •••>/«)•  Les  termes  des  séries  /*  seront  inférieurs  en 
module  aux  termes  correspondants  des  fonctions  Y\  qui  vérifient 
les  équations 

'y    r   dFk  _      M(ji  -h.  .  .-f-^/.H-  F ,,_+,,  -h.  .  .- 

JL*J  dyj   "      i  —  yi-+-...-hyP-h  FP+1H-.. 

/  =  i  : 


—  361  — 

Il  est  évident  que  ces  diverses  fonctions  F  seront  identiques  et 
seront  égales  à  une  fonction  F  (m)  dépendant  seulement  de  la 
somme 

yi  +  y*-*-.---*- y  P=  ». 

Cette  fonction  F  (m)  vérifie  l'équation  différentielle 

dF        M(  u  -+-  a  F  )*  /  oT  \ 

£"  :7~  =  — — 5"     I  +  (/T_  )» 

«m  u-^qY    \         J  ait  / 

i 3 — 

/• 

où  nous  posons  q  =  n  —  p.  Cette  équation  s'écrit 

[^-i("7F>  -  M?("  +  ?F  >']  S  =  M("-t-?F)' 

et  admet,  d'après  un  théorème  connu  de  Briot  et  Bouquet,  une 
solution  F  (m)  holomorphe  et  nulle  pour  a  =  o.  Cette  série  F 
étant  convergente  pour  u  suffisamment  petit,  les  séries  f^  seront 

aussi  convergentes,  lorsque  le  module  des  quantités^,,  ya yp 

seront  suffisamment  petits. 

Si  nous  faisons  le  changement  de  variables  (84),  les  équations 
(83)  deviendront 

dyi    _ -  r  l  '    I 

~3£"  —  hi?j ~*~  vy t »  •  •  •» ypiyp+n  •••»^«j*i 

Les  équations  (<S(j)  sont  identiquement  vérifiées  en  prenant 
V^+»  =j'p+2=  •  •  •  ==y,l  —  °'j  nous  sommes  donc  ramenés  au  cas 
où  l'hypothèse  (a)  est  vérifiée.  Nous  chercherons  les  solutions 
pour  lesquelles  on  a  yP+\  =  Yn+>i  =  . . .  =  yn  =  o  et  par  suite» 

y  pn  —  y  pu  — :  •  •  •  —  y  m 

(f  y 

I «*°  i        ~-  =  \jyj  --  [y i ,  . . . ,  j*,  o . . . o  |,        (  /  -t-  i .  a p), 

y*i.Y'2->  •  •  ">  yp  s'exprimeront  au  moyen  de  développements  pro- 
cédant suivant  les  puissances  des  />  quantités  C|€A>' Cpé* 

Nous  avons,  d'autre  part,  pour  les  solutions  que  nous  considérons, 
yA.=  o  (A*  =  />  -f-  i ,  ....  n)  ;  nous  aurons  donc,  d'après  (8  [), 

(90  yk  =  fk(y yp)      (k=p  +  \ »), 
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et}  par  suite,   les  n   variables  ys ,  y.2l  .  ...  Yn  seront  exprimées  au 
moyen  de  développements  contenant p  arbitraires. 

Si  nous  considérons  l'espace  à  n  dimensions yt^y^  ...,y,t,  les 
courbes  intégrales  que  nous  obtenons  ainsi  forment  une  famille 
dépendant  de/>  —  i  paramètres,  car  on  peut,  comme  nous  l'avons 
remarqué  ailleurs,  faire  C,  =  i  sans  modifier  ces  courbes.  Toutes 
les  courbes  ainsi  obtenues  sont  situées  sur  les  multiplicités  à  /> 
dimensions  représentées  par  les  équations  (91). 

Cas  C.  —  Supposons  enfin  (pie  l'hypothèse  (  b)  ne  soit  plus 
vérifiée.  Nous  ferons,  comme  au  n°  î),  le  changement  de  variables 

(  92)  /  =  logM7',        yi=  uv*Ui         (  r,  =  2/1  —  i  ). 

Les  équations  (83)  deviennent 

I  93)      -jj-  =  fXzMi-h  B/(  u,  uu  . .  .,  u,„  up+u  . . .,  un)     (i  —  1,  2,  ....  n  1, 

les  B/  sont  des  séries  ne  contenant  ni  termes  constants,  ni  termes 
du  premier  degré,  et  l'on  a 

uriBi(u,  ux,  ...,  un)  =  Ai(yu  •••jJK«)i 


On  peut  donc  supposer  /•  assez  grand  pour  que  les  nombres 
pti,  ..  .,  u.p  aient  leurs  parties  réelles  positives.  Les  parties  réelles 
des  nombres  [*/>+!•  •  •  -,  u.«  sont  évidemment  négatives.  La  condi- 
tion (b)  étant  vérifiée  pour  les  équations  (()3)  auxquelles  nous 
adjoignons  l'équation 


du 


les  résultats  obtenus  dans  le  cas  13  nous  montrent  que  nous  avons 
des  solutions  de  ce  système,  pour  lesquelles  ;/,,  u2,  ...,  un  seront 
développables    en     séries    procédant    suivant    les    puissances    de 

e'*,  (Mr'.v,  ...,  Cpe^r(  ;  les  coefficients  de  ces  développements 
peuvent  être  des  polynômes  en  /.  11  résulte  alors  immédiatement 
des  formules  (92)  que^i,  V2,  ...,r„  seront  exprimés  par  des 
développements  de  même  forme  dépendant  des />  constantes  arbi- 
traires C|,  ....  Qtp. 
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Montrons  <j ne,  pour  les  solutions  ainsi  obtenues,  nous  avons 
nlre  les  y  des  relations  analogues  aux  relations  (91.). 

Pour  démontrer -l'existence,  pour  les  équations  (<j3),  des  solu- 
ions  considérées  nous  introduisons,  conformément  à  ce  (jue  nous 
vous  fait  dans  le  cas  B,  de  nouvelles  variables  u'p+i,  .  ..,  u'n 
éfinies  par 

[)4  )  Uk  =  ///,  —  F/,(  M,  M, ,    .  .  . ,    Uj,), 

l  nous  considérons  toutes  les  solutions  pour  lesquelles  on  a 

lf  P+l  =  up  -VI  =  •  •  •  =  M/i  =  o. 

Les  fonctions  F*  sont  des  séries  entières  vérifiant  les  ?i — p 
ouations 

v 
|5)     -  -fa-'*'  2**-  JUJ       j  u'  ""  ""'  u'"    /'H~"  ""'    n"âû~  ~    '    ' 
=  Ba(m,  uu  ...,  k#j,  F/J+i,  ...,  F„). 

Les  raisonnements  (pie  nous  avons  faits  pour  l'équation  (Vf) 
appliquent  sans  modifications  aux  équations  (90)  et  nous 
îontrcnt  qu'on  a 

unF,ju,  m,,  . ..,  «,,)  =  FA(i,jKi,  ->>,yp)=fk{yu  ...,„>>). 

lentité  définissant  la  série  entière  y*.  On  a  donc,  d'après  ({){), 

)4')  urku'k=yk  —  fA(yi,>--,yP)        (k=p-hi,  ...,  /i)t 

'p+\i   u1 1 >+•>•,    •••,   u! n  étant  nuls  pour  toutes  les  solutions  consid- 
érées, nous  aurons,  pour  toutes  ces  solutions,  les  relations  (91) 

)<>)  yu  =  //.  (71 ,  •  •  •  •  yP  >        l  k ■  —  p  -;-  1 ,  . . . .  m. 

Remarque!. —  Le  coefiieiènt  0p+i  du  terme  l>r+\  Ypàe  \r ,<  esl 

ni,  car  on  a  toujours  À«.|p^À».   lien  résulte  que  //,(  v, 1  /(  1 

e  contient  pas  de  termes  du  premier  degré.  Dans  le  cas   l>.  nous 

oyons  en    effet  que  les   expressions    A*(v«- y-i .'/"  ° °) 

e  contiennent   pas   de    ternies   du    premier   degré.    Il    en   sera   de 
lème  pour /a,  puisque  les  Ici  mes  de  moindre  degré  de  //,  sont  sein- 

labiés  aux  termes  de  moindre  degré  de    V /,  (  >  , r,, ,  o,  .  .  . ,  o  > . 

tans   le   cas   C,    les   expressions    B*(ri,  tl4 u r*  0p+\ O»), 
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où  kz=p-\-  \,p  4-2,  . ..,  /*,  ne  contiennent  que  des  termes  du 
second  degré  au  moins  par  rapport  à  */,,  u2,  •  -,  uP.  Il  en  résulte, 
en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  au  n°  9,  pour  la  fonction 
¥j  vérifiant  l'équation  (5-),  que  F/>+»,  »..,  Fw  ne  contiennent  pas 
de  termes  du  premier  degré  en  ut,  n*,  .'■•,  u  p.  Doncy^+i,  ...,/„ 
ne  contiendront  pas  de  termes  du  premier  degré  en  y^  y2i  •  •  •  •>  y  p» 
On  a 

fiAy\,y-i,  •-...?>)  =  |>i! .ri,  ...,^/»]«- 

La  convergence  des  séries/*  se  déduit  de  la  convergence  des 
séries  F  *  en  raisonnant  comme  dans  la  remarque  1  du  n°  9. 

Remarque  II.  —  Pour  compléter  les  résultats  obtenus,  faisons 
les  remarques  suivantes  : 

Le  svstème  (83)  jouit  dans  le  cas  A  où  la  condition  (a)  est  rem- 
plie de  la  propriété  suivante  :  Il  existe  une  solution  de  ce  système 
pour  laquelle  on  a  yP+\  =  yP+2  =  .'..  =yn  =  o,  tandis  que  yly 
y.2,  ...,yp  prennent  des  valeurs  initiales  que  l'on  peut  choisir 
arbitrairement.  Réciproquement,  si  cette  propriété  est  vérifiée,  la 
condition  (a)  est  remplie.  En  effet,  si  nous  considérons  les  solu- 
tions pour  lesquelles  on  a  yp+\  —  YP+-2  =  •  •  •  =yn  =  o,  le  sys- 
tème (83)  devient 

-%f  =  hyj+^tiyu  --,yp>  °>  °)     (j  =  *i 2.  •  ••>/). 

(ai  o  =  \,Aj\,  ...,  jk,„  o,  o)         (£=/>-hl,  ...,  /i). 

Si  ces  dernières  égalités  (a)  ne  sont  pas  identiquement  vérifiées, 
elles  établissent  des  relations  enlre  les  valeurs  initiales  de  r,,  V;.- 
y:i,  ...,  y p.  Ces  égalités  (a)  doivent  donc  se  réduire  à  des  iden- 
tités :  la  condition  (a)  est  remplie. 

2"   Si   nous  posons 

y).  =  wa  W/i.         (k  =  />  -H  J ,  .  . . ,  /i), 
nous  avons,  d'après  (q4;)j 

(96')         f/c=y/L—A(yi,  -.-,7/0      (*  =  #>-4-i,  ...,»). 

faisons  le  changement  de  variables  défini  par  ces  formules  (< 
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les  équations  (83)  deviennent 

d  y  ■ 

(97)   —ff  =hrj-+-Gj(yu  -'-,yP,yP+i,  •••*y'n)      (j  =  i,  2 — ,  />;, 
(97')     -%f  =  ^ky'k-Jr£k{y\  —,yPtyP+i,  —  ,y'n)      (*  =  />  +  «,••■,«), 

les  expressions  G/  ont  la  même  forme  que  les  expressions  A/  cor- 
respondantes, les  y^  jouent  le  rôle  desy*. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  le  système  des  équations  (c)3) 
admet  une  solution  pour  laquelle  les  quantités  uP+i,  ...,  ura 
définies  par  (94)   sont  identiquement  nulles,  tandis  que  #,,  u2, 

w3,  ...,  up  prennent  des  valeurs  initiales  arbitraires.  Puisqu'on  a 

t 
y'k=  u'k  u'k  et  que   u  =  er  ne  peut  jamais  être  nul,  on  voit  que, 

pour  que  les  u'k  soient  nuls  (A'  =  p  -+-  1 ,  •  •  -,  n),  il  faut  et  il  suffit 
que  les  yk  Je  soient.  De  plus,  d'après  les  formules  yj  =  UjUj,  on 
voit  qu'en  choisissant  convenablement  les  valeurs  initiales  de  w,, 
«2,  ...,  Up,  Qn  peut  donner  à  y,,  y2,  . . . ,  yH  des  valeurs  initiales 
arbitraires.  Le  système  d'équation  (97),  (97 ')  admettant  une  solu- 
tion pour  laquelle  on  a  y'p+l  =  y'p+.,  =  ...  =,>'„,  tandis  que  y4, 
y-i-,  ''",yn  prennent  des  valeurs  initiales  arbitraires,  la  condition 
(a)  est  vérifiée.  Nous  aurons 

Ga(7i,72,  •-.,.»,  o,  o)  =  o         (#=/>-f-i,  ...,  n). 

3°  Nous  voyons  que,  comme  dans  le  cas  B,  notre  méthode 
revient  à  faire  un  changement  de  variables  (96')  de  manière  à  être 
ramené  au  cas  A.  Nous  en  concluons,  comme  dans  B,  que  les 
fonction  s  fp+\,  ...,fn  vérifient  les  n — p  équations  (8(5),  mais  ici 
ou  a 

Li(yu  •••,J/^>i,  ...»^«)=  àtyt-i 4-  [yu  •  .-,J>//mi,  •••-  .)'//]j 

(1  ==  1,  2,  . . .,  n  ), 

et  les  constantes  &,,  />2,...,  6^  ne  sont  pas  supposées  nulles.  Mous 
avons  donc  démontré  (pie  ce  système  d'équations  admet  pour  so- 
tutions  des  séries  entières  fk{y\*  ... ,.!'/» ')  ne  contenant  pas  de 
termes  de  degré  inférieur  au  second.  La  démonstration  de  ce  théo- 
rème s'étend,  au  moyen  d'un  changement  linéaire  de  variables,  au 
<  as  où  les  termes  du  premier  degré  des  expressions  A,  sont  des 
fonctions  linéaires  quelconques  des  seules  variables  r, ,  r- y  p. 
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La  convergence  des  séries  fh  qui  résulte  de  la  démonstration 
donnée  entraîne,  connue  cas  particuliers,  la  convergence  de  toutes 
les  séries  employées  dans  ce  travail. 

Le  théorème  <jue  nous  avons  démontré  sur  l'existence  des  solu- 
tions de  (86)  a  été  établi  par  Poincàré  (icta,  t.  XIII),  dans  le 
cas  où  tous  les  bj  sont  nuls.  Il  a  été  démontré  par  M.  Liapou- 
noflf  (Mémoire  cité,  p.  oio)  dans  un  cas  qui  se  ramène  par  un 
changement  linéaire  de  fondions  au  cas  que  nous  avons  con- 
sidéré. 

Remarque  III .  —  Nous  avons  obtenu,  dans  la  remarque  II,  le 
résultat  suivant  :  il  existe  un  changement  de  variables  (96')  rame- 
nant le  système  (83)  au  système  (97),  (97 ')  pour  lequel  la  condi- 
tion {a)  est  vérifiée.  Si  nous  cherchons  toutes  les  solutions  du 
système  (97),  (97')  pour  lesquelles  on  a  y'  +l=  .  . .  r=y,l'=  o.  Ce 
système  se  réduit  à 

-J£  =  >vry-+-  bjVj-x  h-  [yu  •  •  • ,  yP]t- 

La  condition  i°  étant  vérifiée  pour  ce  système,  on  peut,  au 
moyen  d'un  changement  de  variables 

(98)  yj=Zj-h[zt,  ...,  sp]t         (./  =  1,  2,  ....  p). 

le  ramener  à  la  forme  réduite 

ri" 

1  99)         -jf  -*y*y-4-?/(*h  •••>  *y-i)       (./  =  ',  2,  ....  />), 

et  les  formules  (96)  nous  donneront 

1 100)    yk  —  fk{yu  ■  ••,//.)  =  [*ii  •  •  •>  *ph       U<=P  -Hii  •  ••>  *  »• 

Toute  solution  du  système  (  99)  donnera,  par  l'intermédiaire  dei 
formules  |  9S)  et  (100),  une  solution  du  système  (83).  La  solution 
générale  du  système  (99)  nous  donnera  une  famille  de  solutions 
1  83  1  >  exprimant  au  moyen  de  développements  suivant  les  puis- 
sances de  C,  r'/,  G^V,  .  ..,  C7,<?V.  Les  coefficients  de  ces  déve- 
loppements peuvent  être  des  polynômes  en  t.  ISous  arrivons  donc 
au  théorème  suivant  d'où  L'on  déduit  immédiatement  le  théorème  B 
(n°2). 
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Etant  donné  le  système 


de 


=  hyi+  B/jKz-i  -h  [yu  •  •  •>  r«J2      (*  =  ii  2,  •  • .,  "  »• 


désignons  par  X|,  X2,  •••5  Xyi  /es  divers  points  X*  situés  d'un 
même  côté  dune  droite  D  passant  par  l'origine,  tandis  a  ne 
tous  les  autres  points  X/  sont  situés  de  l  autre  côté  de  D.  O/? 
/?£«£  toujours  exprimer  y{,  y2,  ...,  yw  en  fonction  de  p 
variables  zu  32,  . . .,  zp  par  des  formules 

^/t.=  [3,,  .. .,  s,,},        (A:=/?-hi,  ... .,  n), 

cte  telle  façon  que  si  z{,  z2,  ...,  zp  vérifient  un  certain  système 
d'équations  différentielles  * 

-JL  -  \jZj+-<tj(zu  ...,  zj-t)        (/  =  1,  2,  ....  />), 

toute  solution  de  ce  système  fournisse  une  solution  du  système 
donné. 

Remarque  IV,  — Tous  les  résultats  <|iie  nous  avons  obtenus 
subsisteraient  si  certains  des  nombres  A^,,  A^o?  •--,  X«  étaient 
nuls.  Jl  n'y  aurait  qu'à  modifier  la  démonstration  de  L'inégalité  (88) 
en  désignant  par  z  la  plus  pelite  des  parties  réelles  des  nombres 
A(,  . . .,  Xp  et  —  ^p+i,  —  A/>+-2î  ■•  -ï  —  X„,  en  ne  considérant  parmi 
ces  derniers  <jue  ceux  qui  ne  sont  pas  nuls. 

Remarque  V.  —  Si  aucun  des  nombres  X»+i,  . .  .,  a„  n'esl  nul. 
nous  pouvons  faire  jouer  à  ces  nombres  le  rôle  joué  par  les 
nombres  X, ,  ...,  \p.  Nous  aurons  donc  une  nouvelle  famille  de 
solutions  dépendant  de  n  —  p  arbitraires.  Si  certains  des  nombres 
)7,+  l,  ...,  X;/,  par  exemple  X^+1,  Xj,+2,  ...,  Xp+si  étaient  nuls,  nous 
ferions  jouer  aux  nombres  A/)+(+l,  ...,  X„  le  rôle  joué  par  Xj kp. 

En  faisant  varier  la  position  de  la  droite  l>.  sans  jamais  la  faire 
passer  par  ceux  des  points  X/qui  ne  sont  pas  confondus  avec  l'ori- 
gine,  nous  aurons,  pour  chaque   manière  de  séparer,  au  moyen  de 

cette  droite,  les  points  X,-  en  deux  groupes,  deux  familles  de 
solutions  dépendant,  l'une  de  />'  constantes  arbitraires,  l'autre 
de  q'  et  si  l'on  désigne  pari  le  nombre  <le>  a,  (pu  sont  nuls,  on  .1 

<['  =  n  —  s. 
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L5.   Cas  d'une  seule   équation  différentielle.    —    Considé 
rons  le  cas  où  l'on  a  n  =  2,  c'est-à-dire  l'équation 

,  dx  dy 

(IOI) 


*x-+'ïy-\-\x,y\.l     ~  %' x  -4-  'p' p  -+-  |  ./•,  y  |, 

Nous  allons  facilement  retrouver  les  résultats  connus  relatifs  à 
cette  équation. 

Si  les  racines  A,  et  yu  de  l'équation  caractéristique 

(a  —  X)(P'—  X)  —  Pa'=o 

ne  sont  pas  nulles  toutes  les  deux,  les  résultats  précédents  s'apr 
pliquent. 

Pour  que  la  condition  i°  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
rapport  A,  \\2  ne  soit  ni  négatif,  ni  nul,  ni  infini.  Si  cette  condi- 
tion i°  n'est  pas  vérifiée,  les  résultats  du  n°  11  mettent  seulement 
en  évidence  l'existence  bien  connue  de  deux  solutions  bolo- 
morphes,  si  A,,  /.2  est  négatif,  et  dune  seule  solution.,  si  )., 
ou  A2   sont  nuls. 

Supposons  cpie  la  condition  i°  soit  vérifiée.  La  condition  i°  est 
sûrement  vérifiée   si   l'on  a  \{  jé\$.   Il   existe  un  changement  de 

variable,  tel  que,  si  x  eXy  étant  les  nouvelles  variables,  l'équation 

(101)  se  mette,  si  la  condition  20  est  vérifiée,  sous  la  forme 

dx  dy 

(102)  = =  -= ■      _      , 

et,  si  la  condition  20  n'est  pas  vérifiée,  sous  la  forme 

dx  dy 


(io3) 


x 


+  ta  yU       y  +  ax  +[x,y]i 


Pour  que  la  condition  3°  ne  soit  pas  vérifiée,  il  faut  qu'on  ail, 
soit  A  =  m,  soit  1  =  m\  le  nombre  m  étant  un  entier.  Le  pre- 
mier cas  seul  peut  se  présenter  si  Ton  suppose,  comme  on  |><nt 
toujours  le  faire,  qu'on  a  A,:A;i>i,  lorsque  ce  rapport  est  réel. 

11  résulte  alors  de  ce  que  nous  avons  vu  que  si  A  nYst  pas  un 
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entier,  les  équations  (102)  se  ramènent,  par  un  changement  de 
variables 

(io4)  x  =  xx+-  |>i,7,]2,         y  =  71+  [xu  jKi  ]2, 

à  la  forme 

.     ç,  dxy        dyx 

Si  X  est  un  entier  (X  =  w),   un  changement  (io4)  donne  les 
équations 

(l0())  = -y 

xx         tnyx  ■+■  ax[l 

a  étant  une  constante.  C'est  encore  cette  même  forme  (106)  avec 
m  =  1  qu'on  obtient  si  la  condition  2"  n'est  pas  vérifiée.  Nous 
supposons  que  dans  (106)  a  n'est  pas  nul  ;  en  effet,  si  a  est  nulr 
on  est  dans  le  cas  de  l'équation  (io5). 

Les  solutions  générales  (ioo  et  (106)  sont  données  respective- 
ment par 


(107)  yx=Cx\,         yi  =  Gx'l'-hax'f  log 


X. 


On  voit  que  l'équation  (106)  n'admet  pas  de  solution  y  =  [ x{  ]( y 
en  désignant  par  cette  notation  une  solution  holomorphe  et  nulle 
pour  #,  =  o.  11  en   résulte  que  l'équation  correspondante  (10 

ou  (io3)  n'admet  pas  non  plus  de  solution  y  =  [#]< ,  car  une  pareille 
solution  entraînerait,  d'après  les  formules  (io4),  l'existence  d'une 
solution  y{  =  [^L.  Au  contraire,  l'équation  (io5)  admet  ton  jouis 
la  solution  holomorphe y{  =  o  et  en  admet  une  infinité  d'autres  si  a 
est  un  entier.  Donc,  lorsqu'on  pourra  ramener  à  la  forme  réduite 
(io5)  l'équation  (102)  ou  (io3),  celte  équation  admettra  au  moins 

une  solution  y  =  [.r], . 

Si  X  n'est  pas  un  entier,  on  obtient  toujours  la  forme  réduite  1  100 
Si  X  est  un  entier,  on  peut  obtenir,  soit  la  forme  réduite  (10Ô   . 
soit  la  l'orme  réduite  (106).  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  poui 
savoir  dans  lequel  de  ces  deux  cas  on  se  trouve,  il  n'est  pas  néces- 
saire d'effectuer  le  changement  de  variable  (io4)<  ()|1  met,  suivant 

qu'on    a    X  >  1   OU  A=I,     l'équation    (iOl)    sous    la     forme    (loa 

ou  (  1  »»)).  Il  suffit,  alors  de  chercher  si  cette  dernière  équation  admet 

XI.. 
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une  solution  y  =  [#]  (.  Si  Ton  a  X>i,  il  ne  peut  se  présenter 
d'impossibilité  dans  la  recherche  des  coefficients  du  développe- 
ment \x]{  que  dans  la  détermination  du  ternie  en  xm.  Si  l'on  a 
À=  i  et  par  suite  l'équation  (io3),  il  ne  peut  se  présenter  d'im- 
possibilité <pie  si  Ton  a  dans  cette  équation  ay^o.  Dans  les  deux 
cas,  on  sait  que  les  séries  obtenus  sont  convergentes. 

Si  nous  remarquons  que,  d'après  les  formules  (104),  on  a,  en 
désignant  par  P  et  O  des  fonctions  de  la  forme  [.r,  y\\ 

on  voit,  d'après   (10-),   que  nous    pouvons  énoncer  le  théorème 

suivant  : 

L'intégrale  générale  de  V équation  (101)  se  met,  ou  bien  sous 

la  forme 

QP-X==  const., 

puisque  dans   (106)  on  peut  supposer  a  =  i,  ou  bien  sous  la 

forme 

Qp-m_  ]0g  P  =  const. 

Elle  ne  se  met  sous  cette  seconde  forme  que  dans  les  deux 
cas  suivants  : 

i°  Le  rapport  des  racines  A,  et  L  de  V équation  caractéris- 
tique étant  égal  à  i,  l'équation  (ioi)  se  /'amène  par  un  chan- 
gement linéaire  de  variable  à  la  forme  (io3)  avec  a  y^.  o. 

2°  Le  rapport  des  racines  A,  etl.2  étant  un  entier  m  et  V équa- 
tion étant  ramenée  à  la  forme  (102)  avec  \  =  m,  il  est  impos- 
sible de  déterminer  le  terme  de  degré  m  d'un  développement 
y  =  [x] ,  vé  ri  fia  nt  l  \>q  nation  (102). 

14.  Cas  de  deux  équations.  —  1.  Considérons  le  cas  de  deux 
équations  à  trois  variables 

dx  dy  dz 


(108) 


X(a?, y,  *)  "  Y(a?f  y, z)  "  z(^,r,  *) 


OÙ  X,  Y,  Z  contiennent  des  termes  du  premier  degré.  Nous  n'exa- 
minerons que  le  cas  où  la  condition  1"  est  vérifiée,  ce  qui  revient 
à  dire  que  les  affixes  des  trois  racines  )H,  A2,  ^3  de  l'équation 
caractéristique  sont  les  sommets  d'un  triangle  à  l'intérieur  duquel 
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ne  se  trouve  pas  l'origine.  Nous  allons  rechercher  quelles  sont  les 
formes  réduites  les  plus  simples  possibles  auxquelles  on  peut 
ramener  le  système  (108),  lorsque  les  conditions  2"  ou  3°  ne  sont 
pas  vérifiées. 

Si  nous  supposons  tout  d'abord  la  condition  2°  vérifiée,  un 
changement  linéaire  de  variables  permet  de  supposer  que  les 
termes  du  premier  degré  de  X,  Y,  Z  se  réduisent  respectivement 
à  À,  i,  A2JK,  "k^z.  Pour  trouver  les  polynômes  cp  qui  figurent  dans 
les  formes  réduites,  nous  avons  à  chercher  toutes  les  façons  pos- 
sibles dont  une  quelconque  des  quantités  A,,  A2,  X3  peut  s'expri- 
mer au  moyen  d'une  combinaison  linéaire  des  deux  autres. 

Considérons  tout  d'abord  le  cas  où  une  seule  des  racines  A,,  a2, 
Xj  figure  dans  une  de  ces  combinaisons.  Nous  pouvons  supposer 
qu'on  aÀ2  =  /HA,.  Deux  cas  se  présentent  alors  :  i°À3  n  est  pas 
égal  à  une  combinaison  de  A,  et  A.,;  2°  A3  est  égal  à  une  combi- 
naison de  A,  et  Ao  :  on  a  X3  =/?A»  -r  q  A...  Dans  Jes  deux  cas 
nous  pourrons,  en  remplaçant  t  par  t  :  a,,  prendre  a,  =  i , 
X2  =  m. 

Dans  le  cas  i°,  un  changement  de  variable  du  genre  de  ceux 
employés  ramène,  en  supprimant  l'indice  de  A3,  le  système  à  la 
forme  réduite 

dx  dy  dz         , 

(ioy  )  =  •- =  —  =  d', 

x         m  y  -h  axm        a; 

dont  l'intégrale  générale  est  donnée  par 

z  =  Cx>-,        y  =  I>.r"'  -+-  d.r"'  logar. 

Dans  le  cas  a°5  nous  avons  une  combinaison  telle  qu'on  ait 
X3=jp  H-  qm  et  il  peut  y  avoir  d'autres  combinaisons  telles  qu'on 
ait  À3  =//  H-  G1  ni.  Il  suffit  pour  cela  qu'on  ail 

//-+-  q'm  =  p  -v<im,         />'  —  />  =  m(q  —  </ '), 

7        (/  —  /\         />'  —  />  -f-  rtn. 

Mous    pouvons    supposer  qu'on    a    </'      y,    puisque    rien  ne    dis- 

Lingue  les  uns  des  autres  les  couples  k\v  nombres  />.  '/'-/>-  </  •  Le 
nombre  /  sera  doue  un  entier  positif,  au  plus  égal  à  g.  Il  faut  de 
plus  qu'on  ait 

/>     m. 
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S  il  n'en  était  pas  ainsi,  nous  pourrions,  en  faisant  r  = —  i, 
prendre  (/'  =  q  -f-  i  et  //  =yp  —  m,  ces  valeurs  de  </  et  p'  étant 
positives  seraient  acceptables  et  l'on  n'aurait  pas  </'<</.  Nous  avons 
donc,  par  un  changement  de  variables,  la  forme  réduite 

d.r  <l\  dz 

(  1 1  o  )      —  =  ! = =  at. 

x  ni  y  -+-  axm  7 

{p  h-  (jm)z  -*-yibrxP+rm  y  ff~r 

Pour  obtenir  l'intégrale  générale,  conformément  à  ce  que  nous 
avons  fait  au   n°  6,  nous  prenons 

(m)  x  =  e(,        y  —  B  emt-h  at  e"lt. 

En  remplaçant  dans  la  troisième  équation  #,  y  par  ces  expres- 
sions, nous  aurions  z.  Si  nous  voulons  obtenir  les  intégrales  de 
M.  Lindelof,  nous  avons  d'abord,  d'après  (i  i  i), 

(no.)  -^-— aloga?=  B. 


Nous  devons  ensuite,  d'après  la   remarque  II,   n°  8,  supposer 
B  =  o  dans  les  relations  (i  i  i),  qui  donnent 

( 1 1 3  )  x  —  e*,         y=ate»lf, 

dz 
intégrer  dans  cette  hypothèse  l'équation  en  —  et  enfin  porter  dans 

2S  valei 
des  relations  (i  i  î).  Nous  avons  ainsi 

dz 


l'intégrale  générale  ainsi  obtenue  les  valeurs  de  el  et  de  t  tirées 


-^  =  {p  -+-  qm)z  —  eip+im)t?_Âbr(at)i-ri 

r  =  0 
[I  . 

z  =  G  e'P+f/'n)t  ■+■  -e(i>+7>»)t\  J. (at)'i-'\ 


/•  =  0 


z  =  Cxi'+'i"1 


yxi>'"i">  ^  br  I    y  \<i   r 


Z— - 


,i-.r'n     ^a  q —  /• -h  I    \X' 

'/               ,  h 

Z l-  V  — xn+m{r~\)  yq-r+1  —  QxP+qrn  + 


III  i)       Z 7    ^t^w-^p^ti-^^tv,^    . — _ — -. 

<i-*md<j  —  r^-\  J  (q-+-i)a-x,n  •/' 

r      i 

Si   nous  prenons   le   premier   membre   de   (ii4)  pour  nouvelle 
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variable  z,  la  première  intégrale  (i  12)  ne  sera  pas  changée  et  l'in- 
tégrale (1 14)  nous  donne 

z  h*y         _  c 


qui  est  l'intégrale  de  M.  Lindelôf  relative  à  un  système  (1  10  j  ou 
bi,  b2l  . .  -,  bq  seraient  nuls.  En  supprimant  l'indice  de  b0,  on  voit 
donc  que  le  système  (108)  est  ramené  à  la  forme  réduite  simple 

/     g  x      dx  dy  dz  , 

(u5)      —  = =  - -, —  dt         p<m. 

x         my-\-ax"1        (p  -4-  qm)z  -+■  o xP  v'i  '  ' 

Si  a  et  b  ne  sont  pas  nuls,  011  peut  les  supposer  égaux  à  1 ,  en 
changeant^  en  ay  et  z  en  bz. 

II.  Considérons  le  cas  où  il  n'y  a  entre  les  racines  A,,  Xa,  a3 
aucune  relation  de  la  forme  X2  =  m\{,  mais  où  une  combinaison 
de  deux  des  racines  est  égale  à  fa  troisième  racine 

(116)  X8  =  />X2-t-  q"kt. 

Nous  pouvons  distinguer  deux  cas,  suivant  que  cette  égalité  a 
lieu  pour  un  seul  couple  de  valeurs  de  p  et  de  </,  ou  bien  a  lieu 
pour  différentes  valeurs  de/?  et  q. 

i°  Dans  le  premier  cas,  nous  pouvons  faire  X|  =1 ,  Xa  =X  et  nous 
avons  la  forme  réduite 

.       .  dx        dy  dz 

(117)  =  s~-  =  r =  dt, 

x         Ay        (p  -h  (jh)z  -+-  axPyl 

dont  l'intégration  est  immédiate. 

a0  Dans  le  second  cas,  nous  devons  avoir,  en  dehors  de  l'éga- 
lité (1  i(>),  une  ou  plusieurs  égalités  Xa  =  p'  /^  -h  '/' Ao,  d'où 

X,  =  //— />  ==  p 

Xi  ""    q  —  q'  "a' 

a  :  j j  étant   une   fraction    irréductible.     Nous     pouvons     prendre 
X,^a,        Xt=  p,        p'— /?=5>'P,        y  —  y'tssra, 

Nous  pouvons,  comme  tout  à  l'heure,  supposer  qu'on  a  7  y, 
ce  qui  exige  que  rentier  /•  ne  prenne  que  des  \  aleurs  positn  es. 
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11  faut  de  plus,   pour  (juc  q'  soit  positif,  que  l'on   ait  /• <  q  :  y.. 

Si    5  est   le  plus  grand  entier  tel   que   l'on   ait    s^q'.OL,    nous 
aurons  r£s. 

Enfin,  il  faut  qu'on  ai l  />  <  (3,  car  si  celte  condition  n'était  pas 
vérifiée,  on  aurait,  en  prenant  /•  =:  i ,  un  couple  de  valeurs  posi- 
tives p  =  p  —  (j,  g'  =  ^+a  qui  seraient  acceptables,  tandis  que 
r  doit  être  positif  d'après  nos  hypothèses.  Nous  avons  la  forme 
réduite 
.  dx        dy  dz  . 

(M8)  —  =  Tr-= ; =  *i 


(/>a  -+-  q$)z  ■+-^brxP+rPyl 


d'où 


—  ^' 


X  =  c 


/  .V 


1  o  g  x 


s 


z  =  CPyv-\ —  >  brxP+r?yi+ra-. 

r  —  0 

III.   Passons  au  cas  où  l'équation  caractéristique  a  une  racine 
double.  Trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

i°  Aucune  des  deux  racines  distinctes  n'est  égale  à  une  combi- 
naison formée  avec  l'autre  racine.  Nous  pouvons  prendre 

X1  =  X2  =  i,        X3=À, 

et  nous  avons  la  forme  réduite 

dx  dy  dz 

moi  —  = ; —  - —  ==  at, 

J  x         y  -r-  a  x        A  z 


2°   La  racine  double  est  égale  à  une  combinaison  de   la  racine 


où  Ton  peut  supposer  a  =  i . 
2°  La  racine  double  est  éj 
simple.  Nous  pouvons  prendre 

>,!=,,  >.o=  A3  =  m,  m  entier  positif, 

el  nous  avons  la  forme  réduite 

dx  dy  dz 

|  [20  I  = =   ; =  dt. 

x  m  y        dx"1         m  z  -+-  by  -+-  ex"1 
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On  a  ensuite,  conformément  au  n°  0. 

(121)      x  =  ef,        y  —  B  emt -h  at  e»lt .        y  =  Mxm-r-  axm  loga". 

Four  obtenir   l'intégrale  de   M.  Lindelof,    faisons  B=o,    nous 

avons 

dz 

— -  =  mz  -+-  abt  e"lt-+-  c  e"l/, 
dt 

z  =  G  e'Ht-h  e"lti h  et 

b  y*  e  y 


•?. a  X'"1        a.r' 


c  y  b  y- 

{vil)  z *-  =  Ca""- 


a  i  a  x'n 

.                 •                  c  v 
Si  nous  prenons  pour  nouvelle  variable  ^  l  expression  z —> 

la  première  intégrale  (121)    ne  sera  pas    changée   et  (122)   nous 

donne 

z  bv<- 

x'n        'i.ax'n  '       ' 

qui  est  l'intégrale  (122)  relative  à  un  cas  où  Ton  a  c  =  o.  Le  sys- 
tème (120)  est  donc  ramené  à  la  forme  réduite  plus  simple 

(i>.$)  —  =  ï =  - — ■  =  dt. 

x         m  y  -+-  ax'n        ni  z  -+-  oy 

ou  Ion  peut  supposer  a  =  1  et  b  =  1  si  ces  constantes  ne  sonl  pas 
nulles. 

3°   La  racine  simple  est  égale  à  une  combinaison  formée  avec  la 
racine  double.  Nous  pouvons  prendre 

X1  =  Xj=i,        ).:J  — /// .        ///  entier, 

et  nous  avons  la  forme  réduite 

dx  d\  dz 


./■  y  -t-  ax 

m  z  ■+- \   h,  .V"    r  )'■ 
Ad 


=  dt. 


d'où 

x  —  c'.         ) •  =  I)  cf  4-  ai  <   .        y  =  H.r-t-  ax  logar. 
Pour  calculer   l'intégrale  de  M.  Lindelof,  faisons  B=  :o,   nous 
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avons  successivement  : 


dz 

m  z  -f-  c 


m 


r  =  0 
m 

z  =  Ce'"f-i >  —(aty, 

a     j—à  r  -f-  i 

r  =  0 

m 
~m-l   ^        l)r        /    y\   I 

a       —  /•  -h  i  \  x  / 


=  C  *'»-+-  J 


/■  =0 
;//  — 1 

/,.,/,)  ,-iV   J!L.^-l-rJr+l  =  C^+   ^ 

a  —  r  -+-  i  ^  (  m  -+-  i).r 

/•  =  o 

Si  nous  prenons  comme  nouvelle  variable  z  le  polynôme  qui 
csl  dans  le  premier  membre  de  cette  égalité  (124),  nous  aurons 

x'n  '     (m  -+-  îj.r'"-^1 
qui    est    l'intégrale    de   M.    Lindeliif   relative    au    cas   où    Ton   a 

60=  6,  =  ...=  bm-i=  O. 

Si  nous  faisons  ce  changement  de  variable  et  si  nous  suppri- 
mons l'indice  de  bm,  nous  avons  la  nouvelle  forme  réduite 

dx  dy  dz 

<I25) 


x         y  -h  ax        m  z  -h  by"L 

IV.  Supposons  que  léqualion  caractéristique  ait  une  racine 
triple  X1=Xj=X3=  1.  Nous  avons,  en  utilisant  la  remarque  IV, 
n"  9,  la  forme  réduite 

dx  dy  >/: 

1  ><;  —  =  — ■■L—  = ^—  =  rf/, 

a?         j'  -+-  ax        z  -r-  by 

d'où 

el   en   faisant  ensuite  B=o   pour  obtenir  l'intégrale  de  M.   Lin- 
delôf 

±=z  +  abte^ 

1  x         \ax- 
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Nous  obtenons  ainsi  8  systèmes  :  (109),  (1  1 5 ),  (117),  O1^), 
(119),  (i23),  (126),  (126),  que  nous  appellerons  formes  réduites 
exceptionnelles.  Si  nous  ajoutons  à  ces  8  formes  réduites  le 
système 

.        .  dx        dv        dz 

que  nous  appellerons  forme  réduite  normale  et  qui  convient  au 
cas  général  ou  les  conditions  20  et  3°  sont  vérifiées,  ainsi  qu'aux 
cas  particuliers  où  les  constantes  a  et  b  figurant  dans  les  formes 
réduites  exceptionnelles  sont  toutes  nulles,  nous  aurons  le 
tableau  complet  des  formes  réduites,  dans  le  cas  où  la  condition  i° 
est  vérifiée. 

Remarque.  —  Pour  traiter  les  questions  qu'on  peut  étudier  à 
l'aide  des  formes  réduites,  il  est  utile  d'éviter  d'examiner  le  même 
cas  avec  2  formes  réduites  différentes.  Pour  éviter  ces  doubles 
emplois,  il  est  nécessaire  de  préciser  les  valeurs  que  peuvent 
prendre  les  constantes  a,  />,  /?,  q,  X  qui  figurent  dans  ces  équa- 
tions. C'est  ce  que  nous  allons  faire,  en  exprimant  (pie  pour  cha- 
cune des  formes  réduites  nous  n'avons  pas  d'autres  relations  entre 
les  racines  Àt ,  A2,  À3  que  les  relations  que  nous  avons  envisagées 
et  spécifiées  dans  l'établissement  de  chacune  de  ces  formes 
réduites. 

Tout  d'abord,  nous  supposerons  que  les  constantes  a,  b,  60j 
&,,  ...,  bs  qui  figurent  dans  les  équations  d'une  même  forme 
réduite -ne  sont  pas  toutes  nulles  simultanément,  car,  s'il  en  était 
ainsi,  on  serait  dans  le  cas  de  la  forme  réduite  (127);  un  certain 
nombre  de  ces  constantes  pourront  être  nulles. 

Les  entiers  m,  a,  3  ne  pourront  pas  être  nuls.  Sauf  a\is 
contraire,  p  et  q  pourront  prendre  des  valeurs  entières  positives 
quelconques  ou  être  nuls.  Passons  maintenant  en  revue  les  divers 
systèmes  réduits. 

Système  (109).  — A  ne  devra  pas  être  égal  à  une  fraction  de  la 
forme  (m — /;)  :  q,  car  nous  aurions  m=p  -\-  q\  C  est-à-dire 
entre  les  racines  X|,  À.,,  Xa,  la  relation  Xa  =  p"/^  -r-yA:i,  relation 
(pie  nous  avons  supposée  ne  pas  exister  dans  le  cas  I,  1".  En  parti- 
culier, X  n'est  ni   un  entier,  ni  l'inverse  d'un  entier. 
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Système  (i  1 5).  —  Nous  avons  dit  qu'on  doit  avoir  /><</??  et 
que  a  et  b  ne  sont  pas  nuls  simultanément. 

Système  (i  17).  —  Rien  ne  s'opposerait,  dans  ce  cas  II,  i°,  à  ce 
qu'on  prenne,  dans  certains  cas,  A  =  jï  :  a,  a  et  [i  étant  des 
entiers,  mais  nous  tomberions  alors  dans  un  cas  que  le  système (1  18) 
permet  de  considérer  en  faisant  s  =  o.  Nous  supposerons  donc 
(pie  A  n'est  pas  un  nombre  rationnel.  De  plus,  nous  suppose- 
rons q  je  o,  car,  pour  q  =  o  on  retombe  dans  un  cas  que  le  sys- 
tème (109)  permet  de  considérer. 

Système  (1  18).  —  Nous  avons  p  <  [j  et  q  —  .va^  o.  Nous  sup- 
poserons, de  plus,  qu'aucun  des  entiers  a  et  [i  n'est  égal  à  1,  afin 
de  ne  pas  retomber  dans  un  cas  que  le  système  (no)  permet  de 
considérer. 

Système  (1 19).  —  Nous  supposons  que  A  n'est  ni  un  entier,  ni 
l'inverse  d'un  entier,  afin  de  ne  pas  être  dans  l'un  des  cas  que  les 
équations  (ia3)  ou  (ia5)  permettent  de  considérer,  mais  A  peut 
être  rationnel. 

15.  Recherche  des  solutions  algébroïdes.  —  Parmi  les  ques- 
tions pour  l'étude  desquelles  il  y  a  avantage  à  employer  les  formes 
réduites  trouvées,  je  signalerai  la  recherche,  pour  le  système  pri- 
mitif (108)  des  solutions  holomorphes  ou  algébroïdes  pour  les- 
quelles a?, y  et  z  s'annulent  simultanément. 

Etant  donné  le  système  (108),  je  dirai  qu'on  a  une  solution 
algébroïde  passant  par  l origine  lorsqu'on  a  des  fonctions  x,  y,  z 
qui  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  séries  entières  par  rapport  à 
un  paramètre  9,  les  fondions  ainsi  obtenues  vérifiant  les  équa- 
tions (108)  et  s'annulant  pour  9  =  u. 

Je  dirai  qu'on  a  une  solution  holomorphe  et  nulle  pour  x  —  o, 
si  l'on  a  des  fractions  y  et  z  de  la  variable  x,  holomorphes  et 
nulles  pour  x  =  o  et  vérifiant  le  système. 

Nous  pouvons  considérer  de  même  des  solutions  holomorphes 
et  nulles  pourjv  =  o  ou  pour  ;  =  o. 

Une  solution  passant  par  l'origine  sera  dite  tangente  à  Ox,  si, 
lorsque  /'  tend  vers  o,  y  :  x  et  z  :  x  tendent  vers  <>. 

Etant  donné  le  système  primitif  (108),  pour-  le  ramener  à  l'un 
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des  systèmes  réduits  considérés,  nous  avons  employé  un  système 
intermédiaire 

(,,8)  dx  dy 


hxx-±\x,y,  z]t        uy-+-axx^-[x,y,z\«       ^iZ-±-aty  +  [x,y,z\t 

où  l'on  a  at  =  o,  si  l'on  a  A2  ^  /.| ,  et  a2  =  o,  si  l'on  a  X3  ^  âl>. 

D'après  la  nature  des  changements  de  variables  employés  pour 
passer  d'un  système  à  l'autre,  il  est  évident  que  toute  solution 
algébroïde  passant  par  V origine  de  l'un  des  systèmes  fournira 
une  solution  de  même  espèce  pour  les  deux  autres  systèmes. 

De  plus,  toute  solution  holomorphe  et  nulle  pour  x  =  c  d'un 
système  réduit  fournit  une  solution  holomorphe  et  nulle  du  sys- 
tème intermédiaire  et  réciproquement.  En  effet,  si  nous  désignons 
par  x,  y,  z  les  variables  de  l'un  des  systèmes  et  par  x,  y,  z  celles 
de  l'autre,  nous  avons 

(129)     x  =  x-+-\x,y,z\o,         y  =  y -^  [x,y,  z\^  z  =  z -h  \x,  y,  z]z. 

Si  y  et  z  sont  remplacés  par  les  fonctions  de  x  correspondant  à 
une  solution  holomorphe  et  nulle  pour  x  =  o,  nous  pourrons  de 
la  première  équation  (129)  tirera?  en  fonction  holomorphe  de  x, 
et  en  portant  cette  expression  de  x  dans  les  deux  dernières  équa- 
tions (129),  y  et  z  sont  exprimés  en  fonction  holomorphe  de  x. 

Ces  mêmes  formules  (129)  montrent  qu'à  une  solution  passant 
par  l'origine,  tangente  à  Or  et  vérifiant  le  système  intermé- 
diaire (128)  correspond  une  solution  de  même  espèce  du  système 
réduit  et  réciproquement. 

De  ces  remarques  il  résulte  (pie,  pour  étudier  les  solutions 
holomorphes  ou  algéhroïdes  du  système  primitif  (108)  ou  du  sys- 
tème (128),  il  nous  suffira  d'étudier  les  solutions  holomorphes  ou 
algébroïdes  du  svstème  réduit  correspondant.  Cette  étude  ne  pré- 
sente aucune  difficulté,  elle  demande  cependant  une  attention 
assez  minutieuse,  pour  ne  laisser  échapper  aucun  des  cas  qui 
peuvent  se  présenter,  suivant  les  valeurs  attribuées  aux  constantes, 
qui  figurent  dans  les  équations  et  aux  constantes  arbitraires  qui 
s'introduisent  par  l'intégration.  Pour-  donner  un  exemple  des 
circonstances    qui    peuvent    se    présenter,    considérons    le   sys 
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tème  (118) 

dx       dy  <lz 

a  x        $y  * 

(pz-{-  q$)z  •Jr?A brxP+rPjrt-''* 

Nous  avons 


./• 


=  At°",        j  =  BeP<,         z  =  e{P*+rtul  G+f  V&rA/>+'-pB7-'-a  j. 


Supposons  d'abord  qu'on  prenne  A  ^  o  ;  nous  pouvons 
faire  A  =  1  et  prendre  comme  paramètre  8  =  ef.  Nous  n'aurons  de 
solution  algébroïde  passant  par  l'origine  que  si  l'on  a 

s 

(i3o)  V6,.B?-'a=o; 

nous  aurons  alors 

a?  =  ô«,         r=B0P,  z  =  G0p«+'/P. 

A  chaque  racine  B  de  l'équation  (i3o),  y  compris  la  racine  B  =  o 
qui  existe  si  l'on  a  q —  say^o,  correspond  une  famille  de  solu- 
tions algébroïdes  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  C.  Nous 
n'avons  de  solution  holomorphe  et  nulle  pour  x  =  o  que  si  l'on  a 
B  =  o,  G  =  o. 

Supposons  qu'on  prenne  A  =  o.  Nous  avons  les  deux  cas  sui- 
vants : 

i°  p  n'est  pas  nul,  ou  bien/?  étant  nul  b0  est  aussi  nul.  Nous 

avons 

x  =  o,         y=Be$(,         «  =  Cei^+#. 

En  faisant  B  =  o  nous  avons  la  solution  #=0,^  =  0  holo- 
morphe et  nulle  pour  z  —  o. 

Si  B  n'est  pas  nul,  nous  pouvons  faire  B  =  1  et  nous  aurons 
une  famille  de  solutions  algébroïdes  dépendant  d'un  paramètre  C. 
On  n'obtient  dans  celte  famille  une  solution  holomorphe  qu'en 
faisant  C  =  o  tjiii  fournit  x  =  o,z=o  solution  holomorphe  et 
nulle  pour  y  =  0  ; 

-2°  p  est  nul  et  bQ  n'est  pas  nul.  Nous  avons 

x  =  o,        jK  =  Bef*',        «  =  6</»*+*P>'(C-KMB*). 
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En  faisant  13  =  o  nous  avons,  comme  clans  i°,  la  solu- 
tion x  =  o,  y  =  o  qui  est  holomorphe  et  nulle  pour£  =  o.  Dans 
tous  les  autres  cas,  nous  n'obtenons  jamais  de  solution  algébroïde 
passant  par  l'origine. 

16.  Détermination  de  la  forme  réduite  correspondant  à  un 
système  donné.  —  Etant  donné  un  système  (108),  la  résolution  de 
l'équation  caractéristique  permet  de  reconnaître  si  les  condi- 
tions i°,  2°  et  3°  sont  vérifiées.  S'il  en  est  ainsi,  la  forme  réduite 
correspondant  au  système  (108)  sera  la  forme  normale  (127).  Si  la 
condition  i°  est  vérifiée,  sans  que  les  conditions  20  et  3°  le  soient, 
la  connaissance  des  diverses  manières  dont  une  des  racines  peut 
s'exprimer  au  moyen  d'une  combinaison  des  deux  autres  permet  de 
reconnaître  quelle  est  la  forme  réduite  exceptionnelle  qui  corres- 
pond au  système  donné,  mais  cette  connaissance  ne  permet  pas  de 
décider  si  les  constantes  a  et  b  qui  figurent  dans  la  forme  réduite 
considérée  ne  sont  pas  toutes  nulles  et  si,  par  conséquent,  on  n'a 
pas  affaire  en  réalité  à  la  forme  réduite  normale  (127). 

Pour  distinguer  si  oui  ou  non  la  forme  réduite  correspondant 
au  système  (108)  est  la  forme  normale,  il  sera  presque  toujours 
utile,  pour  la  commodité  des  calculs,  de  ramener  le  système  (108) 
à  la  forme  intermédiaire  (128),  mais  il  ne  sera  pas  nécessaire 
ensuite  de  chercher  le  changement  de  variable  permettant  de 
passer  à  la  forme  réduite,  ni  même  de  faire  les  calculs  de  ce  chan- 
gement de  variables  avec  un  nombre  fini  de  termes  figurant  dans 
les  séries  employées. 

Assez  souvent,  en  comparant  les  résultats  obtenus  pour  la 
forme  réduite  dans  L'étude  des  solutions  holomorphes  pour  x=  o, 
oujk^o,  ou  z  =  o,  avec  les  résultats  obtenus  par  la  recherche 
directe  sur  le  système  intermédiaire  (128)  des  solutions  holo- 
morphes on  pourra  décider  si  cette  forme  réduite  convient,  ou  si 
l'on  retombe  dans  la  forme  réduite  normale.  Par  exemple,  si  les 
trois  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  proport  ionnelles  aux 
nombres  1,  ///  et  a,  m  étant  un  entier  et  X  un  nombre  irrationnel, 
nous  ne  pouvons  être  que  dans  le  cas  de  la  forme  réduite  (109)  ou 
dans  celui  de  la  forme  réduite  normale.  La  forme  réduite  (10g 
n'admet  pas  de  solution  holomorphe  et  nulle  pour  x  =  o.  \)onc. 
si  l'on  trouve  pour  le  système  (128)  une  solution  holomorphe  el 
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nulle  pour  ./  =  o,   on  a  a  —  <>  et  Ion  retombe  dans  le  cas  de  la 
forme  réduite  normale. 

Dans    le    même    ordre    d'idées,    si   l'étude   des   solutions   holo- 
morphes  ne  suffit  pas,  on  peut  avoir  recours  à  l'étude  des  solu- 


tions algebroides. 


Si  ces  procédés  ne  suffisent  pas,  ou  présentent  des  complica- 
tions, on  pourra  avoir  recours  aux  développements  de  oc,  y,  z  en 
séries  procédant  suivant,  les  puissances  de  constantes  arbitraires. 
Nous  avons  appris  à  former  ces  développements  (remarque 
du  n°  7).  Si  Ton  a  affaire  à  la  forme  réduite  normale  (i2-j)  on 
voit  que  ces  développements  ne  contiennent  que  des  puissances 
des  quantités  Aec,  Bic**,  C^f,  tandis  que,  si  l'on  a  affaire  à  une 
forme  réduite  exceptionnelle,  les  coefficients  des  séries  considé- 
rées contiennent,  en  dehors  des  exponentielles,  des  puissances 
entières  de  t.  On  vérifie  en  effet  sans  peine  que,  pour  toutes  les 
formes  réduites,  les  expressions  de  x,  y  ou  z  contiennent  des  puis- 
sances de  t  en  dehors  des  exponentielles.  Si  nous  désignons 
par  x,  y,  Z  les  variables  du  système  intermédiaire  (128)  nous 
avons  les  relations  (129) 

Si  nous  remplaçons  x,  y,  z  par  leurs  expressions,  nous  avons 
les  développements  dont  nous  parlons.  jNous  verrons  dans  un 
instant,  d'après  l'étude  d'un  cas  particulier,  qu'il  est  impossible 
(pie  les  puissances  entières  de  t  disparaissent  dans  ces  développe- 
ments. Donc,  si,  en  cherchant  directement  sur  le  système  (1  28)  ces 
développements,  on  ne  trouve  pas  de  terme  en  /,  la  forme  réduite 
normale  conviendra.  Précisons  la  méthode  par  un  exemple. 

Supposons  cpie  les  racines  de  l'équation  caractéristique  soient 
proportionnelles  à  1,  m,  p  -f-  c/m,  /?*,  />,  q  étant  des  entiers  posi- 
tifs. La  forme  réduite  correspondante  sera 

<l.r  dy  dz  . 

x         ni  y  -i-  ax"L        (p  -t-  qin  )  z  -+-  bxi'y'l 

Nous  axons 

x=ket,        y  —  emt(B-hakmt), 

\~  bi  B  -t-  a  \>"f)'/<  '  —  6B7+1] 


qm  '.     G 


(  (/  H-  1  )  (t  A  "'  -  /'  J 

Nous  nous  sommes  arrangés  de  telle  manière  que,  toutes  réduc- 
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tions  faites,  les  expressions  de  #,  y,  z  soient  des  polynômes  par 
rapport  aux  constantes. 

Si  a  n'est  pas  nul  et  si  Ton  a  m^p  -+-  q,  l'expression  de  y  con- 
tient le  terme  a.\.m  temt  qui  est,  parmi  les  termes  de  y  et  de  ;  où 
figurent  t,  le  terme  de  degré  minimum  par  rapport  à  A  et  B.  Ce 
terme  ne  se  réduira  donc  avec  aucun  autre  dans  le  développement 

de  y,  puisqu'il  sera  seul  de  son  espèce.  Si  a  est  nul,  on  si  l'on 
a  m^p  -f-  q,  nous  remarquerons  que  l'expression  de  z  contient,  le 

terme  ,  ce  terme  ne  disparaît  pas  dans  le  develop- 

q  ■+- 1  il-  i 

peinent  de  s,  puisque  tous  les  autres  termes  de  y  et  de  z  qui  con- 
tiennent t  sont,  par  rapport  à  A  et  B,  de  degré  supérieur  à  ce 
ternie.  Si  nous  cherchons,  pour  le  système  (128),  les  développe- 
ments de  .r,  y,  z  suivant  les  puissances  des  A,  B,  C,  nous  pour- 
rons, après  avoir  trouvé  les  termes  de  degré  égal  au  plus  grand  des 
deux  nombres  m  et  p  -\-  q,  décider  si  la  forme  réduite  normale  con- 
vient, ou  s'il  faut  se  servir  de  la  forme  réduite  exceptionnelle  (1  1  5  ). 
Nous  pouvons,  pour  abréger  les  calculs,  supposer  C  =  o  dans  les 
développements  que  nous  cherchons.  Nous  pourrions  même,  si 
nous  voulions  seulement  voir  si  a  est  nul  ou  non,  supposer 
B  =  o,  G  =  o. 


SUR   LES    ÉQUATIONS   A    QUATRE    VARIABLES 
D'ORDRE  NOMOGRAPHIQUE  SUPÉRIEUR, 

Pau   M.    Fàrid    Boulàd. 


On  sait  que,  pour  représenter  une  équation  F|2S4==0  ;l  quatre 
variables  z{,  z2,  Z3,  z-,  par  un  nomogramme  à  double  alignement, 
il  faut,  en  premier  lieu,  résoudre  le  problème  analytique  suivant 
posé,  par  M.  d'Ocagne,  sous  le  nom  de  la  disjonction  des 
variables^  dans  son  Traite  de  Nomographie,  page  ai3  et  dans 
son  Cours  de  Calcul  graphique  et   Vomographie^  page   >o.'>. 

Les  éléments  F/,  G/,  11/  désignant  des  fonctions  réelles  ({'uni' 
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seule  variable  «,-,  formel'  les  deux  déterminants 


(0 


Fi     G,     H, 

F,     G,     H2 

I1  o     G0     1 1  o 


(a) 


F0  G0  Ho 
F3  G3  H, 
F*     G,      H; 


=  o. 


tels  uue  l  équation  proposée  F, 334  =  o  résulte  de  l'élimination 
de  la  variable  auxiliaire  z0  entre  ees  deux  déterminants. 

A  notre  connaissance,  ce  problème  assez  difficile  n'a  reçu,  jus- 
qu'il ce  jour,  aucune  solution  entièrement  générale. 

Toutefois,  nous  croyons  qu'il  est  possible  de  parvenir  à  le 
résoudre  dans  le  cas  pratiquement  fréquent  où  l'équation  ci-dessus 
se  présente  sous  la  forme  suivante  : 


(3) 


Fiî34=  l^l  F23V  H"  GiG23i  -h  H,H.m=0, 


au  plus  d'ordre  nombgraphique  2  par  rapport  à  une  même 
variable,  d'après  M.  Soreau,  et  d'ordre  quelconque  par  rapport  à 
chacune  des  trois  autres  variables  z->,  s3  et  s*. 

En  effet,  eu  étendant  à  ce  cas  particulier  la  notion  fondamen- 
tale des  valeurs  critiques  de  M.  d'Ocagne,  que  nous  avons  appli- 
quée  récemment    à  la    disjonction    des    variables   de    l'équation 

suivante  : 

Fi23=  F,  F23+  GiG23-r-  H,  Hï3  =  o, 

en  vue  de  sa  représentation  par  un  nomogramme  à  simple  aligne- 
ment ('),  nous  avons  été  conduit  à  une  méthode  permettant,  d'ef- 
fectuer la  disjonction  des  variables  de  l'équation  (3),  en  résolvant 
des  identités  fonctionnelles  au  moyen  de  la  susdite  notion  de 
M.  d'Ocagne  et  l'emploi  de  la  notion  d'ordre  nomographique  de 
M.  Soreau. 

\  oici  en  quoi  consiste  notre  méthode  : 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'équation  (3)  est  représentable  par  un 
nomogramme  à  double  alignement,  et  si  les  lettres  F,,  Gj5  H, 
qui  v  sont  figurées  sont  les  éléments  de  la  première  ligne  du  déter- 
minant (1),  chacun  des  autres  éléments  F0,  G0,  H0  de  ce  dernier 
peut  être  admis,  dans  ce  cas,  comme  fonction  des  deux  variables £3 


O1  )  (Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris.   \\  février  1910, 
I  :   Bull,  de  I"  Sue.  mat  h.  de  France,  t.  \X\I\,  p.   i""). 
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et  Z/,.  Cela  dit,  soient 

(4)  Fo=F34,        Go=G34.         Ho=H„ 

Jes  expressions  de  ces  fonctions.  Pour  qu'il  existe  une  charnière 
ou  ligne  des  pivots  pour  ce  nomogramme,  il  faudrait  que  l'élimina- 
tion de  z:i  et  z.ft  entre  ces  expressions  donne  une  certaine  relation 

(5)  *(F0,G0,H0)=o, 

qui  soit  réelle  et  homogène  en  F0,  G0,  H0. 

Si  cette  condition  est  réalisée,  on  obtient  alors  l'équation  de 
cette  charnière  en  coordonnées  cartésiennes  et  homogènes  a?,  j\  5, 
en  substituant  ces  dernières  respectivement  à  F0,  G0,  H0  dans  la 
relation  (5). 

Il  en  résulte  que  le  problème  de  la  disjonction  des  variables  de 
l'équation  FrrUlz=o,  dans  le  cas  de  la  forme  (3),  se  ramène  à  la 
recherche  des  trois  systèmes  de  trois  fonctions  F,-,  G/,  11/ 
(i  =  2,  3,  4)  eL  du  système  de  fonctions  (4)  de  deux  variables  z3 
et  Zi  avec  la  condition  que  V élimination  de  ces  variables 
entre  les  jonctions  de  ce  dernier  système  donne  une  certaine 
relation  qui  soit  réelle  et  homogène  en  F0,  G0,  H0  et  que  les 
deux  déterminants  (i)  et  (2)  soient  nuls. 

Gela  posé,  les  deux  systèmes  de  fonctions  ^F2,  G2,  IL  )  ©1 
<  F0,  G0,  H0)  s'obtiennent  en  résolvant  les  deux  identités  sui- 
vantes (  *  )  : 

(0)      F2F23i-i-  G2G234-+-  1I2  ll23v=  o        (quels  que  soient  zs  et  **), 
(7)       F0Fm-+-  G0G034-+-  lïoII234=  o        (quel  que  soit  *«), 

lesquelles  avec  l'équation  (3  )  donnent,  par  élimination,  le  premier 
déterminant  cherché 

F,     G,     H, 

F,     Gi     H, 

Fq     Go     Ho 


(8)  Fim  = 


(l)  [1  convient  de  remarquer  qu'en  résolvant  les  deux  identités  (6)  et  (7),  on 
eflccLuc,  en  même  temps,  la  disjonction  des  variables  d«'  l'équation  (3)  en  \ut* 
de  sa  représentation  par  nomogramme  à  simple  alignement,  constitué  par  deui 
échelles  cur\  ilignes  (s,)  et  (z.)  et  par  un  réseau  (z.,  ;,1  forme  de  deux  fais 
ceaux  de  lignes  (-..,)  et  (-,)•  Cours  de  Calcul  graphique  et  Nomographie 
de  M.  d'Ocagne,  p.  a3g  et  son  Traité  de  \omographiei  p.   lai. 
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Connaissant,  dès  lors,  les  éléments  de  ce  déterminant,  on  peut 
définir  les  échelles  i  3,  )  el  I  z2 1  par  les  formules 

F*  °/  ,,     , 

./,=  —,  1,=  —,  M  ,^o        (ï=i  et  a). 

Quant  à  la  charnière,  elle  est  définie,  comme  il  a  été  dit  ci- 
dessus,  par  l'équation  4>(.r,y,  i)  =  o  obtenue  en  substituant  à  F0, 
G0,  H0  respectivement  x,  y,  i  dans  la  relation  (5)  qui  résulte  de 
l'élimination  des  deux  variables  s3  et  zk  entre  les  expressions  (  j  l 
de  l'().  G0,  lin  en  fonctions  de  ces  deux  variables. 

\  présent,  il  reste  à  déterminer  les  deux  systèmes  de  fonctions 
i  F3,  Ci.t,  Eï3)  et  (  F4,  (i-,,  H/,  ).  Pour  cela  remarquons  que,  si 

(9)  Fo«p34-+-  G0+34+  HoXst=  o 

est  le  développement  du  déterminant  (  2)  par  rapport  à  F„,  G0,  H0 
ees  deux  systèmes  de  fonctions  inconnues  sont  définies  par  les 
deux  identités 

(10)  F3<p34-+-  G3^3;-l-  !l;!/;U=o         (quel  que  soit  s4), 

(11)  F4cp34-f-  G4 ^34 -f-H4 X34=°         (quel  que  soit  *»), 

les<[uelles  avec  l'équation  (<))  donnent,  par  élimination,  le  second 
déterminant  cherché  (2). 

<  )r,  pour  avoir  les  expressions  du  système  des  trois  fonctions  <p34l 
Vîi-  '/ w\  figurées  dans  les  relations  ci-dessus,  il  suffit  d'identifier, 
quels  (pie  soient  zs  et  s2,  l'équation  F1234  =  o  avec  celle  qui 
résulte  en  tirant  les  valeurs  de  F0,  G0,  ll„  des  deux  équations  (5) 
et  (9)  et  en  les  portant  dans  le  développement  suivant  : 

I  12  »  Fi23i~  F0<?i2+  Go^n-f-  l,07.12=  o, 

du  déterminant  (8)  par  rapport  à  F0,  G0,  H0. 

Il  va  ->;m>  dire  (jue  ee  développement  devra  être  effectué,  après 
avoir  fait  disparaître  dansée  déterminant  les  facteurs  parasites;  si. 
bien  entendu,  ces  derniers  ne  sont  pas  contenus  dans  l'équation 
proposée  1  3  >. 

I  îs  facteurs  proviennent,  comme  on  le  sait,  de  la  coïncidence 
de  la  charnière  avec  !<•  support  d'une  ou  deux  échelles  (3,i 
et  |  z2  ). 

I!  peut  arriver,  également,  que  la  charnière  se  confonde  avec 
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le  support  d'une  ou  des  deux  échelles  <  ;:!  I  et  (s4),  il  y  aura  lieu, 
dans  ce  cas,  d'écrire  le  développement  19)  du  déterminant  (2) 
sous  la  forme  dans  laquelle  les  facteurs  parasites  sont  aussi  chassés, 
comme  on  le  verra  dans  les  applications  données  ci-dessous. 

Résolution  des  identités  ci-dessus  au  moyen  de  la  notion  des 
valeurs  critiques.  —  Distinguons  les  deux  cas  suivants  : 

Premier  cas  :  Identité  à  satisfaire  quelle  que  soit  une  seule 
des  variables  des  fonctions  connues.  —  Soit,  par  exemple,  l'iden- 
tité (  1)  à  résoudre  en  rendant  indéterminée  la  variable  ^2- 

Pour  cela,  on  l'ordonne  nomographiquement  par  rapport  aux 
fonctions  de  cette  variable.  Soit 

la  forme  la  plus  générale  obtenue  d'ordre  quelconque  (p2 —  i  >  par 
rapport  à  s2,  et  dans  laquelle  f!wr  /.'n.  .  .  .  désignent  des  fonc- 
tions quelconques  de  z3  elz.,,  linéaires  et  homogènes  en  F0,  G„,  H0. 
En  exprimant,  suivant  la  méthode  de  M.  d'Ocagne,  que  cette  équa- 
tion dort  avoir  lieu  quel  que  soit  z-2,  on  obtient  le  système  suivant 
de/>2  équations  linéaires  et  homogènes  en  F0,  Go,  Ho 

/s*  =  o,        /|4  =  o,         •••>        fï\  =  °- 

Finalement,  il  suffit  de  vérifier  la  compatibilité  de  ce  système, 
quels  que  soient  zs  et  54,  et  ensuite  d'en  résoudre  deux  quel- 
conques, pour  avoir  les  fonctions  inconnues. 

Deuxième  cas  :  Identité  à  satisfaire  quelles  que  soient  deux 
des  variables  des  fonctions  connues.  —  Soit,  par  exemple.  L'iden- 
tité (6)  à  résoudre  en  rendant  indéterminées  les  deux  variables  23 
et  £4.  Pour  cela,  on  l'ordonne  nomographiquement  par  rapport 
aux  fonctions  de  l'une  de  ces  deux  variables,  ^;i  par  exemple. 
Soit 

la  forme  obtenue  d'ordre  quelconque  \p.\ — 1)  par  rapport  à  5j. 
Ou  ordonne,  de  même,  chacune  des  fonctions f\s  par  rapport  a 

1  autre  variable  54.  Soit  ('gaiement 

/&  =  /i?î+/î?î-+-...+/f'Ô{      0        (k  --  1,  ■>.  3 r.  > 
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la  forme  obtenue  d'ordre  quelconque  (pA —  i)  par  rapport  à  ;.,.  Si 
l'on  exprime  que  L'identité  (6)  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  s,-, 
el  :;.  on  a  alors  le  système  suivant  de  /?a  x  p>,  équations  linéaires 
el  homogènes  en  F.,,  G2,  112  ' 


»*=  i\         iL*1 


4    S 


+}=0,  ...,         Ofsso         (/i  =  1,2,  3,  ...,p3). 


Il  suffit,  à  présent,  de  vérifier,  quel  que  soit  z->,  la  compatibilité 
(Je  ce  système  d'équations  et  d'en  résoudre  ensuite  deux  quel- 
conques, pour  avoir  les  valeurs  des  fonctions  inconnues  F2, 
G2,  II,. 

Remarque  importante  relative  au  premier  cas  ci-dessus.  — 
S'il  arrive  que  l'une  des  fonctions  inconnues  F0,  G„,  Iï„  figurées 
dans  1  équation  (9),  soit  nulle,  par  exemple  la  fonction  H0,  on 
peut,  dans  ce  cas,  adopter  pour  son  facteur  v34  l'expression 

X.n=Sa/r-i-2./f'+ST/J/f+0, 

°ù  y»»./T  désignent  les  fonctions  de  z:]  et^4  par  rapport  auxquelles 
les  deux  fonctions  e34  et  <J/34  figurées  dans  l'équation  (9)  sont 
nomograpliiquement  ordonnables,  et  a,  p,  y,  0  des  constantes  qui 
seront  déterminées  de  façon  que  chacun  des  deux  systèmes  d'équa- 
tion en  (  F:J,  G3,  H3)  et  (F.-,,  G4,  H4),  résultant  respectivement  de 
la  résolution  des  deux   identités  (6)  et  (11),  soit  compatible  ('). 

APPLICATION. 

Premier  exemple.  —  \ppliquons  notre  méthode  à  l'équation 
suivante  : 

(.3)  P„H-/.  -/,  -r-  I  ff.fi  -  >)  (=J   ±  l/f  +   l-=§&)   =   0. 

où  fi,  gi  désignent  des  fonctions  quelconques  de  la  variable  g/. 

(')  Il  importe  d'appliquer  cette  remarque  flans  la  recherche  îles  deux  systèmes 
de  fonctions  (Fa,  Ga,  II,)  et  (F3,  G3,  H-,)  par  notre  susdit  procédé  de  la  disjonc- 
tion des  variables  de  l'équation 

Fiî3<       l7!  FJ3  +  G2G23  -f-  11,11,,  =  o 

dans  le  cas  011  l'une  des  trois  fondions  F,,  <>,,  II,  est  nulle,  comme,  par  exemple, 
daiM  le  Cas  de  l'équation  a  trois  variables  d'ordre  3   la   plus  générale. 
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Pour  cela  posons,  pour  abréger, 


/. 


-+{/.n  ,  i-aa 


et  essayons  d'effectuer  la  disjonction  de  ses  variables  en  prenant 

Fi  =  /i,        Gt  =  i,         Hi  =  Ari- 
Cette  équation  s'écrit  alors  sous  la  forme 

Fim^  F,-  G,  (/2+  ^  +/34)  +Hi/2(43  +/3i)  =  °- 

Si  maintenant  on  substitue  à  F4,  G,,  H,  respectivement  F2,  Go, 
H2,  et  si  l'on  rend  indéterminés  successivement  ^3  et  zA  dans 
l'identité  obtenue,  on  a  deux  équations  linéaires  et  liomogèncs 
ayant  pour  solution 

F2  =  /l,        G2  =  /2,        H,  =  i. 

De  même,  en  substituant  à  F,,  G1?  H,  respectivement  F0,  G0r 
H0  et  en  exprimant  que  l'identité  obtenue  doit  avoir  lieu  quel  que 
soit  32,  on  a  les  relations 

F0        G0  _    /s        - 

G"0  -  ïTo  ~  T  +/n' 

qui  montrent  que  la  charnière  est  une  parabole  ayant  pour 
équation 

Nous  pouvons,  dès  lors,  exprimer  comme  ci-après  F(),  (i0,  IF0 
en  fonction  dune  seule  variable  auxiliaire  z0  : 


F<>  —  /«>         Go  ~  /o« 
de  là  les  deux  déterminants 


04)    Fim  = 


/1        «       Ari 

/l    A     1 

/S  /o     ' 


=  o, 


05) 


i«=  1  ; 


Ai    /o      1 

Fa     <•;>      H, 
•  '.    G,     II, 


0. 


11  s'agit,  maintenant;  d'avoir  les  éléments  de  ce  dernier  déter- 
minant. Pour  cela,  écrivons  Le  développement  suivant  du  détermi- 
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nani  (i4)j  après  en  avoir  chassé  le  facteur  parasite  (fo — f%  ) 

Ensuite  remplaçons  dans  ce  développement /0  par  sa  valeur  tirée 
du  développement  <m\ ant  : 

fl  r-i  V  ■+■ ./ 0  <|>84  ■+■  I  X  X.34  =  O, 

du  déterminant  (i5),  nous  avons  l'équation 


/i—  /s  -h  (^1/2—1) 


2«?34  V       \y-?3', 


/.34 

f^3V 


=   O. 


L'identification  de   celle-ci,    quels    que   soient   s(   et   z->,   avec 
l'équation  (  i3),  donne 


70»        o  »  : 


,4'34  =  /a  £";,  X34  =  AA  —  1 


Finalement  en  résolvant  les  deux  identités  (10)  et  (1  1)  après  y 
avoir  remplacé  ^3-,.  <j*g4,  V34  par  leurs  valeurs  ci-dessus,  nous 
aurons  les  éléments  cherchés. 

'•\i  =  /2,        G3=i,        H3=o, 
F4  =  1,  G;  =  1.        H;=  gUi 

Remarque.  —  Si,  par  notre  méthode,  on  ne  parvient  pas  à 
effectuer  la  disjonction  des  variables  de  1  équation  proposée,  même 
en  combinant  ses  quatre  variables  de  toutes  les  manières  possibles, 
on  essaiera  d'y  arriver  en  appliquant  la  même  méthode  à  cette 
équation  après  lui  avoir  fait  subir  une  transformation  algébrique 
non  linéaire. 

Deuxième  exemple .  —  Considérons  l'équation 
(16)      F,m-  (/,/,-  gx)  (./*-/>)*  + f 3 fi< fi- A)  -J\fl  fl  =  o. 

Pour  effectuer  la  disjonction  de  ses  variables,  prenons 
Fi  =  /ii         ('i  =  A'i?         H]  —  1 
et  ordonnons  par  rapport  à  ces  éléments,  il  \ient 
Fm.      Fi/*(/»-/4)2-G1(/3-/4)î-Ht[/s/iy|~/3/4(/a-/*)l  =  o. 

Substituons  à  I",.(i,.  M,  respectivement  F2,  (î.,  Il2  et  rendons 
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indéterminées  z3  et  z^  dans  1  identité  obtenue;  nous  avons 

F,  =  i,        G2  =  /2,        H2=o. 

De  même,  substituons  à  F,,  (i,,  H<  respectivement  F0,  G0,  H0  et 
rendons  indéterminé  z2  dans  l'équation  obtenue,  nous  avons  les 
relations 

Fq  Go _  Un 

ce  qui  montre  que  la  charnière  est  une  parabole,  ayant  pour 
équation 

Nous  pouvons  donc  écrire 

l'(i=,/ui         G0  =  y0i         H©  =  i, 

où  f{)  désigne,  comme  précédemment,  une  fonction  quelconque 
d'une  variable  auxiliaire  z0. 
De  là,  les  deux  déterminants 


(17)     FW 


■      f-i     « 
/o2     /o      1 


=  o, 


(18) 


n  /o    i 

F3     G3     H3 
F,     G4     H* 


=  o. 


Pour  avoir  les  éléments  de  ce  dernier  déterminant,  écrivons  le  déve- 
loppement suivant  du  déterminant  (17) 

(19)  Fis34  =  /ê/*+/o-+-/i/2  —  #1=  0. 

Remarquons  ensuite  que,  si 

(ao)  *I284=0 

est   l'équation  qu'on  obtient  en  remplaçant   dans    (19)   la   valeur 
<l<'  /0  tirée  du  développement  suivant  du  déterminant  (18) 

fl  ?84  -h/o  ?84  H"  I  X  /,:,.,  =  O, 

la  résolution  de  l'identité  suivante,  quels  que  soient  r,  et  z-±. 

F|2.r.^<J,)2:r,. 

par  rapport  à  cp:!l.  ilgj,,  y:, .,,  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  toutefois 
de  faire  coïncider  le  support  de  l'échelle  (*g)  avec  la  charnière; 
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c'est-à-dire  décrire  le  déterminant  (18)  sous  la  tonne 


n  /o    * 

F*        G;        II , 


=  O, 


avant  le  développement  suivant,  après  y  avoir  fait  disparaître  le 
facteur  parasite  /„ — /.,, 


(2-2) 


(/o -H/3)?34 H"  I  X  ^34 H-  O  X  /:jv=  <> 


En  effet,  si  l'on  tire  de  ee  dernier  la  valeur  de  /cl  si  on  la  porte 
dans  le  développement  (19),  on  obtient  l'équation 

-  A  (  +3  i  H" /3  »34  Y  —  (  +34  -H/3  »34  )  <?34  ■+"  (  /l  /s  —  <Arl  )  <?§  '. ■  =  °  • 

Or,  l'identification  de  cette  dernière,  quels  que  soient  zt  et  z-2r 
avec  l'équation  (16),  donne  les  expressions  suivantes  de  co34 
et  63 .  : 

Quant  à  celle  de  la  fonction  y34,  elle  est  de  la  forme  suivante,  en 
vertu  de  la  remarque  importante  ci-dessus  : 

xw=«/i+PA+Y/H-VI/*; 

x,  [3,  y,  0  sont  des  paramètres  que  nous  allons  déterminer,  en 
même  temps  que  les  éléments  F4,  G,,,  H,.  Pour  cela  introduisons,, 
dans  les  deux  identités  (10)  et  (1  1),  les  expressions  ci-dessus  des 
trois  fonctions  cp3),  'Vn  et  y9k  et  remplaçons  aussi,  dans  l'iden- 
tité I  10),  F3,  G3,  H3  par  leurs  valeurs  suivantes  admises  ci-dessus  : 

^3  =  /!,         F3  =  /3,         H,=  i. 

A  présent,  en  exprimant  (pie  cette  dernière  identité  doit  avoir 
lieu  quels  que  soient  z:i  et  zk,  on  obtient 


0  =  1 


a  =  S  =  V 


Tenant  compte  de  cette  condition,  la  résolution  de  l'identité  (11) 
donne  les  éléments  cherchés 

!•',  =  O,  <".,  -./',,  II;  =   I  . 
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1872.     AEIIARD,    ancien    directeur   de    la  Compagnie  d'assurances   sûr  In   vie    l.a  Fondée 

rue  de   la  Terrasse,  <>  bis,  à  Paris  (17"). 
1900.     ACKERMANN-TEOBNER,  éditeur,  à  Leipzig  (Allemagne).  S.  P.  ('). 
1900.     ADIIEMAR  (vicomte  Robert  »"  ).   professeur  à  La  Faculté  libre  des  Scieucea,    place  de 

Genevières,  \],  à  Lille  (Nord). 
1896.     AXDOYER.  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre  du  Bureau  des  Longitudes, 

rue  du  Val-de-Grâce,  11,  à  Paris  (5e). 

1894.  V\I)H U)K,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Mouillière,  1,  à  Besançon. 
\XDRE  (Désire),  docteur  es  sciences,  rue  Bonaparte,  70  bis,  à  Paris  (6e). 

1879.      APPELE,  membrede  L'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  et  professeur  à  l'École 
Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  du  Bac,  32,  à  Paris  (7e). 

1910.     ARCIIIflALD(R.-C),  professeur àBrown-Université,  Providence, Rliode  Island( États-Unis). 

1900.     Al'RlC,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  (haussées,  rue  Pierre-Corneille,  38,  à  Lyon. 

1882.     AIT0XXE,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  adjoint  honoraire  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Lyon,  rue  de  l'Hospice,  69,  à  Châteauroux  (Indre). 

1900.     BAIRE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  24,  rue  Audra    a  D'jon. 

189G.      BAKER,  professeur  à  l'Université  de  Toronto  (Canada). 

1905       BARRI'.,   capitaine   du   génie,  docteur  es  sciences  mathématiques,   quai  «le  la   Répu- 
blique, 8,  à  Verdun  (Meuse). 

1900.     BARTHELS.     docteur    en     philosophie,     professeur    honoraire    de     Mathématiques,     à 
Aschalfenburg  (Bavière). 
BERDELLK.  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône).  S.  P. 

1904.      BERXS1E1X  (S.),  docteur  es  sciences,  privât  docent  à  l'Université,  Apterkarsky,    22.  à 
Kharkow  (Russie). 

1891.     BERTRAND  DE  I0XTYI0LAXT,  professeur  à  l'École  Centrale  des  Arts  et    Manufactures, 
rue  Brémontier,  16,  à  Paris  (17e).  S.  P. 

1910.     BERTRAND  (G.),  professeur  a  l'École  Sainte  Geneviève,  rue  Lhomond,  18,  à  Paris  (5e). 

1888.     BI0CIIE.    professeur  au    lycée;    Louis-le-Grand,    rue    Notre-Dame-des-Champs,    56,    à 
Paris  (6e)  S.  P. 

1900.     BLIMEXTHAL  (Otto),   professeur  à  la   Tcchnische   Hochschule,   Riitscherstrasse,  Ifî,   à 
Aix-la-Chapelle  (Allemagne). 

11.  BLITEL,    inspecteur  général   de  l'Instruction  publique,   rue  Dentert-Rochereau,   1 10, 

à  Paris  (  i4')- 
1902.     B0RERIL  (vicomte  Roger  DO),  à  Saint-Barthélémy,  Marseille.  S.  P. 
1907.     B0ITEL  DE  DIENVAL,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  au  château  de  Valsery,  à 

Cœuvies  (Aisne).  S.  P. 

12.  BOXAPARTE  (prince  Roland),  membre  de  l'Institut,  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris  (i0e). 

1895.  B0REL    (Emile),    professeur    à   la  Faculté    des    Sciences,    sous-directeur   de    l'École 

Normale,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5e).  S.  P. 
1909-     B0TLAD  (F.),  ingénieur  au  service  des  Ponts  des  Chemins  de  fer  de  l'État  égyptien, 

au    Caire    (  Egypte  ). 
1890.      ROLLAXGER ,    docteur    es    sciences,    répétiteur    a    l'École     Polytechnique,    rue    Gay- 

Lussac,  68,  a  Paris  (5). 

1896.  B0URGET  (11.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 

16.     BOIRLEi,  docteur  es  Bciences,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à 
l'École  des  Beaux  Arts,  rue  Raynouard,  56,  à  Paris  (  i(i").  S.  P. 

(';  Les  initiales  S.  P.  indiquent  les  Sociétaires  perpétuels. 
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1903.  B01JTIN,  rue  Lavieuville,  26,  à  Paris  (18e). 

1904.  BMJTH0FX  (P.),   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers.  S.  P. 

1900.  BREITLIXG,  proviseur  du  lycée  Buffon,  boulevard   Pasteur,  16,  à  Paris  (i'j'). 

1911.  BRATl,  professeur,  rue  Galipeau,  3,  à  Antony  (Seine  ). 

1897.  RRICARD,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  répétiteur  à  l'École  Poly- 

technique, rue  Denfert-Kochereau,   108,  à  Paris  (  i4e)- 
1873.     BROCARD,    lieutenant-colonel  du   génie   territorial,    rue  des   Ducs- de -Bar,  7').  à  Bar- 
le-Duc.  S.  P. 

1912.  BROWXE,  Collège  des  Irlandais,  rue  des  Irlandais,  5,  a  Paris  (5e). 

1901.  BUHL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Coffres,   ri,  à  Toulouse. 

1893.  BURKHARDT,  professeur  àla  Technische Hochschule,  Martinstrasse, 3, à  Munich  (Bavière). 

1894.  CAUEN,  professeur  au  collège  Rollin,  rue  Cortambert,  46,  à  Paris  (16*). 

1893.     C&LDARERA,  professeur  à  l'Université,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Liber  ta,  à  Païenne 

(Italie). 
1885.     CAROX,  chef  honoraire  des  travaux  graphiques  à  la  Sorbonne,  rue  Claude-Bernard,  71, 

à  Paris  (  5e). 
1892.     CAROXNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Demours,  62  bis,  à  Paris  (  1 
1896.     CARTAiV,  maître  de   conférences    à   la    Faculté    des  Sciences,   rue   de    Vaugirard,   171. 

à  Paris  (  i5e). 

1887.  CARYALLO,    directeur  des  études  à  l'École  Polytechnique,    rue   Descartes,    21,   à    Pans 

(5e).  S.  P. 
1890.     CEDERCREUTZ  ( baronne Nanny),  Unionsgatan,  \,  à  Helsingfors  (Finlande). 
1892.     CELLER1ER  (Gustave),  ancien  astronome  à  l'Observatoire,  cours  de  Bive.  12,  à  Genève 

(Suisse  ). 

1888.  CHAILAX  (Edouard),  professeur  à  l'Institut  catholique,   rue  Denfert-Rochereau,  q5, 

à  Paris  (  i/j*)- 
1911.     CHALORY,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  de  Vaugirard,  38,  à  Paris  (6e). 
1896.     CHARYE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  (>o,  à  Marseille. 
1911.     CIIATELET,  ancien  élève  de  l'École  Normale    supérieure,    rue    île    la    Californie, 

à  Tours. 
1907.     CIIAZY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  a  Lille. 
188't.     CHRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 
1901.     r.L\llli\,  professeur  àla  Faculté  des  Sciences,  rue  Jacquemars-Giélée,    '7  bis,  a  Lille. 

1898.  COMBEBIAC,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,    docteur  es  sciences,   rue  Arbon- 

neau.   7,  à  Limoges. 
1896.      C0SSERAT  (E.),  directeur  de  l'Observatoire,  a    Toulouse. 

16.     C0SSERAT  (F.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d'Alsace,     '-.a  Paria 

1900.  C0TT0N  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des   Sciences,  à  Grenoble.  S.  P. 

1901.  CURTISS,  professeur  à  l'Université    Northwestern,   Milburn    Street,   720,  à    Evanston 

(Illinois.  Etats-Unis). 
IN72.     IHRB01X,  secrétaire  perpétuel    de    l'Académie  «les  Sciences,   doyen   honoraire  <lc  la 
l'acuité  des  Sciences,  pue    Mazarine.  3,  a   Paris  (r>). 

1885.     DAUTHEVILLB,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,   cuis  Gambetta,   17,  .1  Montpellier. 
1901.     DEliASSIIS,   professeur   de   Mécanique   rationnelle    ■     la    Faculté    des   Sciences,  rue 
de  Brach,  92 .   à    Bordeaux. 

1895.  DELA11NAY  (N.).  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II.  à  Kiev  (Russù 

1885.     DEMARTRES,  doyen  de   la  Faculté  des  Sciences,  avenue   Saint  Maur,  ■  Il   Madeleine- 
lès-bille  (Nord). 


_   »4  — 

- 
de 
sslon 

12 .     KKHOl  M\  |  Mph.  (,  professeur  à  l'Université,  i  ue  Joseph-Plateau,  io,a  (.and  (Belgique). 

1905.  DBNJOY,    maître   de  conférences  à   la    Faculté   des    Sciences,    ruo.   Duguesclin,   3,    à 

Montpellier. 
DERUYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  «les  Augustins,  35,  à  Liège  (Belgique). 
1894,     DKS.MXT,  docteur  es  sciences,  boulevard  Gouvion-Saint-Gyr,  \-.  à  Paris  (  17e). 
1900      DICKSTBIN,  Marszatkowska,  117.  a  Varsovie. 

1899.  RRVCII,  professeur  à  La  Faculté  «les  Sciences,  rue  du  Japon,  12,  a  Toulouse. 

1909.     IMU'RV  bibliothécaire  de  l'Université,  University  Station,  Urbana  (  Illinois,  États-Unis). 

1907.     Dl'LAC.  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,  4>  a  Lyon. 

189li.  IH'MAS  (G.),  docteur  de  11  niversité  de  Paris,  privat-docent  à  l'Ecole  Polytechnique 
fédérale,  Asylstrasse,  81,  à  Zurich  (Suisse). 

1897.      Ul'MOXT,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouvard.  6,   à  Annecy  (Haute-Savoie). 

188C     DUNCAN,  Consulting  Engineer,  Empire  Building,  Broadway,  71,  New-York  City. 

1885.  RYCK  1  Walther),  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Munich,  membre  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Bavière,  Mildegurdstrasse,  5,  à  Munich  (Bavière). 

1 90*2 -  EGOR0FF  (Dimitry),  professeur  à  l'Université,  Povarskaya,  Borissoglebsky  per.,  n°  8, 
à  Moscou  (  Russie). 

1903.  ESPAXET,  ingénieur  civil,  Brazil  Hailway  Company,  rue  Louis-le-Grand,  9,  à  Paris. 

1900.  KSTAWVr,  docteur  es  sciences,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 
1907.     ETZEL,  S'  Bernard's  Seminary,  à  Rochester  (État  de  ÎNew-York,  États-Unis). 

1896.  EUYI'IRTK,  ancien  élève  de   l'École    Polytechnique,   ancien    capitaine   d'artillerie,   rue 

du  Pré-aux-Clercs,  18,  à  Paris  (7e). 

1888.  FARRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Chaptal,  17,  à  Montpellier. 

1906.  FARAGGI,  professeur  à  Sétif  (Algérie). 

1904.  FAT01,  docteur  es  sciences,   astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du  Mont- 

Parnasse,   172,  à  Paris  (i/|"). 
1891.     FAUQIE1HBEUGIJE,  professeur  au  lycée,  à  Monl-de-Marsan. 

1 892  -     FF.HR  (Henri),  professeur  à  l'Université,  route  de  Florissant,  no,  à  Genève  (Suisse). 
1885.     FIEM1S  (J.),  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Ontario,  Canada). 
1881.     FliOQlET,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Commanderie,  21,  à  Nancy. 
1872.     ll-VE  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 

Polytechnique,  place  Roy er-Col lard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1897.  FONTENE,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  Le  Goff,  7,  à  Paris  (5e). 

1903.  l'ORI)  (Walter  B.),  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Michigan,  à  Ann 
Arbor  (Michigan,  Etats-Unis). 

1889.  FOliCnÉ,  répétiteur  a  l'École  Polytechnique,  rue  Soufflot,  5,  à  Paris  (5e). 

1905.  l'Oli-l.  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (6°). 

1872.     FOIJRET,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Cainot,  /j, 

a  Paris  (17e).  S.  P. 
1903.     FRAISSE.  inspecteur  des  études  au  Prytanée,  à  La  Flèche  (Sarthe). 
1911.     FRECIIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 
1903.     FUEiER.  professeur  à  11  niversité,  Wartenbergstràsse,    17,  à  Bàle  (Suisse). 
1911.      6ALBHUN,  docteur  es  sciences.    a\enue  Élj  sec-Reclus,  .!>.  a  Paris  (7e). 
1900.     GALDEAN0  (Z.-G.  de),  correspondant  des  académies  royales  des  Sciences  de  Madrid  et 

(]>■  Lisbonne,  professeur  à  l'Université,  Calle  del  Coso,  99,  à  Saragosse  (Espagne). 

1906.  GARG.VM  DE  M0NCETZ,  licencié  es  sciences,  square  de  Latour  Maubourg,  8,  a  Paris  (•;•). 
187'J.     GARIEL,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  professeur  honoraire 

à  la  Faculté  de  Médecine,  rue  Edouard  Détaille,  6,  à  Paris  (17'  J  • 
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1908.  GAR1VIER,  docteur  es  sciences,  boulevard  Arago,  99,  à  Paris  (i4*)- 
1011.     GAI),  maître  des  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

1896.  GAliTIllER-YILLARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Augustins,  55,  à  Paris  (6e). 
1890.     GERRIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1906.  GÉRARDIN,  quai  Claude-le-Lorrain,  32,  à  Nancy. 

1897.  GERRANS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  street,  20,  à  Oxford  (Grande- 

Bretagne). 

1907.  GIORDANO,  directeur  du  R.  Ginnasio,  à  Licata  (Italie). 

1903.     G0DEV,    ancien    élève    de    l'École    Polytechnique,    rue    du    Bois-de-Boulogne,    7,    3 

Paris  (16e). 
1907.     G0T(Th.),  ancien  ingénieur  de  la  marine,  Hôtel  Soufflot,  rue  Toullier,  à  Paris  (5'). 
1881.     G0URSAT,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,   répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Denfert-Rochereau,  39,  à  Paris  (5e).  S.  P. 
1896.     GREVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,8  Paris  (5e). 

1899.  GlADET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  l'Université,  69,  à  Paris   (7e). 

1880.  GUCCIA   (Jean),    professeur    à    l'Université,    via    Ruggiero    Seltimo,    3o,    à    Palerme 

(Italie). 

1906.  GlERBY,  professeur  au  collège   Stanislas,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris   (6e).  S.  P. 

1900.  GlICHARD  (C),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Boulainvilliers,  14, 

à  Paris  (16e). 

1907.  GLICHARD  (L.),  rue  Condorcet,  42,  à  Paris  (9e). 

1881.  GUNTHER  (  I)r  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  a  Munich  (Bavière). 
1885.      GUYOU,   membre  de  l'Institut,  boulevard  Raspail,  28^,  à  Paris  (  i'fe). 

1882.  IIARICII,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  a  Lima  (Pérou). 

1890.  IIAOAHARI),  professeur  au  Collège  de  France  et  à  l'École  Polytechnique,  rue  Hum- 
boldt,  25,  à  Paris  (i.'f«).  S.  P. 

1910.  HALPHEN    (Ch.),   ingénieur  des  Arts  et   Manufactures,  Chaussée  de  la  Muette,  8   6m, 

à  Paris  (16e). 

1894.  HALSTED   (G.-B.)i    (Colorado   State  Teachere   Collège,    à    Greeley    (Colorado,    États- 

Unis).  S.  P. 

1901.  HANCOCK,  professeur  à  l'Université  de  Cincinnati,  Auburn  Hôtel  (Ohio,  États-l  nis). 

1909.  HA!\SE\,    pri  vat-docei'.t   à    l'Université,    Strandboulevarden.  66,    Copenhague    (Dane- 

mark ). 

1872 .  HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  Mines,  rue  de  Vaugirard,  .'>»>,  h  Paris  (<»').  S.  P. 

1905.  HEDRICK,  professeur  à  l'I  niversité,  South  Nintb  street,  3o a,  a  Columbia  (Missouri, 
États-Unis). 

1892.      IIERiHANN,  libraire-éditeur,   rue  de  la  Sorbonne,  S,  à  Taris  (V). 

1911.  IlII.RIIOLiZ,  professeur,  avenue  de  Belmont,  a8,  a  Montreux  (Suisse' 

1911.     IIOLMGRËN,  professeur  à  l'Université  d'Upsal,  à  l'Observatoire,  Upsal  (Suède   . 

1895.  Il  OIT  (S.),  professeur  a   l'École  s"  Crois   de   Neuilly,  boulevard    Pereire,    118  bis, 

a    Paris  (17").  S.   P. 
ISSU.     Iinilil.ltl.  membre  de  l'Institut,  iugénieui    en  chef  des  mines,  professeur  à    l'Ecole 

Polytechnique,  rue  Daubigny,  6,  à  Paris  (17"). 
1907.     IIUSS01V,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des   riercelins,  60,  a  Nanc} 
1681  •     IMRER,  ancien  directeur  des  études  a  l'Ecole  Centrale,  ancien  membre  du  Conseil  de 

l'Ecole  Centrale,  place  Voltaire,  1,  a  Paris  mi"). 


—  *6  — 

Date 

de 

l'admission. 

1896.     JACQUET  (E.),  professeur,  rue  Lagarde,    ;,  à  Paris  (a"). 

1898.     J\I1\KK    (E.),    professeur    à    l'Académie    des    Mines,    Darmstâdter    Bt russe,     n,    a 

Berlin,  W.  i  >  (  Allemagne  ). 
1903.     JK.\SE\  ( J.-L.-W.-V.),  ingénieur  en  chel  des  Téléphones,   Frederiksberg  allée,  68,  a 

Copenhague   (  Danemark  ). 

1872.  JORDAX,    membre   de  l'Institut,  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique  et  au  Collège  de 

France,  rue  île  Varenne,  J8,  à  Paris  (7e;.  S.  P. 
1S75.     JIXG,  professeur  a  l'Institut  technique  supérieur,  via  Fatebenefratelli,   19,  à  Milan 

(Italie). 
1910.     KÉRAVAL,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  avenue  du  Maine,  ^6,  à  Paris    (i4*). 
1892.      lî  0  C  11     (H.     von),     professeur    à    l'École     Polytechnique,    à    Djursholni-Stockholm 

(  Suède). 
1880.     IÎŒXIGS,   professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  examinateur    d'admission    à   l'École 

Polytechnique,  boulevard  Arago,  coi,  à  Paris  (i\"). 

1907.  KRYLOEF,   professeur  d'analyse  à   l'École  supérieure  des  Mines,  à  Saint-Pétersbourg 

(Russie  ). 

1897.  LACADCHIE,  ingénieur  civil,  rue  Brochant,  18,  à  Paris  (  17e). 

1873.  LA1SANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examinateur  à   l'Ecole   Polytechnique, 

rue  du  Conseil,  5,  à  Asnières  (Seine). 

190G.  LALESCO,   maître  de  conférences  à  l'Université,  str.  Luteranà,  3 1 ,  à  Bucarest. 

1893-  LAXCELIX,  astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  rue  Boissonnade,   3,   à  Paris  (i^e). 

1899.  LAXDAl,  professeur  à  l'Université,  Herzbergerchaussee,  48,  à  Gôttingen  (Allemagne). 

1896.  LAROZE,  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Froidevaux,  8,  à  Paris  (i4e)« 

1908.  LATTES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
1873.  LAUTH,  manufacturier  à  Thann  (Alsace). 

1896.      IjEAU,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Denfert-Rochereau,  83,  à  Paris  (i'j*). 
1880.     LÉAIITÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,  18,  à  Paris  (17e)-  S.  P. 
1896.     LEBEL.  professeur  au  lycée,  rue  Pelletier-de-Chambrun,   12,  à  Dijon. 
190'2  •     ÏjEBESGUE,    maître   de   conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  avenue  de  la 
Tourelle,  7,  à  Saint-Mandé. 

1903.  LEBEIF,    directeur    de    l'Observatoire,     professeur     d'astronomie    à    l'Université,    à 

Besançon. 
1893.      LEC0RXII,  membre  de   l'Institut,  Inspecteur  général  des  mines,  professeur  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  3,  à  Paris  (5e). 
1895.     LEMERAY,  licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques,  ingénieur  civil  du  génie 

maritime,  villa    Véga,  à  Antibes   (Alpes-Maritimes). 

1904.  LEM0YNE  (T.),  rue  Claude-Bernard,   7',,  à   Paris  (5e). 

1879.     LE  PAKE,  professeur  à  l'Université,  à  l'Observatoire  de  Cointe,  à  Liège  (Belgique). 
1895.     LE  ROUX,   professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  de  Châteaudun,  i3,  a  Rennes. 

1898.  LEROY,  docteur  es  sciences,  boulevard  Raspail,    117,  a   Paris  (6e), 

1891.     LERY,  agent-voyer  en  chef  de  Seine-et-Oise,  rue  Magenta,  5,  à  Versailles. 
1900.      LEVI  CIYITA  (T.),    professeur  a  l'Université,   via   Altinate.    .  ',.  à   Padoue   (Italie). 
1907.     LESG0I  HGIKS,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Jean-Bari,  \,  a  Paris  (6*). 
1909.     LEVY  (Albert),  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Bennes,  8G,  à  Paris  (<>•). 
32.     LEVI     (Lucien),    répétiteur   et   examinateur   d'admission    a    l'École    Polytechnique, 

rue  du  Regard,  1  -,  a  Paris  (6*). 
19()7.     LEVI  (Paul),  ingénieur  des  mines,  professeur  à  l'École  des  Mines  de  Saint-Etienne, 

a  Saint-Etienne. 
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1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.     LINDELOF  (Krnst),  professeur  à  l'Université,  Sandvikskajen,  i5,  à  Helsingfors  (Finlande). 
1877.      L1NDEMANN,   professeur  à  l'Université,   Franz-Josefstrasse,  9,  à  Munich  (Bavière). 
I88G.     LIOUVTLLE,   ingénieur  des   poudres,  examinateur   des   élèves  à   l'École  Polytechnique, 

quai  Henri  IV,  12,  à  Paris  (4e)- 
912.     LQVETT  (E.-O.),  Rice  Institute,  à  Houston  (Texas,  États- Un i- 
1888.     LUCAS  (  Félix  ),  ingénieur  en   chef  des  ponts   et   chaussées  en   retraite,   rue  Boissière» 

3o,  à  Paris  (  16e  ). 
1)02.     LUCAS-GIRARDVILLE,  au  Ministère  des  Finances,   Direction  des  manufactures  de  l'État, 

à  Paris  (2e). 
11)02.     LUCAS  DE  l'ESLOUAN,  ancien  élève  de  L'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  41,  à  Paris  (7*). 
18)5.     MAILLET,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,    répétiteur   à  l'École   Polytechnique,  me 

de  Fontenay,  11,  à  Bourg-la-Reine  (Seine).  S.  P.    * 
1905.     MALUSKI,  proviseur  du  lycée  de  Nimes. 

19(iG.     MARCUS,  licencié  es  sciences,  rue  de  Montsouris,  33,  à  Paris  (i'i*). 
19(4.      MAROTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  (h;  Keuilly,   35  bis,  à  Paris  (i2-). 
18M.     MARTIN  (Artemas),    i535,    Colombia  Street  N.  VV.,  à  Washington  D.  C.  (États-Unis). 
1817"      MEI1MKE,    professeur    à    l'École     technique    supérieure,    Lowenstrasse,    à    Stuttgart- 

Degerloch  (Wurtemberg). 
188).     MENDIZARAL  TAMBDREL  (de),   membre  de   la  Société   de  Géographie  de    Mexico,    calle 

de  Jésus,   i3,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 
1 88t .     MERCEREAU,  licencié   es  sciences,  docteur  en    médecine,    rue   de    l'Université,   191, 

à  Paris  (7«).  S.  P. 
190!.     MERLIN  (  Emile),  docteur  es  sciences  physiques  et  mathématiques,   ancien   astronome 

adjoint  à  l'Observatoire  royal  de  Belgique,  répétiteur  à  l'Université,  rue  d'Ostende,  1 1 , 

à  Gand  (  Belgique). 
190".     MERLIN  (Jean),  astronome  à  l'Observatoire  de  Lyon,  à   Saint-Genis-Laval  (Rhône 
190  .     METZLER,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 
190).     MICHEL    (Charles),   professeur  au   lycée  Saint-Louis,  rue  Sarrette,   i'|.  à  Paris  (i^*). 
1895.      MICHEL  (  François),  ingénieur,  licencié  es  sciences,  chef   du  service  dès  parcours  de 

la    Compagnie    des    chemins   de   fer    du    Nord,    faubourg     Saint-Denis,    210,    à 

Paris  (10e). 
1873.     MITTAG-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Djursholm-Stockholm  (Suède). 
19(4.     MIWA,  professeur  à  l'Université  de  Kyoto  (Japon). 

19(2.     M0LK(J.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  s.  à  Nancy. 
19(7.     MONTEL,  chargé  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Vaugirard, 

à  Paris  (ifr  ). 
1818.     MONTESSUS    DE   1ULL0RE  (vicomte  Robert    de),    professeur   à    la    Faculté    libre   des 

Sciences,  boulevard  Bigot-Danel,  i5,  à  Lille  (Nord). 
1911.     MODRE  (Cll.-N.),  professeur  assistant  à  l'Université  de  Cincinnati,   rue  Notre-Dame- 

des-Ghamps,  99,  à  Paris  ('>"). 
1*03.     MULLER  (J. -().),  Venusbergerweg,  3a,  à  Bonn  (Allemagne). 
1)09.     MYERS   (G.-W.),  professeur   de  mathématiques   et   d'astronomie   et    supervisor    <K- 

mathématiques  à  l'Université  de  Chicago  (États-Unis) 
1909.     NEOVIUS,  ancien  professeur  a   l'Université  d'Helsingfors,  Chr.   Vinthersvei   ;'.  1  I 

penhague  (  Danemark  ). 
1885.     NEl'REIMi,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 
1897.     NICOLLIER,  professeur,  la  Châtaigneraie,  à  Saint-Clarens  (Vaud,  Suias< 
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1900.  NIBWENGLOWSKI,  docteur  es  sciences,   inspecteur  général  *1  <*  l'Instruction  publique, 

rue  île  L'Arbalète,  35,  a  Paris  (  r>"  ). 
1882.     OGACNE  (M.  d'),    ingénieur  en  chel  des   ponts  et    chaussées,  professeur  à   l'École 

Polytechnique,  rua  La  Boêtie,  3o,  à  Paris  (8e).  S.  P. 
1905.     OllIYEi.  me  Pierre-Nicole,  7.  à  Paris  (3e). 
1S7;>.     0Y1DI0    (F.     v.1),      professeur    a     l'Université,    Corso    Sommeiller,    îii,     à     Turin 

(Italie). 

1901.  PADÉ  (H.),  recteur  de  l'Académie  de  Besançon. 

1893.      P41XLEYE,    membre  de  l'Institut,    professeur  à    la    Faculté  des   Sciences  et  à  lT'cole 

Polytechnique,  rue  Séguier,   18,  à  Paris  (6°). 
1912.      PAXGE     (dk),     ancien     élève    de    l'École     Polytechnique,     rue    François     I"r,    .'>■,    à 

Paris  (S°). 
1SSS.     PAPEMER,   professeur  au   lycée,  rue  iNotre-Dame-de-Recouvrance,  20,  à  Orléani. 
1881.     PELLET,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  boulevard   Gcrgovia,  77,  à  Clernont- 

Ferrand. 
IS7't.     PERC1N,  général  de  division,  avenue  Elisée-Reclus,  23.  h  Paris  (7e). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts,  États-Unis).  S.  P. 
1892.     l'EUItlX  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Tarbé,  3,  à  Paris  (17e). 

1896.     PETROVUCH,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-X'enac,  2b",  à  Belgrade  (Serbie). 

1902.  PETROYITCH    (S.),    général    major,    professeur    ordinaire    à    l'Académie    d'artllerie 

Michel,  Sergevskaïa,  42>  log.  10,  à  Saint-Pétersbourg. 
1887.     PE7.Z0  (obl),  professeur  à  l'Université,  piazza  San  Marcellino,  2,  à  Naples  (Ihlie). 

1905.  PFEIFFER,  maître  de  conférences   à    l'Université,   Szaoudl   Wladimirskaïa  4">.  bg  II, 

à  Kiew  (  Russie  ). 

1906.  PHILIPPE  (Léon),  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,   rue   de  Turin,   :3  ois, 

à  Paris  (8«). 

1879.  PICARD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Science?  et  à 
l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Joseph-Bara,  4»  à  Paris   (6e  . 

1872.  PlfiQUET,  chef  de  bataillon  du  génie,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytech- 
nique, rue  Monsieur-le-Prince,  4»  à  Paris  (6e). 

1899.  PIERPOXT  (James),  professeur  à  l'Université  Vale,  Mansfield  street,  £2,  à  New  laven 
(Connecticut,  États-Unis  ). 

1882.  POIXQRE,   membre  de  l'Institut   et    du  Bureau    des     Longitudes,    professeur  à    la 

Faculté  des  Sciences,  rue  Claude -Bernard,  63,  à  Paris  (5*).    S-  P. 
1872.     POMGXAC  'prince  C.  de),  à  Radmannsdorf  (Carniole,  Autriche).  S.  P. 
1906.     POP0VICI,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Jassy   (Roumanie). 
1899.      PRIIV6SHEIM,    professeur  à  l'Université,  Arcisstrasse,  12,  à  Munich   (Bavière). 
1896.      PRUYOST,    inspecteur    général    honoraire    de    l'Instruction    publique,    11,     rue    œ    la 

Tour,  a  Paris  (16e). 
1902.     PDX  (  Victor),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

rue  Madame,   V| ,  a  Paris  (6e). 
1896.     QMQUKT,  actuaire  de   la   Compagnie  la  Nationale,  boulevard    Saint -Germain,  <p,  à 

Paris   (  ')"■). 
189S.     RABLT,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue    Joseph-Bara,  4,  à   Paris     '"). 
RÉM0UND0S,  proie. seui-  d'anal) se  supérieure  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Spyridjpn 

I  ricoupis,  5  j,  à   \  thènes  (  Grèce  . 
[906.     RBMY,  docteur   es    sciences,    ingénieur   d>-s    Mines,    rue   Jeanne-d'Arc,    ■.>.">,   à    Irai 

|  Pas-de-Calais1) 
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100.3.     RICHARD,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  rue  de  Ton  l>.  100, 
à  Châteauroux. 

RICHARD  D'AROMOURT (de),  anc.  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Nationale,  -\,  a  Lille. 

HISSER,  actuaire  au   Ministère  du  Travail,  rue  Sédillot,  5,  à  Paris  (  7e). 

HOCHE,   agrégé  de  mathématiques,  rue  d'Assas,  -6,  à  Paris  (6'). 

ROSEXBLAIT,  docteur  en  philosophie,  rue  Basztowa,  19,  à  Cracovie  (Autriche). 

RDTIIRDCK,  Professeur  à  l'Université,  à  Bloomington  (Indiana,  États-Unis). 

ROUART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  Vj,  à  Paris  (8e). 

ROI'GIER,  professeur  au  lycée  et  à  l'École  îles  ingénieurs,  rue  Sylvabelle,  84,  a  Marseille. 

ROUSIERS,  professeur  au  collège  Stanislas, boulevard  du  Montparnasse, 62,  à  Paris  (14e). 

RIJDMCkl,  licencié  es  sciences,  avenue  du  Parc-de-Montsouris,  21,  à  Paris  f  i'ie). 

SALTYKOW,  professeur  à  l'Université,  à  Kharkow  (Russie).  S.  P. 

SAMELEYICI,  docteur  es  sciences,  Calca  Victorici,    io,3,  à  Bucarest  (Roumanie). 

SARTIAUX,  ingénieur  en    chef  des   ponts  et  chaussées,  chef   de    l'exploitation    h    la 
Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

vSAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

SCIIŒXFlilES,    professeur    à    l'Université,     IX,     Schumannstrasse,    oj,     à     Francfort 
(  Allemagne). 

SCI10U  (Erik),  ingénieur,  Hollaendervez,  12,  à  Copenhague  (Danemark 

SCIIOUTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 

SEE  (Thomas-J.-J.),  Observatory  Mare  Island  (Californie). 

SÉGt'IER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris  (7e). 

SELIVANOFF  (l)émélrius),  professeur  à  l'Université,   Fontanka,  116,  log.  16,  a  Saint- 
Pétersbourg.  S.  P. 

SERVANT,  chargé  de  conférences  à  la  Sorbonne,  à  Bourg-la-Reine  (Seine). 

SHAW  (J.-B.)j  professeur  à  l'Université,  West  California,  901,  Ave  Urbana  (Illinois, 
États-Unis). 

SIRE,  docteur  es  sciences,  rue  Royer-Collard,  [\,  à  Paris  (5*). 

SPARRE  (comte  de),  doyen    de    la   Faculté    catholique    des    Sciences,  avenue    de    la 
Bibliothèque,  7,  à  Lyon.  S.  P. 

SPEISER  (Andréas),  privat-docent  à  l'Université,  Stephansplan,  7.  à  Strasbourg  (Alle- 
magne ). 

STECKER    (H. -F.),     professeur    île    Mathématiques,    a    Pensylvania    State    Colh 
Miles  Si.  3o6  (Pensylvanie,  États-I  nis). 

STEIMIANOS,  |)rofesseur  à  l'Université,  rue  Sol  on,  30,  a  Athènes  (Grèce). 

STÔRMER,  professeur  à  L'Université,  Corl  Adelers  gade,  ta,  a  Christiania  (Norvège 

SI  PRIA,  directeur  de  l'Ecole    préparatoire    a    l'Ecole   supérieure    d'électricité,    rue    de 
Staël,  2G,  à   Paris  (i4*)- 

SliNDMAN,  maître   de  conférences   à   1  Université,     Fredriksgatan,    19,    à    Helsingfors 
(  Finlande  ). 

SYliOW,  professeur  à  l'Université,  Mnjorstuveien,  i(>  III,  a  Christiania  [No  S.  P 

TARNARIDEH  (Mllu),  licenciée  es  sciences,  Amdtstrasse  18  II,  àGôttingen  (Allemagne). 

TARRY  (('■.),  membre  de  la  Société   Philomathique    de    1*;» i- i ~. .    boulevard    de    Stras- 
bourg,  18a,  au  Havre.  S.  P. 

rilYISVlT,  professeur  au  lycée    Henri  IV,  boulevard   SuGermain,  5o,  .1  Pui^  |  ''). 

iniOIlllEMiO,  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  ■  Kiev»  1  Russie  . 

TOKRES,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Valgame  Dios,  I,  à  Madrid  ,  Bapaj  ne). 

l'OUGHE,  ancien  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  fruflault,  a3,  à  Paris  (17*). 
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1910.  TRUXARD.  professeur  s  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 

1872.     TRES11A,   ingénieur  eu   chef  des    ponts   et  chaussées  en  retraite,  pue  du  Général 

Henrion-Rerthier,  7,  ;i  Neuill y-sur-Seine  (Seine). 
I89fi.      l'RESSE,  professeur  au   collège  Kollin,  rue   Mizon,  6,  à  Paris  (1  >"). 
1907.      TRIPIER  (H.),    licencie  es  sciences,  rue  Alphoiise-de-.Vuville,   17,   à  Paris   (170). 

1911.  TIIIIUKHË,  docteur  es  sciences,  professeur  au   lycée  de  Poitiers. 

1893.  VAI<LÉK-P01)SSI.\  (Ch.-J.  de  la),  membre  de  l'Académie  Royale  des  Sciences,  de 
Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  professeur  à  l'Université,  rue  de  1 
Station,    1 49,   à   Louvain  (Belgique). 

1904.  VAXDEIREX,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,   16,  à  Bruxelles. 

1905.  VAX   VLECK,    professeur    de    Mathématiques,    University    of    Wisconsin,    à    Madisoi 

(  Wisconsin,  États-Unis). 

1897.  VASSILAS-VITAlilS  (J),    professeur  à    l'Ecole    militaire   supérieure,  rue    Socrate,    11 A 

à  Athènes  (  Grèce  ). 

1898.  VASSIMEF,  membre  du  Conseil  d'État,  Vassili  Ostrow  ligne  r>,  m.  19,  à  Saint-Péters 

bourg  (  Russie  ). 
1909.      VEIIi  (  Mlle  S),  licenciée  es  sciences,  boulevard  de  Strasbourg.  55,  à  Paris   (10e). 
1901.     VESSI0T,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   boulevard  Raspail,  234,  à  Paris  (i4e) 
1911.      VILLAT,  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Montpellier. 
1888.      V0LTERRA  (  Vito),  professeur  à  l'Université,  via  in  Lucina,  17,  k  Home. 
1900.      VDIBERT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5e). 

1880.  WALCKËXAER,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  St-Gerniain,  218,  à  Paris  ( 7* J 
1907.      WEBER  (Emile),  rue  du  Mambour,  10,  à  Liège  (Belgique). 

1879.      WEHili,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  45,  à  Paris  (8e). 

1906.  WILS0X  (E.-B.),    professeur    a    l'Institut  de   technologie,    à    Boston   (Massachusetts 

États-Unis). 
1911.      WIXTER,  avenue  Kléber,  29,  à  Paris  (16e). 
1909.     WOODS  (  F.-S.  ),  professeur    à    l'Institut  de    Technologie,    à  Boston    (Massachusetts 

États-Unis). 
1878.     W0R.MS  DE  ItOMIELY,  inspecteur  général  des  mines,  en   retraite,  quai  de  Passy,  i'|. 

à  Paris  (16e). 
188*2 .     7.AB0UDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie   d'Artillerie 

Zfiamenskaïa,  22,  à  Saint-Péiersbourg  (  Russie). 
1890.     /.ARFJ1BA,  professeur  à  la  Faculté  de  Philosophie  de  l'Université,  rue  Sw.  Anny,  1 

à  Cracovie  (Autriche). 
1903.     7.EKV0S,  professeur  agrégé  à  l'Université,  rue  Acharnon,   'p,  à  Athènes  (Grèce). 

1881.  7.EUTHEX,   professeur  à   l'Université,  Forchhammers  Vej.   12,    a  Copenhague  (Dane- 

mark ). 
1898.     ÏIWET,    professeur    de    Mathématiques    à    l'Université    de    Michigan,    South    Inp.alls 

street,  6'(  j.  à  Ann  Arbor  (Michigan,  Etats  Unis). 
1911.      ZOARD  DE  GÉOCZE,  professeur  à  l  ngvàr  (Hongrie). 
1909.      7.0RETTI,  professeur  de  Mécanique  a  la  l'acuité  des  Sciences  de  Caen. 

Membre  décédé  en  1911  :  M.  R01QUET. 
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SOCIÉTAIRES  PERPÉTUELS  RÉCÉDÉS. 


BENOIST.  -  BIENAYME.  —  BISCHOFFSHEIM.  —  BORCIIARDT.  —  CAXET.  —  C11ASLES. 
CLAUDE-LAFO\TAI\E.  —  GAUTHIER-VILLARS.  -  HALPHEN.  -  HERMITE.  -  B1RST. 
LAFFON  DELADÉBAT.  —  MÀNXIIEIM.  —  PERRIN  (R.).  —  RAFFY.  —  TANNER  Y  (PAIL). 
TCHERICHEF.  —  VIELLARD. 


LISTE 

DES 

PRÉSIDENTS  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANGE 

DEPUIS     SA     FONDATION. 


RM. 

RM. 

1873 

CHASLES. 

1893 

HUMBERT. 

1874 

LAFFON  DE  LADÉBAL 

1894 

PICQUET. 

1875 

BIENAYMÉ. 

1895 

GOIRSAT. 

1870 

DE  LA  GOURNERIE. 

1890 

KŒMCS. 

1877 

MANNHEIM. 

1897 

PICARD. 

1878 

DARBOUX. 

1898 

l.rCURNI  . 

1870 

0.  BONNET. 

1899 

611Y0U. 

1880 

JORDAN. 

1900 

POINCARÉ. 

1881 

LA GUERRE. 

1901 

DOC  ACNE. 

1882 

HALPHEN. 

1902 

RAFFY. 

1883 

BOUCHÉ. 

1903 

PAINLEVÉ. 

1884 

PICARD. 

190! 

CARVALLO. 

1885 

APPELL. 

1905 

BOREL. 

1880 

POINCARÉ. 

1900 

HADVMARD. 

1887 

FOl'RET. 

1907 

RLI  III  . 

1888 

LAISANT. 

1908 

PERRIN  (R.) 

1889 

ANDRÉ  (D.). 

1909 

BIOCHE. 

1890 

HATON  DE  LA  fi ODPIL LIBRE. 

1910 

BRICIRD. 

1891 

COLLICNON. 

1911 

LÉVY  (L). 

1892 

VICAIRE. 

1912 

WROYER. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam 

Amsterdam 
\  msterdam , 


Bàle 

Baltimore, 
Berlin. . .  . 
Berlin. . . . 


Berlin. 


Bologne.  . 
Bordeaux. 

Bruxelles. 


Bruxelles. . . 
Calcutta 

Cambridge  . 
Christiania . 

( '.oïiii  lire  .    .  . 


Copenhague . 

Copenhague 


Cracovie.. . 

Delft 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Gôtlingen .  . 

Halifax 

tiamhou  rg . . 

Harlem 

rlelsingfors. 

Kansas 

Kasan 

K  liarkow  .  .  . 
Kharkow  .  .  . 

Leipzig 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Livourne . . . 
Lon  li eB .  . . . 
Londres.  . .  . 


Académie  Royale  îles  Sciences  d'Amsterdam, 

Société  mathématique  d'Amsterdam . 

Revue  semestrielle  des  publications  mathéma- 
tiques. 

Naturforschende  Gesellschaft. 

American  Journal  of  Mathematics , 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Jahrbuch  iiber  die  Fortschritte  de/  Matlie- 
matih. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematih . 

Académie   des  Sciences    de  Bologne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientilique  de  Bruxelles. 

Calcutta  mathematical  Society. 

Cambridge  pbilosophical  Society. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab. 

Annaes  scientificos  da  Academia  Polytech- 
nica   do  Porto. 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik. 

Det  Kongelige  danske  videnskabemes  S"ls- 
kabs  Skrifter. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Académie  technique. 

Société  Boyale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mathesis . 

Société    Boyale   des  Sciences  de  Gôttingen. 

Nova  Scotian  Institute  of  Science. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Université  de  Kansas. 

Société  physico-mathématique . 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkow. 

Société  Boyale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mathematisclie  Aitnalen. 

Archiv  </<•/   Mathematik   nn<l  Physik. 

Société   Boyale  des  Sciences. 

Periodico  di  Matematica. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
États-Unis. 
Allemagne . 

A  llemagne . 

Allemagne. 

Italie. 
France . 

Belgique. 
Belgique. 

Inde  anglaise. 

Grande-Bretagne. 

Norvège . 

Poi  tugal . 

Danemark  . 

Danemark 
Autriche. 
Pays-Bas. 
Grande-Bretagne. 
Grande-Bretagne. 
Belgique . 
Allemagne. 
NUa-Écosse  (Canada) 
Allemagne. 
Hollande. 
Finlande. 
États-Unis. 
Russie. 
Kussie. 
Russie. 
Allemagne. 
Allemagne. 
Allemagne, 
Belgique. 
Italie. 
Grande-Bretagne . 
Grande-Bretagne. 
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Londres. 
Luxembourg. 
Marseille.  .  .  . 

Mexico 

Milan 


Moscou. 
Munich. 
Naples . 


New-Haven 
New-York  . 
Odessa .... 
Palerme. . . 

Paris 

Paris 


Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague  

Princeton 

P«ennes 

Rome 

Rome 

Rome 

Saint-Pétersbourg 

Sophia 

Stockholm 

Stockholm 

Tokyo  .  . . 

Toulouse , 

Turin 

Upsal 

Varsovie 

\  mise 

Vienne 

Vienne 

Zagreb  (  \gram  ). . 


Zurich I  Naturforschende  Gesellscbaft. 


Société  Royale  de  Londres. 

Institut  grand  ducal  de  Luxembourg. 

Annales  de  la   Faculté  des  Sciences. 

Sociedad  cienlifica  Antonio  Alzate. 

Institut     Royal     lombard    des     Sciences    et 
Lettres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  et  ArtsduConnecticut. 

American  mathematical  Society. 

Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Russie. 

Rendiconti  del  Circolo  malematico. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement    de 

Sciences. 
Société  philomalhique  de  Paris. 
Bulletin    des   Sciences     mathématiques. 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Intermédiaire  des  Mathématiciens. 
École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
Il  Nuovo  Cimento. 
Académie  des  Sciences  de  Bohême. 
Casopis  pi  o  péstovâfli  mattiematihy  afysiky 
Société  mathématique  de  Bohême. 
Annals  of  Mathematics. 
Travaux  de  l'Université. 
Académie  Royale  des  Lincei. 
Società  italiana  délie  Scienze. 
Società  per  il  progresso  délie  Scienze. 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
Annuaire  de  l'Université  de  Sophia. 
Acta  mathematica. 
Bibliotheca  mathematica . 

Mathematico-physical  Society. 

Annules  de  la  Faculté  des   Sciences. 
Académie  des  Sciences. 
Société  Royale  «les  Sciences  d'Upsal. 
Prace  Matematyczno  Fizyczne. 

Institut  Royal  des  Sciences,  Lettres  et  Arts. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monatshefte  fur  Muthematik  und  Physik. 
Académie  Sud-Slave  desSciences  et  Beaux-  Vit  s 


Grande-Bretagne. 
Luxembourg . 
France. 

Mexique . 

Italie. 
Russie. 
Bavière . 

Italie. 
États-Unis. 
États-Unis. 

•  Russie. 
Italie. 
France . 

France . 
France. 
France. 
France. 

France. 

France. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 
Autriche. 
Autriche 
Autriche. 
New-Jersey,  États-U  ni  s 
France . 

Italie 

Italie. 

Italie. 
Russie. 
Bulgarie. 
Suède. 
Suède. 
Japon. 
France . 
Italie. 
Suède. 

Russie. 

Italie. 

Autriohi  . 

Au  i  riche. 

Autriche  Hongrie. 

Su  isae . 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  8  NOVEMBRE  1911, 


PRESIDENCE    DE    M.    BRICARD. 


Communication  : 

M.  Briçard  :  Sur  les  arcs  d'ellipse  à  différence  rectifiable. 

L'auteur  donne  une  démonstration  très  simple   des  théorèmes  de 
Chasles  et  d'autres  propositions  relatives  à  ces  arcs. 


SÉANCE  DU  22  NOVEMBRE  1911. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    FONTENÉ. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société  :    M.    Bratu,    présente 
par  MM.  E.  Picard  et  T.  Lalesco. 

Communications  : 

M.  E.  Cahen  :  Sur  Vir ratio nnali té  des  sommes  des  séries  dont  le 
terme  général  est  une  fonction  rationnelle  de  l'indice. 

r  „  F ,        ,   .    V^  /(  n  )  , 

La    somme    a  une   telle    série    >   ! S  e.rnri/ne    au    moyen    de 

—  g  (  n  )  ■ 

nombres  rationnels,  des  coefficients  de  /'{//)  et  de  g(n)^  des  racines 

deg(n),   de  fonctions    rationnelles,    de   la  fonction    li(.r)    don 
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logarithmique   de    la  fonction    eulérienne    \\    enfin    des   dérivées 
de  h{x)  jusqu'à  un  certain  ordre. 

Il  résulte  de  là  que  l'étude  des  irrationnalités  que  présentent  les 
séries  en  question  est  ramenée  à  celle  des  irrationnalités  que  pré- 
sentent la  fonction  //  et  ses  dérivées.  Cette  élude  o'est  pas  faite. 
L'auteur  la  commence  par  le  théorème  suivant  :  Pour  des  valeurs 
rationnelles  de  x,  la  fonction  h{x)  s'exprime  au  moyen  de  nombres 
algébriques,  de  la  constante  d'Euler  et  de  fonctions  logarith- 
miques. 

Ceci  donne  la  somme  de  la  série  lorsque  les  racines  du  dénomi- 
nateur sont  rationnelles  el  d'ordre  r. 

L'auteur  examine  encore  plusieurs  cas  où  la  somme  de  la  série  se 
ramène  à  des  transcendantes  connues. 

Lorsque  g(n)  a  ses  racines  commensurables,  mais  multiples,  la 
somme  se  ramène  à  des  transcendantes,  entre  lesquelles  Fauteur 
établit  quelques  relations. 

D'ailleurs  ces  résultats  ne  présentent  pas  qu'un  intérêt  purement 
théorique.  Le  calcul  de  l'expression  que  Ton  trouve  dans  certains  cas 
pour  la  somme  d'une  série  est  souvent  plus  simple  que  le  calcul 
direct. 

M.  Lebesgue  :  Sur  le  théorème  de  la  moyenne  de  Gauss. 

Ce  théorème  s'exprime  dans  le  cas  de  deux  variables  x  et  y  par 
la  relation 

f(.x,y)=  z^i  j  j f(xuy\)dxxdyu 

C  étant  un  cercle  de  centre  (,r,  y)  et  de  rayon  r.  La  fonction  /'  étant 
supposée  continue  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres, 
la  relation  de  Gauss  est  la  coudition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
la  fonction  /  soit  harmonique.  M.  Lebesgue  complète  un  peu  ce 
résultat  en  remarquant  qu'il  suffit  de  supposer  que  f  est  sommable 
(ce  qui  est  nécessaire  pour  que  la  relation  ait  un  sens)  pour  que  le 
théorème  subsiste.  Même,  dans  des  conditions  assez  larges,  il  suffit 
que  cette  relation  de  Gauss  soit  vérifiée  en  chaque  point  (x,  y)  pour 
une  seule  valeur  r(x,  y)  de  /\  Ceci  conduit  à  essayer  de  calculer  par 
le  procédé  suivant  la  fonction  harmonique  prenant  sur  la  frontière 
d'un  domaine  D  les  mêmes  valeurs  qu'une  fonction  continue  donnée  /*: 
à  chaque  point  (x,  y)  intérieur  à  D,  attachons  une  circonférence  C 
n'ayant  aucun  point  extérieur  à  D,  de  centre  (x,  y)  el  de  rayon 
r(x,y);    r(xf  y)  est  supposée  continue.   De  f  nous   déduisons   une 
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fonction/,  par  l'égalité 

Mx,y)=  l  ff        f(xuy\)dxxdyx 

=  j    I  ^i(x,y;xuyi)dxidyuf(xl1yi)i 


K,  (x,  y;  -r,,  /i)  étant  égal  à  — — ■  quand  {xiy  y,)  est  intérieur  à 

D  et  à  zéro  dans  le  cas  contraire.  De  même,  de  /,  on  déduira  /2, 
de/2  on  déduira /3,  ....  On  a 

ft(x,y)  =  j  j  &i{x, y\*\,y\) f(*i,yi) dx^dyx 

en  posant 

K/«.r;ari,7i)  =    /    /  K,(>,y;  a,  (3)K/_!(a,  (3;  xu yt)  d*  rfp. 

Les  fonctions  ft  tendent  vers  la  fonction  clierchée  pour  les  domaines  D 
tels  que  le  problème  posé  soit  possible  pour  toute  fonction  con- 
tinue /(#./). 

M.  Mon  tel  :  Sur  des  généralisations  des  théorèmes  de  MM.  Picard 
et  Landau. 

Des  travaux  récents  dus  principalement  à  MM.  Landau,  Cara- 
théodory,  Schottky,  Hurwitz  ont  remarquablement  complété  les 
théorèmes  de  M.  Picard  sur  les  points  singuliers  essentiels.  Ces 
travaux  sont  relatifs  à  des  fonctions  qui  ne  prennent  jamais  ni  la 
valeur  zéro,  ni  la  valeur  un  à  l'intérieur  d'un  cercle  où  elles  sont 
liolomorphes.  M.  Montel  montre  comment  ces  propositions  peinent 
être  étendues  au  cas  où  les  fonctions  prennent  un  nombre  limité 
de  fois  les  valeurs  zéro  et  un  dans  tel  cercle.  Par  exemple,  les 
fonctions /(.r),  liolomorphes  dans  un  cercle  de  rayon  \\.  prenant  au 
centre  la  valeur  a0  et  ne  prenant  pas  plus  de  p  fois  les  valeurs  zéro 
et  un  dans  ce  cercle  sont,  dans  un  cercle  concentrique  de 
rayon  #R(o  <  0  <  i  ),  inférieures  en  module  à  un  nombre  M  (a«,  />,  0,  0'), 
en  désignant  par  O'R  la  plus  courte  distance  au  centre  dos  points  pour 
lesquels  J'(-r)  est  égale  à  zéro  ou  à  un.  Sous  certaines  conditions,  ces 
résultats  peuvent  encore  s'étendre  au  cas  où/(.r)  prend  une  infinité 
de  fois  les  valeurs  zéro  et  un  dans  le  cercle. 


S.  M.  —  Comptes  rendus. 
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SÉANCE  DU  L3  DÉCEMBRE  1011 

PRÉSIDENCE    DE   M.    FOUGHÉ. 


SÉANCE    DU    20    DÉCEMBRE    1911. 

PRÉSIDENCE    DE   AI.    L.    LÉVY. 

Communications  ; 

M.  Cartan  :  Sur  les  caractéristiques  de  certains  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles. 

Lorsqu'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  en  inçolution 
à  un  nombre  quelconque  de  fonctions  inconnues  de  n  variables 
indépendantes  jouit  de  la  propriété  que  son  intégrale  générale  ne 
dépend  que  de  fonctions  arbitraires  d'un  argument,  il  existe  r 
familles  de  caractéristiques  à  n  —  i  dimensions,  r  désignant  le  nombre 
des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  l'intégrale  générale.  Chaque 
intégrale  peut  être  regardée  de  /•  manières  différentes  comme  engen- 
drée par  des  caractéristiques  dépendant   d'une   constante   arbitraire. 

Dans  certains  cas,  le  nombre  de  ces  familles  de  caractéristiques 
peut  être  réduit,  certaines  familles  devenant  doubles,  triples,  etc. 
Ces  cas  de  réduction  sont  analogues  à  ceux  qui  se  présentent  dans  la 
réduction  d'une  substitution  linéaire  à  sa  forme  normale  et  la 
recherche  des  caractéristiques  dépend  d'ailleurs  d'une  telle  réduction. 

M.  Montel  :  Sur  une  nouvelle  démonstration  d'un  théorème 
de  M.  Picard . 

Il  s'agit  du  théorème  relatif  aux  valeurs  que  prend  une  fonction 
uniforme  dans  le  voisinage  d'un  point  essentiel  isolé.  M.  Montel 
montre  d'abord  que  les  fonctions  f(x),  holomorphes  dans  un  anneau 

de  centre  origine   et   limité  par   des   cercles   de   rayons  — et  2  H,    qui 

prennent  en  un    point  situé  à  la  distance  B  de  l'origine  une  valeur  de 
module    inférieur   a    y.    et    ne   prennent  jamais   dans   Panneau    ni    la 
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valeur  zéro  ni  la  valeur  un,  sont,  sur  le  cercle  concentrique  à 
l'anneau  et  de  rayon  K,  inférieures  en  module  à  un  nombre  M  (a), 
indépendant  de  H.  D'après  le  théorème  de  Weierstrass,  il  existe  une 
infinité  de  points  P  ayant  pour  unique  point  limite  l'origine  en  chacun 
desquels  le  module  d'une  fonction  f(&),  holomorphe  autour  de 
l'origine  qui  est  un  point  essentiel,  est  inférieur  à  a.  Si  la  fonction  ne 
prend  jamais  ni  la  valeur  zéro  ni  la  valeur  un  autour  de  l'origine,  on 
en  déduit  qu'elle  est  bornée  sur  toutes  les  circonférences  de  centre 
origine  et  passant  par  les  points  P  et,  par  conséquent,  bornée  autour 
de  l'origine  qui  ne  peut  donc  être  un  point  singulier. 


SÉANCE   DU    10   JANVIER    1912. 


PRESIDENCE    DE    M.    ANDOYER. 


La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement du  Bureau  et  d'une  partie  du  Conseil  :  elle  entend  le 
Rapport  de  la  Commission  des  comptes  et  en  approuve  les  con- 
clusions à  l'unanimité. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  J.  Sire,  présenté 
par  MM.  Vessiot  et  Montel. 

Communication  : 

M.  Halphen  :  Sur  un  système  différentiel  relatif  au  problème  des 

potentiels  des  accélérations  d'ordre  supérieur. 

Il  s'agit  de  trouver  les  Intégrales  communes  à  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  que  l'auteur  a  précédemment 
rencontrées;  on  peut  le  faire  en  ramenant  le  problème  à  la  recherche 
de  deux  développables,  intégrales  d'une  même  équation  du  premier 
ordre,  liées  entre  elles  par  une  relation  géométrique  simple.  1  ne  des 
solutions  que  donne  cette  méthode  est  le   mouvement  d'un    point  sur 
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une  hyperbole  équilatère  quia  déjà  été  signalé.  Une  marche  analogue 
peut  s'appliquer  à  des  équations  d'un  type  plus  général. 

L'auteur  se  propose  de  revenir  prochainement  sur  ce  sujet,  parti- 
culièrement sur  les  remarques  que  M.  Cartan  a  bien  voulu   lui   faire. 


SEANCE    DU    24    JANVIER     1912. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    ANDOÏER. 

Communications  : 

M.  Iladamard  :  1.  Sur  les  variations  unilatérales  et  les  principes 
du  calcul  des  variations. 

Il  est  aujourd'hui  bien  connu  que  la  considération  des  variations 
successives  ne  suffit  pas  a  priori,  comme  les  successeurs  de  Lagrange 
avaient  été  tentés  de  le  croire,  à  décider  du  maximum  ou  du  mini- 
mum d'une  intégrale. 

Un  des  exemples  les  plus  simples  et  les  plus  généraux  de  ce  fait 
est  fourni,  comme  M.  Hadamard  a  déjà  eu  l'occasion  de  le 
remarquer  (*),  par  les  problèmes  de  variation  unilatérale. 

L'auteur  expose  comment,  en  outre,  sur  cet  exemple,  la  manière 
dont  le  raisonnement  en  question  est  mis  eu  défaut  apparaît  avec 
clarté.  On  voit  dans  certaines  déformations  continues  du  contour, 
I  intégrale  commencer  par  décroître  par  exemple,  puis  augmenter 
jusqu'à  une  valeur  supérieure  à  celle  qu'elle  avait  initialement. 

II.  Sur  les  eœtrcmales  du  problème  isopérimétrique  dans  le  cas 
des  intégrales  doubles. 

On  sait  (2)  que  le  problème  isopérimétrique  plan,  relatif  à  deux 
intégrales  dont  l'une  a  la  forme  générale 


(l)  I0  =   /  f(oc,y,  dx,  dy) 


(')  Voir   Leçons   sur  te    cahul   des    variations ^   o01  367,   388  (p.    'i4t-'i'is  rt 

i70-47»)' 

(*  )  Voit  Ann.  Se.  Éc.  Norni.  sup.,  3'   ^éiie,  t.  WIV,  1907,  |>.  2o3  et  suiv. 
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(/  vérifiant  les  conditions  classiques  pour  que  le  problème  soit 
régulier),  tandis  que  l'autre  est  une  intégrale  curviligne  du  type 
élémentaire 

(a)  Ii  =  J  P(x,y)dx-hQ(x,y)dy 

conduit  à  des  conclusions  d'une  remarquable  simplicité  lorsqu'on 
considère  des  extrémales  correspondant  à  de  grandes  valeurs  du 
paramètre  auxiliaire  /  par  lequel  on  ramène  l'extrémum  (lié)  de  I0 
pour  It  =  const.,  ou  inversement,  à  l'extrémum  libre  .de  1 0  — i—  /It . 
Les  extrémales  se  ferment  approximativement  aux  environs  d'un  de 
leurs  points  :  à  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  près,  elles  sont 
semblables  à  une  courbe  qu'on  peut  construire,  a  priori,  par  de 
simples  différentiations  et  éliminations,  la  figura trice  du  problème, 
c'est-à-dire  la  polaire  réciproque  de  la  courbe 

/(^>7,  ;>*))  =  ! 

(où  x,  y  sont  regardés  comme  des  constantes  et  j-,  i\  comme  des 
coordonnées  cartésiennes)  par  rapport  au  cercle  de  rayon  i  ayant 
l'origine  pour  centre. 

Comment  les    choses    se    passeront-elles    si,    au    lieu    d'intégrales 
simples,  on  envisage  des  intégrales  doubles,  Tune  de  la  forme  générale 


(3) 


I0  =    /  f(&,y,  z,  dy  dz,  dz  dx,  dx  dy) 

-  ff\(x  vz  po^>  D(*'*>  Q(*.y)1  da A. 


(/étant  une  fonction  positivement  homogène  et  de  premier  degré); 
l'autre  de  la  forme  particulière 

(4)  ï,=    /  V(x,y,  z  )  dy  dz  ■+■  Qdzdx -)-Rdx  dy? 

En  opérant  comme  dans  le  cas  des  intégrales  simples,  on  arrive  au 
résultat  suivant  : 

Soit  encore  la  figuratrice  du  problème,  polaire  réciproque  de 
la  surface, 

(5)  >\.»',J,  *,  5>*ï>£)  =  i 

par  rapport  à  la  sphère  de  rayon  î  de  l'espace,  lieu  du  point  de  coor- 
données cartésiennes  £,  y,.  Ç, 

Soit  (X,  Y,  Vj)  un  point  quelconque  de  cette  figuratrice. 


*<£C>    


Les  surfaces  cherchées  (lorsque  le  paramètre  /  est  très  grand), 
une  fois  agrandies  dans  le  rapport  /,  peuvent  être  considérées  comme 
litVs  ;i  la  surface  (5)  par  les  relations 


k 


D(«,  v)  "  D(k,p)        D(u,v) 
D(z,x)       D(*,X)         D(a?,  Z) 


(  t\  \  li- 

;  D(x,.y)  =  DQg,Y)        D(r,X) 
v  D(k,  p)  "  '  D(w,  t>)  "  '  D(w,  p)' 

Ces  relations  peuvent  s'interpréter   crime  manière   très  simple;    elles 
expriment  : 

i°  Que  les  surfaces  (œ,  y,  z)  et  (X,  Y,  Z)  se  correspondent  par 
plans  tangents  parallèles; 

2°  Que  si,  à  partir  d'un  point  de  l'une  d'elles,  on  se  déplace  de 
manière  que  les  déplacements  correspondants  sur  les  deux  surfaces 
soient  parallèles,  ce  qui  peut  se  faire  de  deux  manières  différentes, 
et  qu'on  désigne  par  S,  le  rapport  du  déplacement  sur  la  première 
surface  à  son  correspondant  sur  la  seconde,  S2  désignant  le  rapport 
analogue  relatif  à  la  seconde  direction  qui  jouit  de  la  même  propriété. 

on  a 

i  i         , 

s7  ^  s7~    • 

Le  problème  de  Géométrie  ainsi  posé  est  tout  à  fait  analogue  à  la 
recherche  des  sur/aces  à  courbure  moyenne  constante,  recherche  à 
laquelle  il  se  réduit  lorsque  la  première  surface  (X,  Y,  Z)  est  une 
sphère.  S,  et  S2  n'étant  alors  autres  que  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux de  la  seconde  surface.  Cette  analogie  conduit  immédiatement 
à  une  simplification  notable  de  la  question. 

On  sait,  en  effet,  que  la  détermination  des  surfaces  à  courbure 
moyenne  constante  se  ramène  aisément  à  celle  des  surfaces  à  courbure 
totale  constante,  moyennant  la  considération  d'une  surface  parallèle 
à  la  surface  cherchée. 

Cet  artifice  s'applique  de  lui-même  à  la  question  actuelle.  Par  le 
point  (.r,r,  z)  menons  un  segment  de  composantes  —  XX,  —  XY,  —  XZ; 
autrement  dit,  posons 

a?  =  XX-f-art,        .y=XY-+-tp1,        z  =  \Z-{-zl. 

Le  lieu  du  point  (  ./•.  y,  z)  est  une  troisième  surface  qui  correspondra 
encore  aux  deux  premières  par  plans   tangents    parallèles,    mais    qui, 
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cette  fois,  sera  telle  que  les  aires  homologues  décrites  par  le 
point  (X,  Y,  Z)et  par  le  point  (x,,  y,,  s,)  soient  clans  un  rapport 
constant. 

On  peut  encore  dire  quVj/j  connaîtra  la  courbure  totale  de  cette 
troisième  surface  enf onction  des  cosinus  directeurs  du  plan  tangent. 

La  détermination  d'une  surface  ainsi  définie  dépend,  comme  on 
sait,  d'une  équation  de  Monge-Ampère,  dont  les  caractéristiques  sont 
les  lignes  asymptotiques.  Minkowski  a  démontré  que  le  problème  ne 
peut  admettre  plus  d'une  solution  telle  que  la  surface  soit  fermée.  Il 
en  est  donc  de  même  du  problème  actuel,  Tunique  solution  fermée 
étant  (à  une  homothétie  près)  la  figuratrice  elle-même. 

M.  Cartan  :  Sur  les  groupes  de  transformation  de  contact  et  la 
Cinématique  nouvelle. 

Dans  toute  cinématique,  il  existe  des  systèmes  de  référence  (espace, 
temps)  par  rapport  auxquels  chaque  événement  est  défini  par  quatre 
coordonnées  x,  y,  z,  t,  les  trois  premières  localisant  l'événement 
dans  l'espace  et  la  quatrième  dans  la  durée.  On  arrive  à  la  cinéma- 
tique nouvelle  de  Lorentz  en  postulant  l'existence  d'une  infinité  de 
systèmes  de  référence,  non  tous  invariablement  liés  les  uns  aux 
autres,  et  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  par  rapport  à  chacun 
de  ces  systèmes,  tout  rayon  lumineux  se  propage  {dans  le  vide)  d'un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme  {dont  la  vitesse  peut  être  supposée 
égale  à  l'unité). 

Par  rapport  à  un  système  de  référence  donné  on  peut  représenter 
chaque  événement  par  une  sphère  orientée  (c'est-à-dire  dont  le  rayon 
a  un  signe)  de  centre  {x,y,  z)  et  de  rayon  t.  Le  passage  d'un  système 
de  référence  à  un  autre  revient  alors  à  une  transformation  portant  sur 
l'ensemble  des  sphères  orientées,  et  cette  transformation  change 
deux  sphères  orientées  tangentes  en  deux  sphères  orientées  tan- 
gentes; elle  change  évidemment  aussi  les  sphères  de  ravon  infini  en 
sphères  de  rayon  infini.  On  obtiendra  donc  le  groupe  de  la  ciné- 
matique de  Lorentz  en  cherchant  le  plus  grand  groupe  de  transfor 
mation  de  contact  changeant  les  sphères  orientées  en  sphères  orientées. 
Or  ce  groupe  est  bien  connu  :  c'est  la  généralisation,  dan-  l'espace, 
du  groupe  de  Laguerre  qui  est  engendré  dans  le  plan  par  la  compo- 
sition d'un  nombre  quelconque  de  transformations  par  semi-droites 
réciproques. 

Les  phénomènes  de  contraction  apparente  d'un  système  en  mou- 
vement -ont  mis  en  évidence  par  la  représentation  géométrique  pré- 
cédente. 
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SEANCE     DU     14    FEVRIER    1911. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    ANDOYER. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société,  M.  E.-O.  Lovett, 
présenté  par  MM.  Darboux  et  Hadamard  ;  M.  Browne,  présenté  par 
MM.  Hadamard  et  Montel. 

Communications  : 

M.  Volterra  :  Sur  le  théorème  de  Stokes. 

M.  Volterra  considère  d'abord  le  théorème  de  Stokes  dans  le  cas  de 
trois  et  de  n  variables  et  en  fait  l'extension  au  cas  d'un  nombre  infini 
de  variables. 

Soit 

x||>(o,t)J| 

a 

une  quantité   qui   dépend  de   toutes   les  valeurs    de  la  fonction   x(t) 
dans  l'intervalle  («,  b)  et  qui  dépend  en  outre  d'un  paramètre  rj  qui 
varie  entre  les  mêmes  limites. 
Représentons  paF 

X'|[*(*),iï,È]| 

a 

la  dérivée  de  X  considérée  comme  une  quantité  qui  dépend  de  x(t)9 
en  changeant  cette  fonction  dans  le  domaine  du  point  t='c;  c'est-à- 
dire  que  le second  paramètre  gui  parait  dans  l'expression  pré- 
cédente représente  l'indice  du  point  de  l'intervalle  (a,  b)  où  l'on  a 
calculé  la  dérivée. 

Considérons  une  aire  plane  simplement  connexe  t  dont  les  points 
sont  individualisés  par  les  variables  u,  v.  Les  points  du  contour  sont 
individualisés  par  la  variable  s.  Cela  posé,  supposons  qu'à  chaque 
point  de  l*aire  tj  <;t  du  contour  corresponde  une  fonction  x(  t)  finie  qui 
varie  avec  continuité.  On  aura  alors  x(t,  m,  v)  qui  sera  une  fonction 
finie  et  continue  des  trois  variables  et  au  contour  nous  aurons  u(t,  s). 
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Le  théorème  donné  par  M.  Volterra  est  le  suivant 

fds  f  XlfaKM),!]!^1^*] 

*J  s  "a 

=  -   fdudv  f     f    [X'|[*(*f»îp)>lïJ]|^X'|[ar(*,«,P)S,l]|| 

rf(a?(ï|,  w,  p),  x(l,  u,  v)) 
d(u,  v) 

On  tire  de  là  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 


/ 


c'est-à-dire  pour  que  le  premier  membre  soit  la  différentielle  d'une 
fonction  de  ligne  est  que 

a  a 

On  peut  aussi  déduire  de  la  formule  précédente  la  manière  de 
calculer  une  fonction  de  ligne  lorsque  sa  dérivée  est  donnée. 

L'auteur  ajoute  qu'on  peut  par  là  chercher  à  étendre  la  théorie  de 
Mayer. 

Il  en  prend  l'occasion  pour  parler  de  l'extension  des  parenthèses 
de  Poisson  au  cas  des  fonctions  de  lignes  et  énonce  l'extension  du 
théorème  de  Jacobi  sur  les  systèmes  en  involution. 

M.  E.  Picard  :  Sur  les  systèmes  de  deux  fonctions  uniformes 
d'une  variable  liées  par  une  relation  algébrique. 

M.  E.  Picard  a  démontré  en  1 883  qu'il  ne  peut  exister  de  relation 
algébrique  de  genre  supérieur  à  un  entre  deux  fonctions  uniformes 
d'une  variable  ayant  un  point  singulier  essentiel  isolé.  Il  a  utilisé 
récemment  {Comptes  rendus,  i5  janvier  1912)  la  méthode  suivie 
pour  démontrer  la  proposition  suivante,  analogue  à  celle  par  laquelle 
M.  Landau  a  généralisé,  en  1904.  le  premier  théorème  de  M.  Picard 
sur  les  fonctions  entières  :  Soient  /'(.r,  y)  =  o  une  courbe  de  genre 
au  moins  égal  à  deux;  (a,  b)  un  point  de  cette  courbe;  on  remplace 
dans   L'équation,  x   par   une  fonction  méromorphe   de   s  autour  de 


l'origine 


x  =  a  -f-  a A  z  -f-  . 
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•  •I  l'on  tire  la  valeur^  de  ;  prenant  pour  3  o  la  valeur  h.  Le 
rayon  d'un  cercle  de  centre  origine  dans  lequel  les  deux  fonctions  x 
et  »  <le  c  sont  simultanément  méromorphes'  a  une  limite  supérieure 
\\  (a ,  a{  )  qui  dépend  seulement  de  a  et  <7, . 

L'auteur  énonce  maintenant  la  proposition  plus  complète  :  si  les 
fonctions  méromorphes  x  et  y  de  s  sont  telles  que  le  point  (x,  y)  ne 
coïncide  jamais  avec  aucun  de  q  points  fixés  sur  la  surface  de  Kiemann 
correspondant  à  la  courbe,  lorsque  z  est  dans  un  cercle  de  centre 
origine,  le  rayon  \\  de  ce  cercle  a  une  limite  supérieure  ne  dépendant 
que  de  a  et  ax. 

En  appliquant  le  même  genre  de  considérations  à  une   suite  infinie 


(tfi-  y\), 


o«,  /»), 


de  couples  de  fonctions  méromorphes  de  z  dans  un  cercle  C  de  centre 
origine  et  vérifiant  l'équation  de  la  courbe,  M.  Picard  obtient  la  pro- 
position suivante  :  si  le  couple  (xn,  y„)  a  une  limite  pour  une 
infinité  de  points  C  possédant  au  moins  un  point  de  condensation  à 
l'intérieur  de  C,  le  couple  {xn,  yn)  aura  une  limite  pour  tous  les 
points  de  l'intérieur  de  C  et  les  coordonnées  de  ce  couple  sont  des 
fonctions  méromorphes  de  s. 

M.  Carvallo  (*)  :  Sur  la  masculinité  dans  les  naissances 
fui  m  a  in  es. 

Le  nombre  des   naissances   masculines  G   l'emporte   sur  celui   des 

Q 

naissances   féminines  F.  Le  rapport  —  est  la  masculinité.  Est-ce  une 

constante  naturelle?  La  chose  est  vraisemblable.  Pourtant  la  masculi- 
nité donnée  par  la  statistique  varie  avec  le  temps,  le  lieu,  les  conditions 
d'existence  :  celle  des  enfants  illégitimes  est  moindre  que  celle  des 
enfants  légitimes  ! 

La  statistique  serait-elle  défectueuse?  —  Oui.  C'est  d'abord  la  réponse 
du  calcul  des  probabilités.  Si  l'on  considère  en  effet  divers  groupes 
comparables  entre  eux,  les  écarts  des  chiffres  partiels  avec  la  moyenne 
générale  sont  trop  grands,  relativement  à  la  loi  des  écarts  de 
Bernoulli. 

Mai-  d Ou  vient  l'erreur? —  Des  embryons.  Voici  pourquoi  :  Dans 
la  première  enfance,  les  garçons  sont  plus  fragiles  que  les  filles,  c'est 


(' )  A  propos  de  son   Livre:  Le   calcul  des   probabilités   et   ses    applications, 
dont  il  fait  hommage  à  Ij  Société. 
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un  fait  connu.  Il  en  est  de  même  pendant  la  gestation,  car  la  masculi- 
nité des  enfants  nés  morts  l'emporte  sur  celle  des  enfants  nés  \  i\  n n t  -  : 
tandis  que  les  naissances  masculines  observées  à  Paris  remportent  de 

6  pour  100  seulement  sur  les  naissances  féminines,  le  nombre  des 
garçons  atteint  le  triple  de  celui  des  filles  chez  les  embryons  nés 
dans  les  quatre  premiers  mois  de  la  gestation. 

Dès  lors,  les  inégalités  de  la  statistique  s'expliquent  aisément  :  tandis 
que  tous  les  enfants  vivants  sont  déclarés,  la  plupart  des  morts 
échappent  à  la  statistique.  De  là  un  déchet  dans  la  masculinité.  Le 
déchet  est  plus  grand  chez  les  enfants  illégitimes  que  chez  les  enfants 
légitimes  pour  deux  raisons  qu'on  devine  :  la  mortalité  est  plus 
forte  et  les  déclarations  plus  défectueuses.  La  situation  mauvaise  de- 
parents  en  est  la  cause.  De  là  l'infériorité  apparente  des  illégitimes  sur 
les  légitimes  au  point  de  vue  de  la  masculinité. 

Bien  d'autres  faits  viennent  confirmer  notre  théorie,  notamment 
celui-ci. 

La  masculinité  statistique  diminue  en  même  temps  que  la  natalité. 
C'est  qu'en  diminuant  à  dessein  la  charge  des  enfants,  on  atteint 
surtout  les  garçons  parce  qu'ils  sont  plus  fragiles  que  Ie>   filles. 

Pour  conclure,  la  masculinité  des  enfants  nés  vivants  est  for- 
tement atteinte  par  les  mauvaises  conditions  sociales,  mais  tout  porte 
à  croire  que  la  masculinité  des  conceptions  humaines  est  sensi- 
blement constante.  Pour  établir  cette  loi  naturelle  d'une  façon  riiiou- 
reuse,  il  faudrait  assurer  un  contrôle  certain  des  naissances  embryon- 
naires. 

M.  Borel  :  Sur  la  mesure  des  ensembles  bien  définis. 

M.  Borel  résume  ses  recherches  récentes  sur  la  théorie  des  fonctions 
de  variables  réelles  et  la  définition  nouvelle  de  l'intégrale  qu'il  en  a 
déduite.  Un  domaine  simple  est,  par  définition,  la  réunion  d'un 
nombre  fini  d'ensembles  élémentaires  (rectangles  dans  le  cas  de  deux 
dimensions).  Tout  ensemble  borné  définissable  es!  un  domaine 
simple,  à  £  près.  Toute  fonction  bornée  diffère  de  moins  de  e  d'un 
polynôme  dans  un  domaine  simple  différant  de  moins  de  :  de  l'en- 
semble (borné)  où  elle  est  définie;  on  peul  dire  quelle  se  réduit  à 
un  polynôme,  à  deux  s  près.  L'intégration  d'une  fonction  bornée  se 
ramène  ainsi  à  l'intégration  d'un  polynôme  dans  un  domaine  simple, 
c'est-à-dire  à  une  intégrale  qui  s'exprime  au  moyen  de  l'intégrale 
indéfinie  du  polynôme. 
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SÉANCE    DU   28    FÉVRIER    1912. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    ANDOYER. 

Election  : 

Kst  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  de  Pange,  pré- 
senté par  MM.  Carvallo  et  Humbert. 

Communications  : 

M.  Borel  :  Sur  l'ordre  des  ensembles  réguliers  de  mesure  nulle 
et  les  propriétés  des  fonctions  monogènes  définies  dans  certains 
ensembles. 

M.  Borel  expose  de  nouvelles  recherches  sur  l'extension  de  la  défi- 
nition de  la  fonction  monogène.  La  définition  de  Cauchy  (  monogé- 
néité)  conduit  aux  mêmes  conséquences  essentielles  que  l'analycité  de 
Weierstrass,  même  si  elle  n'est  vérifiée  que  dans  certains  ensembles 
qui  peuvent  n'être  denses  nulle  part.  Pour  définir  d'une  façon  précise 
ces  ensembles,  il  faut  indiquer  une  classification  des  ensembles  de 
mesure  nulle,  classification  qui  paraît  devoir  être  aussi  importante 
que  la  notion  même  de  mesure.  Cette  classification  est  basée  sur  la 
nature  asymptotique  de  la  convergence  des  séries  d'ensembles  élé- 
mentaires réguliers,  au  moyen  desquelles  l'ensemble  de  mesure  nulle 
peut  être  défini. 

M.  Hadamard  :  Sur  la  généralisation  de  la  notion  de  fonction 
analytique. 

Indépendamment  des  extensions  qu'on  peut  apporter  à  cette  notion 
dans  les  voies  indiquées  par  M.  Borel,  il  en  est  d'autres  auxquelles 
on  e^t  conduit  par  les  analogies  qui  suggère  l'étude  des  équations  aux 
dérivées  partielle-. 

Si,  en  effet,  on  considère  d'abord  l'équation  de  Laplace 

d»  \        d2  V 

dx'1        ()y% 

et  si  l'on  se  pose,  pour  cette  équation,  le  problème  de  Cauchy,  c'est- 
à-dire  si  l'on  cherche  à  déterminer  une  solution  de  l'équation  par  les 


conditions 
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on  constate  que  le  problème  n'est  pas  toujours  possible  et  que.  si  l'on 
donne  la  fonction  /(y),  la  seconde  fonction  g(y)  est  déterminée  à 
une  fonction  analytique  près. 

Or  M.  Holmgren  s'est  posé  un  problème  tout  semblable  pour  l'équa- 
tion de  la  chaleur.  Se  donnant  la  fonction  f,  il  constate  encore  que  la 


fonction  g  est  de  la  forme 


g  =  g\-irgii 


où  le  terme  gt  est  déterminé  du   moment  qu'on   se  donne  /*,   tandis 
que  g2  reste  arbitraire  dans  une  certaine  mesure. 
Les  conditions  auxquelles  on  doit  satisfaire  sont  : 

i°  Que  toutes  les  dérivées  g{'£  (y)  de  g\  existent  ; 
2°  Que   leurs  valeurs   absolues   soient  inférieures  à   une    certaine 
fonction  de  l'ordre  n  de  dérivation. 

Mais  la  limitation  ainsi  apportée  à  la  grandeur  de  \g{'i){y)\  est 
moins  restrictive  que  celle  qu'entraînerait  l'analyticité.  On  peut  dès 
lors  se  demander  si  elle  partage  avec  elle  la  propriété  de  déterminer 
le  prolongement  d'une  fonction,  c'est-à-dire  si  une  fonction  dont  on 
sait  qu'elle  doit  satisfaire  aux  conditions  de  M.  Holmgren  et  qui  est 
donnée  dans  un  certain  intervalle  est,  par  cela  même,  connue  dans 
un  intervalle  adjacent  au  premier. 

La  réponse  est  négative  :  on  peut,  sans  troubler  les  conditions  en 
question,  prolonger  une  fonction  de  toutes  sortes  de  manières. 

Il  y  aurait  lieu,  on  le  voit,  de  rechercher  quelles  conditions  de 
grandeur,  imposées  aux  dérivées  successives  d'une  fonction  de  variable 
réelle,  entraîneraient  la  détermination  du  prolongement  de  cette  fonc- 
tion et  si  même  les  conditions  requises  pour  l'analyticité  ne  seraient 
pas  nécessaires  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

D'autres  types  d'équations  aux  dérivées  partielles  seraient,  d'autre 
part,  intéressants  à  examiner  au  même  point  de  vue. 

M.  Hadamard  :  Sur  la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques. 

On  peut  rattacher  cette  loi  à  des  propriétés  inhérentes  à  la  forme 
elle-même  (au  lieu  de  donner  la  démonstration  par  l'absurde  qui  esl 
fournie  d'ordinaire)  en  considérant  les  multiplicités  linéaires  que  1  on 
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peut  tracer  sur  L'hyperquadrique  obtenue  en  égalant  la  forme  donnée 
à  zéro.  Le  nombre  de  dimensions  que  l'on  peut  donner  à  une  telle 
multiplicité  linéaire  es!  moins  élevé  d'une  unité  que  le  pins  petit 
nombre  de  carrés  d'un  même  signe  contenus  dans  cette  forme 

M.  Lebesgue  :  Sur  les  fonctions  permutables  de  M.   Volterra. 
\  tonte  fonction  de  variable  complexe 

M.   Volterra  fait  correspondre  deux  autres  fonctions  de  la  forme 

lés  symboles  èf1,  #2,.  . .  désignant  les  puissances  itérées  d'une  fonc- 
tion j  de  deux  variables,  considérée  soit  entre  des  limites  variables, 
soit  entre  des  limites  fixes. 

L'intégrale  de  rarseval,  qui  sert  dans  la  démonstration  du  théo- 
rème de  M.  Hadamard  sur  la  multiplication  des  singularités,  permet 
d'exprimer  F(  z)  en  fonction  dejf( z).  El  le  théorème  de  M.  Hadamard, 
complété  par  M.  Borel,  permet  alors  de  déterminer  les  points  sin- 
guliers de  F(z  )  et  la  nature  de  ces  points. 


SEANCE  DU   13   MARS   1912. 


PRESIDENCE    DE    M.    AND0YER. 

Election  : 


Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société:  M,  Stecker,  présenté 
par  MM.  Van  Vleck  et  Harris  Hancock. 

Communications  : 

M.  Kœnigs  :  Sur  l'enseignement  de  la  cinématique. 

M.  Kœnigs  donne  l'exposé  le  pins  simple  et  le  plus  ^logique,  en 
n'employant  que  des  considérations  purement  cinématiques,  des 
théorèmes  fondamentaux  de  la  cinématique  du  corps  solide.  (Distri- 
bution des  \  itesses  à  un  instant  donné.  ) 

M.  l'om  In  :  Sur  deux  théorèmes  de  Ribaucour. 

M.  Halphen  :  Sur  un  ellipsographe. 
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SÉANCE    DU  27  MARS    1912 


PRESIDENCE    DE    M.    ANDOYEK. 


Communications  : 


M.  Ch.  N.  Moore  :  Sur  les  facteurs  de  convergence  dans  les  séries 
doubles  et  la  série  double  de  Fourier. 

L'objet  du  Mémoire,  dont  l'auteur  communique  ici  les  résultats 
est  :  (a)  d'étendre  aux  séries  doubles  l'idée  de  la  sommabililé  d'une 
série;  (b)  d'établir  un  théorème  général  sur  les  facteurs  de  conver- 
gence dans  les  séries  doubles  ;  (c)  d'établir  la  sommabilité  de  la  série 
double  de  Fourier;  (d)  de  montrer  de  quelle  façon  ces  résultats 
peuvent  être  appliqués  à  l'étude  de  certains  problèmes  de  la  Physique 
mathématique. 

Etant  donnée  une  série  double 


(i) 

nous  posons 


a,- 


i,j-> 


i  =  l,/=l 


§  (A) 


(*) 


»»""        /i 


i  =  l,;  =  l 


Alors,  si  la  limite 


(3) 


S/n,n  —      /  k     &i,Ji 

i  =  l,7'=l 

4-  m  —  i  —  i  \  /  k  - 

r-  n  —  1 '  - 

- 1 

*-.     )\ 

k-\ 

i*.-(m:*){ 

:*;*) 

• 

lira         '"" 

'*,/> 


11111    A</.-> 

t,n=  ee   **/n.  u 


existe,  nous  disons  que  la  série  (  i  )  est  sommable  (  CÀ  )  et  que  sa  valeur 
est  la  valeur  de  la  limite  (3). 

Pour  les  facteurs  de  convergence  dans  les  séries  doubles,  nous  a\  ons 
le  théorème  suivant,  qui  est  une  généralisation  d'un  théorème  de 
M.  T.  J.  hromwich  pour  les  facteurs  de  convergence  dans  les  séries 
simples. 

Théorème.  —  Si  la  série  (])cst  sommable  (Ck)  à  la  valeur  S  et  si, 
de  plus, 


(i) 


S<A) 

n  ru,  n 


K 


i  m,  n  =  i,  •>.   ;.  ...  ), 
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k  étant  une  constante  positive ^  la  série 

œ,  oo 
///  =  1,  n  =  1 

convergera  pour  toute  valeur  de  a,  fi  >  o,  et  sa  valeur  F(#,  fi)  sera 
continue  pour  ces  mêmes  valeurs  et  tendra  vers  S  quand  a  et  fi 
tendent  vers  -ho,  pourvu  (/ue  les  facteurs  de  convergence 

|  6  i  ///>.«<  «i  P)         (™,  /i  =  i,  •>,  3,  .. .) 

satisfassent  aux  conditions  suivantes  : 

!  a  )        /m,«(aj  ?)  est  continue  pour  a,  [i  >  o  et     lim     /(a,  [3)  =  i, 

a,  (3  =  4-0 
y.,,  v, 


(*)  ^     '*•>*  I  AÉ«/W<«»  P)  l<  G         <a'  P  >  °>» 

(c)  lim   m*Vy*|/«i/(»,P)|=o        (a,  p>o), 

///  r=  oo  ^"™ 


//;  ^=  ce 


(rf)  lira  n*  Y  **|//f»(«,P)'|  =  o         (a,  ?  >  o), 

Il  ZZ   OO  •^■^ 

i=JX„ 

(e)  lim    [m*/i*//«,/i(«iP)]  =  o         (a,  [i>o), 


///,  n  —  oc 


ow  C  e.ç£  w«e  constante  positive,  y.x,  /jl2,  v1}  v2  50/1/  quatre  entiers 
positifs  quelconques,  et  finalement  [j.rin  vOT,  /j.„,  v„  .vr;/^  quatre 
entiers  positifs  qui  varient,  les  deux  premiers  avec  m,  les  deux 
derniers  avec  n,  d'une  façon  quelconque. 

Le  symbole  A^Jj  f,j  (a.  ,3)  sert  pour  représenter  l'expression 
suivante  : 

2  (- o'c- o*  (  7 ')  C T ') //+,'-/^(a' P)- 

Pour  la  sommabilité  (C,  )  de  la  série  double  de  Fourier  nous  avons 
les  résultats  suivants,  qui  sont  des  généralisations  des  résultats  trouvés 
par  M.  S.  Fejer  pour  la  série  simple  de  Fourier. 

Si  la  fonction  f(x,  y)  est  bornée  et  intégrable  dans  la  région 
(—  X-.v.-T.,  --  TiSy^Ti),  le  développement  de  la  fonction  dans  une 
série  double  de  Fourier  sera  sommable  (C,)  îxf(x,y)  en  chaque  point 
de  continuité  de  /(•/',  y),  et  sera  uniformément  sommable  à/  (x,  y) 
dans  chaque  région  intérieure  à  une  région  de  continuité  de/(./,  r). 
En  un  point  de  discontinuité  (x0,  yu)  qui  se  trouve  sur  une  ligne  de 
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discontinuité  telle  que  la  fonction  tende  vers  une  valeur  définie,  quand 
nous  nous  approchons  du  point  d'un  côté  ou  de  Tau  Ire  de  la  ligne  de 
discontinuité,  la  série  sera  sommable  en  ce  point  (.r0,  y0)  à  une  valeur 
qui  est  la  demi-somme  des  deux  valeurs  limites,  pourvu  que  la  ligne 
de  discontinuité  soit  une  droite.  Si  la  ligne  est  une  courbe  ayant  une 
tangente  au  point  (x0,  y0),  la  série  sera  restriclivement  sommable 
à  la  même  valeur,  c'est-à-dire  que  la  limite  (H)  existera  et  aura  cette 
valeur,  pourvu  que  m  et  n  s'agrandissent  en  satisfaisant  toujours  à 

la  relation 

m 

k  <  -  <  K, 

n 

où  A-  et  K  sont  deux  constantes  positives. 

Pour  donner  une  application  de  ces  résultats,  on  considèreleproblème 
suivant  :  Etant  donnée  une  plaque  rectangulaire  dont  le  périmètre  est 
tenu  à  la  température  zéro,  et  dont  les  températures  initiales  de  tous 
les  points  sont  connues,  nous  cherchons  la  température  d'un  point 
quelconque  à  un  instant  quelconque. 

En  s'appuyant  sur  les  résultats  que  nous  venons  d'énoncer,  on 
démontre  assez  facilement  que  la  fonction 

u(x,  y,  t)  =  y-        >       e  v  '       l  '  sin  — - —  sin — 

v       ^  bc      jLu  b  c 


=  l,n 
b 


X 


(*  ,  mizx     .     mzy  , 

j     J(x  y  y  )sin— g—  sin— -^-dx  dy 


est  la  solution  de  notre  problème. 

M.  Bricard  :   1.  Sur  une  courbe  gauche  fermée  qui  traverse  tous 

ses  plans  rectifiants. 

M.  Hadamard  avait  posé  la  question  de  savoir  si,  sur  toute  courbe 
gauche  fermée,  il  existe  au  moins  un  point  tel  que  le  plan  rectifiant 
en  ce  point  laisse  la  courbe  tout  entière  du  même  coté  par  rapport  au 
plan.  M.  Bricard  définit  une  courbe  gauche  pour  laquelle  cette  pro- 
priété n'est  pas  vérifiée. 

II.  Sur  les  courbes  sphériques  que  rencontrent  tous  les  grands 
cercles  de  la  sphère. 

M.  Bricard  montre  que  lu  longueur  minimum  d'une  telle  courbe  e9l 
égale  à  la  longueur  d'un  grand  cercle.  Il  donne  des  indications  sur  le 
problème  de  trouver  la  longueur  minimum  des  courbes  sphériques  qui 

rencontrent  tous  les  cercles  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  supérieur  a 
une,  longueur  li\e. 


S.  M.  —  Comptes  rendus. 


■:;', 


SEANCE    DU    17    AVRIL  4912. 
présidence:  de  m.  andoyer. 

(  Communications  : 

M.  A.  Speiser  :  Sur  le  déterminant  d'un  groupe. 

Il  s'agit  dune  nouvelle  manière  d'introduire  la  notion  de  déter- 
minant d'un  groupent  d'en  déterminer  les  facteurs  linéaires.  Etant 
donné  un  groupe  quelconque  avec  les  éléments  eu  e2,  ...,  en  qui 
satisfont  aux  relations  et  e*  =  eh  on  construit  la  forme  linéaire 

eiX\->r...r>r  enxn. 

Le  produit  de  deux  formes  est  de  nouveau  une  forme  linéaire  dans 
les  éléments  du  groupe 

(i)         (e, #,-}-...-+-  <?„#„.)  (eijn-K.. -h  enyn)  =  (etZi •+-... -h  en*„), 
zr. zn  sont  ici  des  formes  bilinéaires  des  variables  (z)  et  (y) 

n         n 

(2)  ZX  =  ^   2d  aH>l  X'0'l 

k—\  l  =  1 

el  l'on  peut  énoncer  ce  résultat  de  la  manière  suivante  : 

La  forme  linéaire  {ex  z{  +  ...+  enzn  )  devient,  par  la  substi- 
tution (2),  le  produit  de  deux  formes  semblables. 

La  question  fondamentale  est  maintenant  de  savoir  s'il  existe  des 
formes  entières  rationnelles  qui  possèdent  la  même  propriété,  de 
sorte  que  la  relation 

1  ;>  /(#i,  ...,3"» )f(.ru  —  ,?*)=*/( z\,  ...» *») 

devient  une  identité  quand  on  y  effectue  la  substitution  (2). 

Il  v  ;i,  pour  hou  ver  de  telles  formes,  deux  manières  qui  se  com- 
plètent d'ailleurs  : 

1.  Il  existe  des  systèmes  de  //  nombres  réels  ou  complexes 
ordinaires  qui    satisfont    aux    relations  £/£#=:  ei   du    groupe    et   qui 

s'appellent  les  caractères  du  groupe.  e/=i  (i—  1 n)  est  toujours 

un   caractère.  Si  le  groupe  est  commutatif,   le    nombre   des   systèmes 
différents  est  exactement  n.  Quand  on  remplace  dans  la  relation  (1) 
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les  éléments  eL  par  les  nombres  correspondants  d'un  de  ces  systèmes, 
on  obtient  une  forme  linéaire  qui  possède  la  propriété  cherchée  et  on 
les  obtient  même  toutes. 

2.  La   seconde    manière  consiste   à   résoudre   les  équations  (2)   par 
rapport  aux  variables  y 


yt= 


Y; 
X 


X  = 


2 


a-ikl  %k 


1 


Les  Xt  sont  des  formes  entières  en  (œ)  et  (z).  X  s'appelle  le  déter- 
minant du  groupe. 

On  en  conclut  facilement  que  la  relation  (3)  deviendra  une  identité 
par  la  substitution  (4).  Soit  m  le  degré  de  /,  on  obtient  en  mul- 
tipliant par  Xm 

f(xu...:xn)f(Yl,...,Yn)=f(zl,...,zn)X>n. 

De  cette  identité  il  résulte  que/  est  diviseur  de  Xm  et  si/ne 
contient  pas  de  facteur  quadratique,  f  est  nécessairement  diviseur 
de  Xqui  est  une  forme  de  degré  n. 

Pour  les  groupes  commutatifs  le  problème  est  ainsi  résolu.  Le  pro- 
duit des  h  formes  linéaires  qui  correspondent  aux.  n  caractères  du 
groupe  donne  une  forme  de  degré  n  qui  doit  être  diviseur  de  X.  Ces 
deux  formes,  étant  du  même  degré,  ne  peuvent  différer  que  par  un 
facteur  numérique  qui  est  d'ailleurs  égal  à  1.  C'est  un  résultat  bien 
connu  de  cette  théorie. 

M.  Bioche  :  Sur  les  coniques  circonscrites  à  un  triangle. 


SEANCE  DU  24  AVRIL   1 0  i  -2 


PRESIDENCE    DE    M.    AMM)\EK. 


Communications  : 

M.  Andoyer  :  Sur  le  calcul  numérique.  —  M.  Andoyer  donne 
quelques  indications  sur  les  procédés  modernes  de  calcul  à  l'aide  des 
Tables  logarithmiques. 
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SE  VNCE    DU  S  MAI    1912 


PRESIDENCE    DE    M.   (AUTAN. 


Élection  : 

Est  élu   à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.   Eisenhardt,  pré- 
senté par  MM.  Cartan  et  Hadamard. 

Communication  : 

M.  Gai  brun   :    Sur  certaines  équations  linéaires  aux  différences 
finies. 

La  fonction  F  (a?),  solution  de  l'équation  aux  différences  finies 

f{x+-i)  —  xf(x)  =o 

est    représentée  asymptotujuement    pour  les  grandes  valeurs   de   la 
variable  par  une  série  divergente  de  la  forme 

v  X  xn        xn  \ 

Ce  n'est  là  qu'un  cas  particulier  d'une  propriété  générale  des  solu- 
tions de  l'équation  linéaire  aux  différences  finies 

(i)  A0f(x-t-  z)  -h  Atf(x  -+-Z  —  i)  +.. .-+-  Arf(x)  =  o, 

dans  laquelle  A0,  A.,,  .  .  .,  Ar  sont  des  polynômes  de  degré  q.  Par  la 
transformation  de  Laplace 

{■>■)  /(*)  =  /   y"-'  <i(y)dy, 

la  résolution  de  cette  équation  se  ramèneà  celle  d'une  équation  diffé- 
i  .ntielle 

tl'l  m  fil     '  O 

J  dyi       J  dy'i    '  '  ' 

dans  laquelle  B0,  B,,   .  .  . ,  B^  sont  des  polynômes  en  y  de  degré  r;  les 
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solutions  de  l'équation  (3)  admettent  pour  points  singuliers  :  l'origine, 
le  point  à  l'infini  et  les  racines  du  polynôme  B0.  On  peut  faire  corres- 
pondre à  chaque  racine  a  de  B0,  au  voisinage  de  laquelle  les  solutions 
de  (3)  sont  régulières,  une  solution  de  l'équation  (i),  en  étendant 
l'intégrale  définie  (2)  à  un  contour  entourant  l'origine  et  le  point  a 
et  laissant  cà  son  extérieur  les  autres  points  singuliers  des  solutions 
de  (3).  Les  fonctions  ainsi  formées  sont  méromorphes  et  admettent 
toutes  les  mêmes  pôles  ;  ce  sont  des  points  situés  sur  plusieurs  paral- 
lèles à  Taxe  des  abscisses;  ceux  qui  sont  situés  sur  une  même  droite 
ont  des  abscisses  différant  d'un  entier;  ils  s'étendent  à  l'infini  dans 
les  deux  sens,  si  les  solutions  de  (3)  sont  irrégulières  à  l'origine,  et 
dans  le  sens  des  abscisses  négatives  seulement,  si  ces  mêmes  solutions 
sont  régulières  à  l'origine. 

L'intégrale  définissant  la  solution  de  (1)  correspondant  au  point  a, 
se  divise  en  deux  parties,  [t  et  12  ;  quand  le  point  x  s'éloigne  à  l'in- 
fini en  restant  à  droite  de  l'axe  des  ordonnées,  la  première,  I4,  corres- 
pondant à  la  portion  du  contour  voisine  de  a  est  telle  que  le  rapport  — 

peut  être  représenté  asymptotiquement  par  une  série  divergente  or- 
donnée par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x.  La  seconde,  12. 

est  telle  que  le  rapport  — -  tend  vers  o  comme  e~h\x\k.  où  h  et  k  sont 

<xx 

deux  nombres  positifs  ;  il  en  résulte  qu'on  a 


f(a?)  =  a*    a04-  — 


<«> 


£  tendant  vers  o,  quand  x  augmente  indéfiniment. 

Supposons  que  les  solutions  de  (3  )  soient  régulières  au  voisinage  de 
toutes  les  racines  de  B0  dont  le  module  est  au  plus  égal  à  celui  de  y.  : 
on  peut  alors  diviser  la  portion  du  plan  située  à  gauche  de  l'axe  des 
ordonnées  par  des  droites  issues  de  l'origine,  en  plusieurs  angles  : 
dans  chacun  d'eux,  la  fonction  f  (x)  est  représentée  asymptotique- 
ment par  la  série  analogue  à(  i),  provenant  de  la  portion  du  contour 
d'intégration  voisine  d'un  des  points  racines  de  B()<  dont  le  module  e>t 
inférieur  à  a,  quand  le  point  oc  s'éloigne  à  l'infini  en  restant  dans  cet 
angle. 
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SÉANCE   DU  22  MAI   1912 

PRÉSIDENCE   DE   M.   FONTENÉ. 

Élections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  delà  Société  :  M.  Gerhard  Kowa- 
leski,  présenté  par  MM.  Cartan  et  Montel;  M.  Steinhaus,  présenté 
par  MM.  Fatou  et  Montel. 

Commit nications  : 

M.  Borel  :  Sur  les  fonctions  monogènes  : 

L'auteur  se  propose  de  définir  les  fonctions  monogènes  dans  des 
domaines  plus  généraux  que  ceux  considérés  jusqu'à  présent  dans  la 
théorie  des  fonctions  analytiques  :  ces  nouveaux  domaines  seront  ap- 
pelés domaines  de  Cauchy  ou  domaines  C,  les  autres  étant  dits  des 
domaines  de  Weierstrass  ou  domaines  W. 

Voici  un  exemple  de  domaine  G.  Soit  un  ensemble  dénombrable  de 
points  d'affixes  an,  partout  dense  à  l'intérieur  d'un  cercle  S;  par 
exemple,  l'ensemble  des  points  du  cercle  dont  les  coordonnées  sont 
rationnelles.  A  chaque  point  an,  attachons  un  nombre  positif  r,n  les 
rn  tendant  très  rapidement  vers  zéro.  Excluons  du  cercle  S  les  points 

intérieurs  aux  cercles  S^  „  de  centre  an  et  de  rayon  —,  nous  obtenons 

un  domaine  C'p.  On  peut  remplacer  ces  cercles  S'p  n  par  de  nou- 
veaux cercles  S^^  n'ayant  deux  à  deux  aucun  point  commun  et 
définissant,  par  l'exclusion  de  leurs  points  intérieurs,  un  domaine  C,, 
contenant  tous  les  points  de  C'p  et  dont  tous  les  points  appartiennent 
à  C'p+i  :  ces  domaines  G,,  pourront  remplacer  les  domaines  Cp\  la 
frontière  de  Cp  est  constituée  par  les  circonférences  S;j>„,  les  points 
de  Cp  qui  n'appartiennent  pas  à  la  frontière  sont  dits  intérieurs.  Le 
domaine  C  est  formé  par  l'ensemble  de  tous  les  points  intérieurs  à 
l'un  des  Cp  ;  l'ensemble  des  points  de  C  n'est  pas  parfait  et  son  com- 
plémentaire, dont  la  mesure  est  nulle,  a  la  puissance  du  continu.  Si 
l'on  substitue  aux  nombres  rn  des  nombres  pn  tendant  moins  rapide- 
ment vers  zéro,  on  définira  de  la  même  manière  des  domaines  Tj,  et 
un  domaine  T;  tous  les  points  de  Y  appartiendront  à  G  qui  po- 
dera,  en  outre,  d'autres  points. 

Soit    une    fonction    des    deux     variables    x    et    y,  coordonnée-  «l'un 
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point  M,  définie  en  tout  point  de  C  et  continue  sur  tout  Cp  :  la  con- 
naissance des  valeurs  de  cette  fonction  sur  F,  entraîne  la  connaissance 
de  ses  valeurs  sur  C. 

Une  fonction  f(z)  sera  monogène  dans  C,  si  :  i°  elle  est  continue 
sur  tout  C^,;  2°  elle  admet  en  tout  point  de  C  une  dérivée  unique  et 
continue  sur  tout  Cp.  On  peut  étendre  les  propriétés  des  fonctions 
monogènes  définies  dans  les  domaines  W  aux  fonctions  monogènes 
définies  dans  les  domaines  C. 

M.  Châtelet  :  Sur  une  représentation  des  idéaux. 

L'arithmétique  d'un  corps  de  nombres  algébriques  étant  iden- 
tique à  celle  des  corps  conjugués,  il  est  naturel  de  chercher  à  repré- 
senter les  nombres  correspondants  de  ces  corps  par  des  êtres  ne  con- 
tenant plus  d'irrationnalités.  On  peut  y  arriver  en  employant  des 
tableaux  —  ou  substitutions  —  à  termes  rationnels  vérifiant  les  lois  des 
opérations  élémentaires  sur  les  nombres  rationnels  (formant  un 
domaine  orthoïde). 

La  définition  de  ces  tableaux  dépend  d'une  certaine  substitution  S 
formée  de  n  nombres  du  corps  et  de  leurs  conjugués.  On  peut  tou- 
jours disposer  de  S,  de  façon  qu'aux  entiers  complexes  du  corps  corres- 
pondent des  tableaux  à  termes  entiers,  et  réciproquement. 

Alors,  à  tous  les  entiers  multiples  d'un  entier  a  correspondent  tous 
les  tableaux  X  tels  que  XA_1  soit  à  termes  entiers.  A  peut  être  pris 
égal  au  tableau  correspondant  à  a  ou  à  son  produit  à  gauche  par  une 
substitution  modulaire  quelconque.  En  outre,  à  tous  les  entiers  d'un 
idéal,  c'est-à-dire  de  la  forme  x  oc  -+-  JK(3h-  .  .  . ,  a,  (3.  .  .  fixes,  .r,  v, 
quelconques,  correspondent  encore  tous  les  tableaux  \  tels  que 
X  A-1  soit  à  termes  entiers,  A  étant  convenablement  choisi.  Mais 
cette  fois  A  ne  peut  plus  être  pris  égal  à  un  tableau  de  l'ensemble.  Ce 
tableau  joue  donc  en  quelque  sorte  le  rôle  du  facteur  idéal  de 
Kummer.  On  peut  se  servir  de  cette  représentation  pour  faire  des 
calculs  sur  les  idéaux  ou  établir  les  diverses  propriétés  de  cette 
théorie. 

M.  Cahen  :  Sur  la  décomposition  des  substitutions  linéaires  à 

coefficients  entiers  en  produit  de  substitut  ions  premières. 

Le  calcul  des  substitutions  linéaires,  Identique  à  celui  des  tableaux. 
a  beaucoup  d'importance,  comprenant  beaucoup  d'autres  calculs 
comme  cas  particuliers.  Lorsque  les  coefficients  sont  entiers,  il  peut 
être   considère    comme    une    généralisation    de    celui    des    nombres 
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entiers.  On  peut  y  chercher  l'analogue  de  la  décomposition  en 
facteurs  premiers. 

L'auteur  démontre  que  toute  substitution  linéaire  à  coefficients 
entiers  sur  n  variables  a?,,  x2,...  xn>  est  décomposable  en  un  produit 
de  substitutions  unités  (à  déterminant  égala  i),  et  de  substitutions 
de  la  forme  xx\pxu  />  étant  un  nombre  premier  positif.  Ces  dernières 
sont  analogues  aux  facteurs  premiers,  les  autres  aux  unités.  Une 
substitution  étant  donnée,  ses  facteurs  premiers  sont  déterminés. 

Quant  aux  substitutions  unités,  L'auteur  remarque  d'abord  qu'on 
peut  se  borner  à  considérer  celles  de  déterminant  égal  à  -h  i  (modu- 
laires) ;  toute  substitution  de  déterminant  égal  à  —  i  étant  le  produit 
d'une  substitution  modulaire  par  la  substitution  xx\ —  x{.  L'auteur 
démontre  alors  qu'on  peut  représenter  toute  substitution  modulaire 
par  un  produit  composé  des  n  facteurs  suivants  : 


V  = 


Xi 

x<i 


X  \ 


xt 


T*  = 


Xl 

xh 


Xh 


Xt 


(h  =  -2,  3,  . ..,  n), 


V  n'ayant  que  l'exposant  i  ou  2  (  V3  =  i  ); 

T/,  n'ayant  que  l'exposant  1,  2,  ou  3  (T^  =  1  ). 

Mais  cette  décomposition  est  encore  possible  d'une  infinité  de 
manières. 

A  partir  de  là  l'auteur  se  borne  au  cas  de  n  =  2.  Il  y  a,  dans  ce 
cas.  deux  substitutions  modulaires  fondamentales  : 


V  = 


x 


y 


XA-y 

X 


X 

y 


y 

—  X 


L'auteur  remarque  qu'on  peut  supposer  l'exposant  de  T  égal  à  1,  en 
renvoyant  s'il  le  faut  un  facteur  T2  à  la  fin  du  produit.  On  peut  d'ail- 
leurs négliger  ce  facteur,  à  condition  de  considérer,  au  lieu  des 
substitutions  homogènes  sur  x  et  y,  les  substitutions  non  homogènes 


x 


sur  z  =r  —  •  Alors 

y 


V  =z 


z  —  1 


T  = 


Dans  ces  conditions,  la  décomposition  d'une  substitution  modu- 
laire en  facteurs  V  et  T,  les  exposants  de  V  étant  1  ou  2,  ceux 
de  T  étant  1,  nest  possible  que  d 'une  seule  manière. 
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La  démonstration  met  une  fois  de  plus  en  évidence  le  rapport  qu'il 
y  a  entre  la  théorie  des  substitutions  linéaires  et  celle  des  fractions 
continues.  Kl  le  amène  à  partager  les  substitutions  modulaires  sur 
une  variable,  en  2/j  familles,  suivant  le  signe  et  l'ordre  de  grandeur 
des  coefficients. 

Suivent  quelques  applications.  L'auteur  montre  que  les  substitu- 
tions de  la  première  famille  forment  un  ensemble  analogue  à  celui 
des  nombres  entiers,  c'est-à-dire  se  reproduisent  entre  eux  par  mul- 
tiplication, mais  non  par  division  ;  d'où  des  théories  analogues  à 
celle  de  la  divisibilité,  du  plus  grand  commun  diviseur,  etc.  De  même 
pour  la  seconde,  la  troisième,  la  quatrième  famille. 

Resterait  pour  épuiser  le  sujet  :  i°  A  trouver  aussi  une  décomposi- 
tion unique  en  facteurs  fondamentaux  pour  les  substitutions  unités 
à  plus  de  deux  variables; 

2°  Revenant  aux  substitutions  linéaires  quelconques,  à  voir  com- 
ment se  placent  dans  la  décomposition  indiquée  plus  haut  les  facteurs 
unités.  Car  la  multiplication  n'étant  pas  commutative,  on  ne  peut 
pas  réunir  tous  ces  facteurs  en  un  seul. 


RAPPORT  DE  LA  COMMISSION  DES  COMPTES 

(MM.  G.  Fouret,  G.  Humbkrt;  Gii.  Bioche,  rapporteur.) 


Messieurs  et  chers  Collègues, 

Conformément  à  l'Article  10  de  nos  Statuts  et  aux  Articles  33  et 
3k  de  notre  Règlement  administratif,  j'ai  l'honneur  de  vous  présenter 
le  résultat  de  l'examen  auquel  a  procédé  la  Commission  chargée,  par 
votre  Conseil  d'administration,  de  vous  faire  un  rapport  sur  la 
gestion  de  notre  trésorier  et  sur  la  situation  morale  et  financière  de 
notre  Société. 

Les  comptes  de  l'exercice  clos,  s'étendant  du  i"1  novembre  1910  au 
3i  octobre  191  1,  s'établissent  comme  il  suit  : 
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Etats  des  recettes  et  des  dépenses  courantes. 

fr 

En  caisse  au   iei  novembre   1910 738'2,  5o 

Recettes. 

<  iotisations 3918,50 

abonnements  au  Bulletin,    vente  de   Volumes   et 

Tables 19.01 ,9.0 

Souscription  du  Ministère 4oo,o<> 

Intérêts  et  revenus 1  1 7 1  ,90 

Total  de  1  actif 1 4 ^74  ,  10 

Dépenses . 

Bulletin  (t.  XXXIX)  :  composition,  impression,  bro-  fr 

chage,  expédition .  6062,41 

Tirages  à  part ^76,  i5 

Traitement  de  l'agent,  gratifications 470,00 

Frais  de  bureau,  frais  de  poste,  divers 354  ,55 

Achat  de  i8ofr  de  rente  3  pour  100,  au  porteur.  . .  .  5859, 80 

13322,91 

Excédent   de  l'actif  au  3i  octobre  191 1 io5  1 ,  19 

Total  comme  ci-dessus. .........  1 4^74  >  10 

Portefeuille  disponible. 

Il  y  avait    au  3i  octobre  1910,    à    titre    de    réserve 

disponible,  3  1 8f '   de  rente    3   pour  100  sur  l'Etat,  rr 

ayant  coûté 10453,29 

Il  a  été  acheté  i8ofrde  rente,  ayant  coûté 5859, 80 

Donc,  en  tout,  498tr  de  rente,  ayant  coûté i63i3,o9 

Excédent  d'actif  disponible  en  espèces io5i  ,  19 

17364,28 


Réserve  inaliénable  (Art.  13  des  Statuts). 

La  réserve  inaliénable  se  composait  au  ier  novembre  1910  de  : 

i°  En  portefeuille  :  886fr  de  rente  à  3  pour  100  sur  TEtat  et  2  obli- 
gations à  3  pour  100  des  chemins  de  fer  de  L'Ouest  ayant  coûte 
ensemble  2  \  5 1 5fl .  46  : 
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2°  En  espèces  :  652fr,  33. 

Dans    le     cours     de     l'exercice    1910-1911    il    a    été 

encaissé  pour   droits  d'admission  de   i3  nouveaux  rr 

membres i3o,oo 

qui,  avec  le  reliquat  existant  au  1e1  novembre  1910..  . .  65-2,33 

forment  un  total  en  espèces  de 782,33 

Il    a    été     acheté    une    obligation,    3    pour    100,    du 

chemin  de  fer  de  l'Ouest,  ayant  coûté 432, 00 

reste  donc  en  espèces 35o,33 

Par  suite,  au  3i  octobre  191 1,  le  montant  de  la  réserve  inaliénable 
comprenait  : 

i°  En  portefeuille,    886fl    de   rente  3  pour  100  sur 

l'Etat  et  3  pour  100  des  chemins  de  fer  de  l'Ouest,  rr 

ayant  coûté ,  . .  24 5 1 5, 46 

les  titres  antérieurs  à  l'exercice  1910-1911; 

les  titres  achetés  au  cours  de  cet  exercice 432, 00 

soit  en  tout *2 î 9 ^ 7 ,  {G 

20  En  espèces 35o,33 

Total  de  la  réserve  inaliénable.  .  .  .      25297,7g 


Le  recouvrement  des  cotisations  s'est  effectué  de  façon  assez  satis- 
faisante ;  mais,  par  suite  de  décès  et  de  quelques  démissions,  le  mon- 
tant des  cotisations  est  légèrement  inférieure  à  celui  de  Fan  dernier, 
qui  était  de  4oo5fl". 

D'autre  part,  à  cause  de  l'augmentation  considérable  de  notre 
Bulletin,  dont  le  tome  XXXIX  contient  29  feuilles  d'impression, 
tandis  que  le  tome  XXXVIII  n'en  contenait  que  18,  les  dépenses  ont 
augmenté;  aussi  il  a  fallu,  pour  régler  les  dépenses  de  l'exercice  1910- 
1911,  faire  appel  à  la  réserve  disponible.  \iv\  effet,  comme  on  peut  le 
voir  en  se  reportant  aux  Tableaux  donnés  plus  haut,  le  total  des 
recettes  courantes  de  l'exercice  1910-191 1  est  de  6991 fr,  60,  et  le 
total  des  dépenses  relatives  au  fonctionnement  de  la  Société,  C*est- 
à-dire  les  dépenses  autres  que  des  achats  de  titres,  est  de  7  i<> ;  ,  il. 
Autrement  dit,  l'excédent  de  ces  dépenses  sur  les  recette-  c<t  de 
.',;.r'\5i. 

Il  y  auiait  inconvénient  évident  à  laisser  les  dépenses  courante-  de 
la  Société  dépasser  les  recettes  de  l 'exercice  correspondant.  Il  fau- 
drait donc,  si  l'on  ne   veut   pas    réduire  le  contenu  du  Bulletin^   soit 


chercher  à  réaliser  des  économies  sur  les  frais  courants,  soit  chercher 
à  augmenter  les  receltes  en  amenant  de  nouveaux  membres  à  la 
Société;  les  deux  procédés  peuvent  d'ailleurs  être  employés  simulta- 
nément. 

Nous  prions  donc  nos  collègues"  de  faire  de  la  propagande,  et 
nous  appellerons  l'attention  du  Conseil  sur  la  question  des  économies 
à  réaliser. 

En  terminant,  nous  vous  prions  de  voter  des  remerciements  à  notre 
trésorier,  M.  Servant,  et  à  nos  secrétaires  MM.  Carlan  et  Monlel,  qui 
donnent  leurs  soins  à  l'administration  de  la  Société  et  à  la  publication 
du  Bulletin;  et  nous  vous  demandons  de  vouloir  bien  approuver, 
avec  les  comptes  qui  vous  sont  présentés,  les  conclusions  du  présent 
rapport. 

Cil.   BlOCHE. 


SÉANCE  DU   12  JUIN    1912 


PRESIDENCE    DE    M.    ANDOYER. 


Communication  : 

M.  Halphen  :  Sur  l'application  des  équations  de  la  Thermodyna- 
mique aux  machines  frigorifiques. 

L'auteur  résume  quelques  conclusions  d'un  travail  sur  l'étude 
théorique  des  Cycles  des  machines  à  froid.  (Travail  en  cours  de 
publication  dans  Y  Industrie  frigorifique.) 


SÉANCE   DU  26  JUIN   1912. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    ANDOYER. 

Élection  : 

Est   élu  à    l'unanimité,  membre  de    la    Société:    M.    de    Gramonl, 
présenté  par  MM.  Humbert  et  d'Ocagne. 

Communications  : 
M.  Steinhaus  :  Sur  quelques  séries  trigonométriques  particulières. 
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1.  Dans  le  travail  important  de  M.  Fatou  :  Les  séries  trigonomé- 
triques  et  séries  de  Taylor  (*),  l'auteur  demandait  s'il  était  possible 
de  trouver  une  série  trigonométrique  partout  divergente,  dont  les 
coefficients  tendraient  vers  zéro.  M.  Lusin  a  presque  résolu  cettequestion 
en  donnant  un  exemple  d'une  telle  série,  dont  il  démontre  la  divergence 
pour  tous  les  points,  sauf  pour  un  ensemble  de  mesure  nulle  (2).  Pour 
avoir  l'exemple  demandé  par  M.  Fatou,  considérons  l'expression 


(A)        2 


On  pose 


co%G(a){x —  wa)        cos[G(«)  -h  i]  (x  —  wa) 
G(a-f-i)  — G(a)   H  G(a-hi)  —  G  (a) 

cos[G(a  -+-1)  —  l](3?  —  wa)  ) 
+  G(a-t-i)  —  G(«)  ( 

G(a)  =  i  +  E(a  loga)        (a  =  nombre  naturel). 


Les  nombres  wa  seront  déterminés  plus  tard.  On  voit  bien  qu'en 
supprimant  les  parenthèses  dans  la  série  précédente  et  en  appli- 
quant le  théorème  d'addition  à  la  fonction 

cos[G(a)  -+-  k\  (x  —  wa)  =  cos  j  [G (a)  -h  k \x  —  [G {a)  -h  k]wa  |, 

on  obtient  une  série  trigonométrique   ordinaire,  les   nombres 

G(a)-hk 

étant  des  entiers  croissants,  d'après  la  façon  même  dont  a  été  cons- 
truite notre  série  primitive.  On  remarque  tout  de  suite  que  les  coef- 
ficients de  notre  série  tendent  vers  zéro.  On  voit  aussi  très  aisément  que 
pour  x  —  iva  la  valeur  de  la  alème  parenthèse  est  l'unité.  Pour  démon- 
trer la  divergence  de  la  série  (A),  comparons  les  valeurs  de  son  terme 
d'indice  a  pour  x  et  x  ■+•  h.  La  différence   ne   surpasse   pas   en  valeur 

absolue  le  nombre 

|/,|.|G(«  +  ,)-.|. 

Si  |  h\  :  —m >    cette    différence    sera    plus    petite    en    module 

1  2  (.i  (  a  -+-  i  ) 

que  — •  Soit  alors  \a    un    intervalle   dont   le    milieu    e->t    w    et  dont    la 

longueur  est  ^ Pour  tout  ./•   situé   dans  ce!  intervalle,   la 

G(a+i) 

valeur   du  terme   alènw  de   (A)  est    positive   et   plu>    grande    que  — 


(')    \c/(i  mathematica,  tgo6. 

(7)   Rend,  dcl  Cin-    math.  <li  Pal  .  o»i  i 
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Représentons  la  variable  x  sur  le  cercle  de  rayon  unité  cl  disposons 
les  intervalles  I  ,  l'un  à  côté  de  l'autre,  parce  que  nous  sommes  libres 

00 

de  déterminer  les  wa  comme  nous  le  voulons.  Mais  la  série  7    -r- r 

^G(a+i) 

a  ■+-  l 

est  divergente  et  le  cercle  se  trouve  couvert  une  infinité  de  lois  par 
les  la.  Chaque  x  appartient  par  conséquent  à  une  infinité  d'intervalles 
et  il  y  aura  pour  un  x  une  infinité  des  termes  dans  (A),  dont  la  valeur 

est  positive  et  plus  grande  que  — .  Par  conséquent,  (A)  et  la  série  tri- 

gonométrique  déduite  de  (A)  sont  divergents  pour  tout  x. 

'1.  On  peut,  par  la  même  méthode,  arriver  à  construire  une  série  tri- 
gonométrique  ayant  les  mêmes  propriétés,  mais  composée  seulement  de 
termes  en  cosinus.  Cette  série  donne  lieu  à  la  formation  d'une  série 
de  Taylor  à  coefficients  réels  tendant  vers  zéro,  qui  est  divergente 
lorsque  le  module  de  la  variable  est  l'unité. 

3.  M.  Fatou  a  démontré  (*)  que  les  conditions 

lim  nan  =  o,  lim  nbn  =  o 

n  =  00  ri  =  00 

entraînent  la  convergence  de  la  série  trigonométrique 

2_^{<Zn  cosnx  -+-  bn  s\nnx) 

n  =  \ 

pour  tous  les  x,  sauf  pour  un  ensemble  de  mesure  nulle.  Il  demande 
si  cet  ensemble  des  points  exceptionnels  pourrait  être  non  dénom- 
brable.  Considérons  la  série  des  constantes  : 

00 

y  = 1 -+-...' 

Àaà  n\ogn         "2log2         3log3 

séparons  les  termes  de  cette  série  par  des  parenthèses  de  manière 
que  la  valeur  de  chaque  parenthèse  soit  plus  grande  que  l'unité 

b)  r  '  +-J4+...ur _»   ^jur  ■  H-../L-... 

I   >  log  '        i  log  )  \_mlogm  LP*°8P 

;         — p h.  ..-+-..., 

I  g  log?         \ 

(  '  )  Loc.  cit. 
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et  formons  la  série  Irigonométrique  suivante  : 

r  o,o%-i{x  —  i)        cos3(a? —  i)  cosq(x —  L) 

(  G  )  j 1 -r -h  ...  H j '-  .  .  .  , 

•i  log'2  3  log3  q  log<7 

«est  l'entier  désignant  l'indice  de   la  parenthèse  dans  (B),  à  laquelle 

appartient  le  terme  — ; Si  l'on  sépare  les  termes  de  (C)  par  des 

q  log  q 

parenthèses  aux  mêmes  endroits  que  (B),  on  pourra  dire  que,  pour 
X  =  t,  la  fiemc  parenthèse  a  une  valeur  plus  grande  que  l'unité.  La 
continuité  en  x  permet  de  dire  que,  dans  un  certain  intervalle  entou- 
rant /,  cela  aura  encore  lieu.  Mais  les  i  forment  un  ensemble  par- 
tout dense  sur  le  cercle  représentant  les  valeurs  de  x.  Par  consé- 
quent il  y  aura  un  ensemble  de  points  ayant  la  puissance  du  continu 
qui  appartiennent  à  la  fois  à  une  infinité  de  ces  intervalles.  Pour 
tous  ces  points,  la  série  (C),  qui  remplit  bien  les  conditions  désirées, 
sera  divergente. 

M.  Monlel  :  Sur  (es  fonctions  monogènes. 

L'auteur  a  donné  précédemment  des  conditions  sous  lesquelles 
l'expression    p  dx  -t-  p  dy    est  une  différentielle  totale,   dans  certains 

cas  où  l'on  ne   suppose   pas  la  continuité  des  dérivées  partielles  — -, 

—  ( l  ).  Il  se  place  maintenant  dans  l'hypothèse  où  ces  dérivées  existent 

et  sont  partout  finies  dans  un  domaine  D  et  énonce  le  résultat  suivant  : 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  p  dx  -h  q  dy  soit  une 

différentielle  totale  est  que  --*-  et  ■— -  soient  égaux, sauf  peut-être  pour 

un  ensemble  de  points  de  mesure  superficielle  nulle.  On  en  déduit 
qu'une  fonction  de  la  variable  complexe  z  définie  dans  un  domaine  D 
est  monogène  dans  ce  domaine  si  l'on  suppose  l'existence  de  dérivées 
partielles  par  rapport  à  x  et  à  y  finies  en  tout  point  du  domaine  et 
si  les  conditions  de  Oauchy  sont  satisfaites  en  tout  point  de  D,  sauf 
peut-être  pour  un  ensemble  de  points  de  mesure  nulle. 

Les  résultats  précédents  s'étendent  aux  fonctions  et  aux  expressions 
différentielles  de  plusieurs  variables.  En  particulier,  on  peut  affirmer 
qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  complexes,  analytique  par 
«apport  à  chacune  de  ces  variables,  e>t  analytique  par  rapport  à  I  en- 
semble des  variables. 

(')  Annales  <ie  VÈcolt   VoMiale,  t.  WIY  |  I  série),  1907,  p.   183. 
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M.  \  essiol  :  Sur  l'emploi  des  représentations  paramétriques  dans 

le  calcul  des  variations. 

1.  Soient    n    fonctions  xx vn  (l'une  variable  indépendante//. 

liées  par  des  équations  différentielles  données  : 

ii)     V/,{r\,  ...,x'„\xu...,xn\u)  =  o       (h  =  1,2,...,  n—  a)       (x't  z=  -—L\. 

Nous  appelons  variations  des  fonctions 

(2)  x,=  <?;(u)        (t  =  1,2,  ...,  n), 

qui  constituent  une  solution  quelconque  de  (i),  tout  système  de 
quantités 

(3)  8a?,-=^(M)S*        (»■==  1,2,  ...,  /i), 

qui  sont  les  différentielles,  prises  pour  £  — o,  par  rapport  à  t,  de 
fonctions 

( 4 )  a?/  =  4»i( m  |  / )        (i  =  i ,  2,  . . . ,  n) 

remplissant  la  double  condition  de  satisfaire  à  (i),  quel  que  soit  t, 
et  de  se  réduire  à  (2)  pour  t  —  o. 

2.  Nous  remplaçons  le  système  (1)  par  un  système  résolu  équi- 
valent 

(5)  x,i  —  ji(xu...,xn\tu...,ta.\û)         (1  =  1,2,  ...,/i), 

en  introduisant  les  a  fonctions  de  w,  t,.  .  .,  ta,  qui  jouent  le  rôle  de 
paramètres  quand  on  considère  les  systèmes  (1)  et  (5)  comme  repré- 
sentant une  même  multiplicité,  dans  l'espace  (or'n  ...,  x'H). 

Les  systèmes  (2),  (3),  (4)  sont  complétés  respectivement  par  des 
formules  : 

(2')  tj  =  'l/(u)  (y  =  1,  2,  ...,a), 

(3')  8*/='ey(«*)8«         (y  =  1,2,  ...,a), 

|  ',')  /y  =  Ty(«|0         (7=1,2,  ...,a). 

:t.  Nou^  désignerons  par  le  svmbole/  le  résultat  de  la  substitution 
aux  ■/-,  et  tj  (les  fonctions  (2)  et  (2')  dans  toute  fonction  /de  ces  indé- 
terminées. Tout  Materne  de  variations  (3)  (3')  satisfait  alors  aux 
équations  différentielles  linéaires 

"     a    

/.        !  I 
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La  réciproque  est  vraie.  Si  l'on  prend,  en  effet,  pour  les  fonctions  (4') 
les  expressions 

(7)  tj=tyj(u)  +  tQ/(u)        (7  =  1,2,  ...,  a), 

on  peut  intégrer  le  système 

n  a 

A-  =  1  A  =  1 

où  l'on  considère  les  tj  commeétant  ces  fonctions  (7),  et  les  .x,-  comme 
étant  des  fonctions  inconnues.  11  suffit  d'employer  la  méthode 
d'approximation  de  M.  Picard  avec  les  conditions  initiales 

\  Xi=  y  du)  pour  t  =  o 

(9)  1    \^'*tt    \  (*  =  '.«!  ...,»)• 

(  xi—  <fi{o)  -h  t\i(o)         pour         u  =  o 

Les    intégrales    qu'on    obtient    ainsi    sont    des    fonctions    (4),    qui 
donnent  précisément  naissance  aux  variations  (3)  des  fonctions  (2). 

k.  Si  Ton  impose  aux  &c,-  la  condition  de  s'annuler  pour  «  =  «,  ils 
sont  donnés,   pour  une  autre  valeur  b  quelconque,   par    les    formules 


a       n 


(10)  (fai)u=b=  1  yy^(«)^^^    (t = 1,  >.,..., n), 

à = 1 /=1 

où   les   67/i  ont  les  valeurs  (3'),   arbitrairement  choisies,  et  où  les  Zy 
constituent  le  système  fondamental 

(11)  Zi  =  Zij        (i  =  1,  a,  ...,»;/  =  1,2,  ...,») 

de  solutions  du  système  linéaire  adjoint  à  (6) 

dont  le  déterminant  se  réduit  à  un  déterminant  unité  pour  //  =  h. 

5.  Dans  le  problème  de  Ma  ver,  relatif  aux  équations  (1),  on  doil 
exprimer  que  (è.vn)  nz=h  est  nul,  dès  que  (&*-i)  „=/,,  ...,  [o.rn  {)  n=ft  le 
sont.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soil  ainsi  esl 
qu'il  existe    des  identités  à  coefficients  constants  : 


n  n 


t"3)       2)C'2*'^a)d<    =  °  (A=  1,2,  ...,a)         (0*5*0). 

S.  M.  —  Comptes  rendus.  \ 
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Gela  ô<|m\  .m  t  à  dire  qu'il  existe  une  soin  lion  de  ( i  ■>.)  telle  que  Ton 


ail 

(14) 

avec  la  condition 
(i5) 


_Vf/^-   =  0  (A  =T,2 XI, 

=  1 


s„(6)  ^  o. 


Les  fonctions  (O,  (  •>/)  qui  satisfont  à  cette  condition  de  lavariation 
nulle  sont  donc  définies  par  le  système 

f  I  jr 
(l6)  -y^    =//(>,,.  ..,./\7   |   /,,...,   /a  |   tt)  (l  =  1,2,    ...,•#»), 


(17) 
(18) 


<i^/       ^  dfk 


*=1 


/=1 


avec  l'inégalité  de  condition  (i5). 

6.  Il  est  facile  de  déduire  de  là  les  conditions  classiques.  Les  con 
dilions  (18)  montrent  que  les  inconnues  anxiliaires  gu  ...,  zn  défi- 
nissent,  dans  l'espace  (x[,  ...,  x'n),  la  direction  d'un  élément  de 
contact  de  la  multiplicité  (  i  ),  associé  au  point  (5)  de  celte  multiplicité. 
On  peut  donc  remplacer  ces  inconnues  pardes  inconnues  ^n  ...,  ).,i_a, 
au  moyen  des  formules 


(19) 


(i=i,a,  . ..,  n). 


A  =  l 


Les  identité.^  évidentes, 


donnent 


'2 /il 


/       ' 


h       I 
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et  le  système  (i5),  (16),  (17),  (18)  devient: 

(22)  Xi=  ~dû  (*  =  !,*,   -■-,  *)i 

(23)  FA(a?/1,  . .  .,a?n\  xu  . . .,  xn  |  u)  =  o         (/i  =  1,  2.  .  .  .,  n  —  a), 

n  —  a.  n  —  a 

h=i  l       h=\ 


(24)  3«2dx   d^=2-X*^       (.  =  .,2,. ..,*), 


^  o. 


7.  On  a  donc  une  mise  en  équations  simple  et  rigoureuse,  qui 
échappe  à  l'objection  de  Du  Bois  Reymond,  qui  ne  nécessite  aucune 
discussion  sur  les  champs  singuliers,  et  met  en  évidence  le  caractère 
géométrique  des  multiplicateurs  de  Lagrange. 


SÉANCE   DU    10  JUILLET    1912 


PRESIDENCE    DE    M.    FOUC1IE. 


i 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


Pages. 

État  de  la  Société  au  début  de  1012 1 

Liste  des  périodiques  reçus 12 

Rapport  de  la  Commission  des  comptes 41 

Communications  :  MM.  Andoyer  :  Sur  le  calcul  numérique 35 

Bioche  :  Sur  les  coniques  circonscrites  à  un  triangle 35 

Borel  :  Sur  la  mesure  des  ensembles  bien  définis 27 

—  Sur   l'ordre    des   ensembles   réguliers    de  mesure    nulle   et    les  pro- 

priétés des  fonctions  monogènes  définies  dans  certains  ensembles  .     28 

—  Sur  les  fonctions  monogènes 38 

Bricard  :  Sur  les  arcs  d'ellipse  à  différence  rectifiable i5 

—  Sur  une  courbe  gauche  fermée  qui  traverse  tous  ses  plans  rectifiants.     33 

—  Sur  les  courbes  sphériques  qui  rencontrent  tous  les  grands  cercles 

de  la  sphère 33 

Cahen  :  Sur  l'irrationnalité  des  sommes  des  séries  dont  le  terme  général  est 

une  fonction  rationnelle  de  l'indice i5 

—  Sur  la  décomposition  des  substitutions  linéaires  à  coefficients  entiers 

en  produit  de  substitutions  premières 3g 

Cartan:  Sur   les   caractéristiques  de  certaines  équations  aux  dérivées  par 

tielles 68 

—  Sur  les    groupes  de  transformation    de  contact  et  la    cinématique 

nouvelle 23 

Carvallo  :  Sur  la  masculinité  dans  les  naissances  humaines 26 

Chatelet  :  Sur  une  représentation  des  idéaux 09 

Fouclié  :  Sur  deux  théorèmes  de  Ribaucour 3o 

Galbrun  :  Sur  certaines  équations  linéaires  aux  différences  limes 36 

Hadatnard  :  Sur  les  variations    unilatérales  et    les    principes   du   calcul  des 

variations 20 

Sur  les  extrémales   du    problème    isopérimétrique   dans    le  cas 

des  intégrales  doubles 20 

Sur  la  généralisation  de  notion  de  fonction  analytique 

Sur  la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques 19 

Halphen  :  Sur  un  système  différentiel  relatif  au  problème  des  potentiels  des 

accélérations  d'ordre  supérieur 19 

Sur  un  ellipsographe 

— >         Sur  l'application    des    équations    «le   l.i    thermodynamique    au\ 

machines  frigorifiques il 

Kcenigs  :  Sur  l'enseignement  delà  cinématique 


—  54  — 

Lebesgue  :  Sur  le  théorème  de  la  moyenne  de  Gauss 16 

Sur  1rs  fouet  ions  permutables  de  M .  Vol  terra 3o 

\fontel  :  Sur  des  généralisations  des  théorèmes  de  MM.    Picard  et  Landau..  17 

Sur  une  nouvelle  démonstration  d'un  théorème  de  M.  Picard t8 

Sur  les  fondions  monogènes 47 

liioore  (Ch.-N.)  :  Sur  les  Facteurs  de  convergence  dans  les  séries  doubles  et 

la   série  double  de  Kourier 3i 

Picard  :  Sur  les  systèmes   de    deux  fonctions   uniformes  d'une  variable  liées 

par  une  relation  algébrique 25 

Speiser  :  Sur  le  déterminant  d'un  groupe 34 

Steinhaus  :  Sur  quelques  séries  trîgonométriques  particulières 44 

I  essiot  :  Sur  l'emploi  des  représentations  paramétriques   dans    le  calcul  des 

variations 4^ 

l 'ol terra  :  Sur  le  théorème  de  Stockes 24 


FIN  DE  LA  TABLE  DES  MATIERES 


500TJ        Paris.        Imprimerie  Gàuthikb-Villars,  quai  des  Grands   lugustins, 


>5. 


BULLKTIN 


DR    l,  A 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 


DI-:    FRANCE. 


50975  Paris.  —  Imprimorie  GAUTIIIER-VILf.ARS.  qnni  îles  Grands- Aupusiins.  5;». 


<» 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE 


DE  FRANCE, 


PUBLIE 


PAR   LES    SECRETAIRES. 


TOME    QUARANTE-ET-UNIÊME.  —  ANNÉE   1913. 




PARIS, 


U'   SIEGE  DE  I.  V  SOCIETE 

A    l-A    SOlllIONNi:. 

1943 


■'■ 


BULLETIN 


DE    LA 


SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE   FRANCE. 


LES  ENSEMBLES  DE  MESURE  NULLE  («); 
Par  M.  Emile  Borel. 

Un  ensemble  linéaire  E  est  dit  de  mesure  nulle  (-)  lorsque^ 
étant  donné  un  nombre  arbitrairement  petit  e,  on  peut  enfermer 
tous  les  points  delL  dans  des  intervalles  dont  la  somme  est  infé- 
rieure à  £.  Pour  un  ensemble  à  deux  dimensions,  la  défini  lion  esl 
la  même  :  il  suffit  d'y  remplacer  le  mot  intervalles  par  le  mol 
rectangles  ;  on  peut  observer  qu'il  est  équivalent  de  parler  de 
carrés  au  lieu  de  rectangles;  car,  étant  donné  un  rectangle,  on 
peut  trouver  un  nombre  fini  de  carrés  dont  faire  totale  diffère 
aussi  peu  que  l'on  veut  de  l'aire  du  rectangle  et  tels  (pie  tout  poinl 
intérieur  au  rectangle  soit  aussi  intérieur  à  l'un  de  ces  carrés. 
Il  est  préférable,  dans  certaines  questions,  de  considérer  des  carrés 
au  lieu  de  rectangles;  on  pourrait  aussi  remplacer  les  carrés  par 
des  cercles  sans  altérer  la  généralité  de  la  définition. 

Les  ensembles  de  mesure  nulle  jouent  un  rôle  très  important 
dans  la  tbéorie  des  fondions  de  variables  réelles  et  de  variables 
complexes;  il  est  utile  de  pouvoir  comparer  entre  eus  les  divers 
ensembles  de  mesure  nulle;  cette  comparaison  esl  facilitée  par  la 

notion     d'ensemble     régulier.     Nous     niions     définir     d  abord      les 

ensembles  réguliers  et  les  points  fondamentaux  de  ces  ensembles; 

(')  Celte  Note  esl  la  reproduction  d'une  des  conférences  inaugurales  de  l'Ins 
titut  Rice,  à  Houston  (Texas)  (10-ia  octobre  191a). 

(2)  Dans  mes  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  où  j'ai  donné  pour  la  1 
mi  ère  fois  cette  définition,  j'emploie  l'expression  mesure  zéro;  depuis,  l'exprès 
sion  mesure  nulle,  employée,  je  crois,  \^nw  la  première  fois  par  M.  Lebesgue, 
a  prévalu. 

xi.i.  1 


nous  montrerons  ensuite  que  toul  ensemble  régulier  est  équivalent 
à  un  autre  ensemble  régulier  donl  les  points  fondamentaux  sont 
choisis  il  une  manière  particulière,  sont  par  exemple  les  points  à 
coordonnées  rationnelles;  nous  traiterons  enfin  de  la  classification 
des  ensembles  de  mesure  nulle  ayant  des  points  fondamentaux 
donnés,  celle  classification  étant  basée  sur  la  décroissance  asymp- 
to tique  des  intervalles  (ou  carrés)  d'exclusion. 

I. 

Un  ensemble  de  mesure  nulle  est  dit  régulier  lorsau'il  peut 
être  défini  de  la  manière  suivante  : 

Soient  A,,  Vo,  .  .  . ,  Are,  .  .  .  une  infinité énumérab le  de  points, 
dits  points  fondamentaux;  à  chaque  nombre  entier  h  faisons 
correspondre  une  infinité  de  carrés  Cf\  C(2A),  .  .  . ,  CJf\  .  .  .  dont 
les  aires  forment  une  série  convergente  et  tels  que  le  carré  CJ,A) 
renferme  à  son  intérieur  G„  l)  et  tende  vers  An  lorsque  h 
augmente  indéfiniment.  Soit  E/,  l'ensemble  des  points  inté- 
rieurs à  l'un  des  carrés  C^A)  (n  =  i,  2,  .  .  .);  l'ensemble  des 
points  intérieurs  à  tous  les  E/,  (A  =  1,  2,  .  .  .)  est  un  ensemble 
régulier  (qui  est  évidemment  de  mesure  nulle). 

Tout  ensemble  de  mesure  nulle  fait  partie  d'un  ensemble 
régulier.  En  d'autres  termes,  A  étant  un  ensemble  quelconque 
de  mesure  nulle,  on  peut  définir  un  ensemble  régulier  E  de  mesure 
nulle  tel  que  tout  point  de  A  appartienne  à  E.  Pour  démontrer  cette 
proposition,  donnons-nous  une  suite  de  nombres  £, ,  s2,  .  .  . ,  s„,  .  .  . 
décroissants  et  tendant  vers  zéro,  la  série  Sç«  étant  supposée 
convergente.  L'ensemble  \  étant  de  mesure  nulle,  nous  pouvons 
défiuir  un  ensemble  \{h)  de  carrés  (à  côtés  parallèles  aux  axes) 
dont  la  somme  des  aires  est  inférieure  à  Zk  et  tels  que  tout  point 
de  A  soit  intérieur  à  l'un  des  carrés  A(/i).  Nous  définirons  d'abord 
les  carrés  V0,  puis  les  carrés  A^;  s'il  y  a  des  portions  de  ces 
carrés  \  -  qui  sont  extérieures^  tous  les  carrés  A(^,  nous  pouvons 
lc>  supprimer  comme  inutiles;  ceci  revient  à  dire  que  nous  ne 
conservons  que  les  portions  des  carrés  A^  qui  sont  intérieures 
à  l'un  des  carrés  \(,);  pour  procéder  d'une  manière  méthodique 
et  définie  dune  manière  précise,  nous  considérons  le  premier  des 


—  3  — 

carrés  A(,),  soit  A*1',  et  nous  opérerons  successivement  sur  les 
portions  des  carrés  successifs  A^  qui  sont  intérieures  à  \  /  ; 
nous  continuerons  de  la  même  manière  avec  A'.,n,  en  ayant  soin 
toutefois  de  laisser  de  côté  les  portions  déjà  considérées,  etc. 
Chacune  de  ces  opérations  nous  conduit  à  considérer  des  rec- 
tangles dont  chacun  peut  être  remplacé  par  une  infinité  énumé- 
rable  de  carrés  (un  nombre  fini  dans  des  cas  particuliers);  il  suffit, 
pour  former  ces  carrés  suivant  une  loi  déterminée,  de  construire 
de  proche  en  proche  le  plus  grand  carré  possible  intérieur  an 
rectangle  et  dont  le  sommet  le  plus  rapproché  de  l'origine  des 
coordonnées  O  coïncide  avec  le  sommet  du  rectangle  le  plus 
rapproché  de  O.  Si  parmi  les  carrés  ainsi  définis,  il  y  en  a  qui  ne 
renferment  aucun  point  de  l'ensemble  A,  nous  les  supprimerons. 
Nous  pouvons  supposer  les  carrés  A(1)  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur décroissante  (s'il  y  en  a  d'égaux,  nous  les  rangerons  d'après 
les  valeurs  relatives  des  abscisses  de  leurs  centres  et,  si  ces  abscisses 
sont  égales,  d'après  les  valeurs  de  leurs  ordonnées).  Nous  range- 
rons de  même  les  carrés  A(-)  (après  les  transformations  indiqué* 
et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  définir  un  ensemble  de  carrés  B('^,  qui  comprendra 

tous  les  carrés  A(,)  et  en  outre  un  certain  nombre  des  carrés   V-K 

V3),  ....  De   même   B(-)   comprendra  tous  les  carrés    V2)  et   en 

outre  un  certain  nombre  des  carrés  A(3),  ....  Il  est  clair  que  la 

somme  des  carrés  B(/iJ  est  inférieure  à 

e/<  ■+■  £/<-i-i-+-.  .  •• 

Elle  est  finie  quel  que  soit  h  et  tend  vers  zéro  lorsque  //  augmente 
indéfiniment;  tous  les  carrés  A.M  faisant  partie  des  T>  •  .  toul  poini 
de  \  est  intérieur  à  l'un  des  carrés  Wh) .  Pour  (pie  l'ensemble  E 
défini  par  les  B(/'^  soit  régulier,  il  suffit  que  Ton  puisse  numéroter 
les  Wh\  \\\/l\  Bf,  ...J>,.f.  ...,  de  telle  manière  que  l>  '  '  soit 
inférieur  à  B|,°-  On  arrive  à  ce  résultai  de  la  manière  suivante. 
Prenons  d'abord  ceux  des  carrés  .V'  ",  s'il  en  existe,  dont  l'aire  est 
supérieure  à  z2  'il  n'en  existe  pas  dont  Taire  esl  supérieure  à  ;,. 
puisque  la  somme  de  tous  les  V'1  esl  inférieure  à  :(   :  non-  dési 

gnerons  ces  carrés  par  B,",  B^ B;,'  .  Prenons  ensuite  ceux 

des  carrés  \(,)  don!  Taire  esl  supérieure  à  ::;  et  désignons-les 
par  l>!,n, ,,  B^',,,  ...,  IV,1  .  Nous  allons  considérer  maintenant  le- 


carrés  \(2)  d'aire  supérieure  à  e:J;  ils  sont  rangés  dans  un  ordre 
déterminé,  comme  il  a  été  dit;  >i  le  premier  d'entre  eus  est  inté- 
rieur à  l'un  des  V1'  déjà  numérotés,  par  exemple  à  BJ^,  nous  le 
désignerons  par  BA-  ,  sinon,  nous  le  désignerons  à  la  fois  par  B^_, 
et  par  !>,,;;,,;  de  même,  si  le  second  des  A(2)  considérés  est  inté- 
rieur à  l'un  des  V(,}  déjà  numérotés  et  distinct  de  B^n,  soit  1^°, 
nous  le  désignerons  par  BA2);  s'il  n'est  intérieur  à  aucun  des  A(,) 
(il  ne  peut  pas  être  intérieur  à  un  V(,)  non  numéroté,  puisque  son 
aire  est  supérieure  à  s:1  et  que  les  V^  non  numérotés  ont  une  aire 
inférieure  à  es)  ou  s'il  est  intérieur  précisément  à  Bj^qui  a  déjà 
été  utilisé,  nous  le  désignerons  à  la  fois  par  B^2  et  par  B^2,  nous 
arriverons  ainsi  à  définir  un  certain  nombre  de  nouveaux  carrés  B(1*, 
soit  !>/,'+,,  Bj,'^,,  .  .  .,  B^  et  un  certain  nombre  de  carrés  B(2',  cpii 
comprennent  tous  les  A2  d'aire  supérieure  à  £:J. 

Considérons  maintenant  les  carrés  A(°  d'aire  supérieure  à  zk  \ 
nous  les  désignons  par  B^+,,  B^2,  ...,  BJ,^,  nous  procéderons 
de  la  même  manière  que  précédemment  pour  les  AJ2^  dont  l'aire 
est  supérieure  «à  s4,  et  nous  passerons  ensuite  aux  V(:J)  dont  l'aire 
est  supérieure  à  e4  ;  ceux  d'entre  eux  qui  seront  intérieurs  à 
des  W-)  déjà  numérotés  prendront  les  mêmes  numéros  (chaque 
numéro  n'étant  donné,  bien  entendu,  qu'une  seule  fois);  les 
autres  seront  désignés  à  la  fois  par  B'n,  BJ2>,  Bf:,).  On  continuera 
indéfiniment  delà  même  manière;  les  entendant  vers  zéro  lorsque /, 
augmente  indéfiniment,  et  chaque  opération  ne  portant  que  sur 
un  nombre  fini  de  carrés,  tout  carré  appartenant  à  V^  figurera 
dans  Wh)  avec  un  rang  déterminé.  De  plus,  il  est  évident  que  Bjj" 
tend  vers  zéro,  quel  que  soit  q  lorsque  h  croît  indéfiniment. 
11  ne  pourra  pas  arriver  que  certaines  suites  B'n,  B'2),  ...,  B'n 
s'arrêtent,  car  cela  voudrait  dire  qu'aucun  des  carrés  V''+')  n'est 
intérieur  à  B'r),  c'est-à-dire  que  B,'  ne  renfermerait  aucun  point 
de  l'ensemble  A,  contrairement  à  nos  hypothèses.  Les  ensembles 
de  carrés  l>  ^  définissent  donc  bien  un  ensemble  régulier  E,  qui 
comprend  tous  les  points  de  A.  Notre  théorème  est  établi. 

On  peul  observer  que  dans  la  définition  de  l'ensemble  régulier  E 
il  \  a  certaines  suites  BL<},  B  2\  ...,  dont  un  certain  nombre  de 
premiers  termes  sont  des  carrés  qui  coïncident  entre  eux;  ce  n'est 
pas  la  une  difficulté;  on  peut  néanmoins,  si  l'on  veut,  éviter  cette 
singularité  en   modifiant    un  peu  les  définitions  des  premiers   l>v 
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d'une  telle  série;  si  Bj\  B*2),  B(^J)  par  exemple  coïncident,  on  rem- 
placera B^  par  (i  +s,)l)>;;)  et  l^  par  (i  +  e,)(i  +  e2)By  (nous 
désignons  par  aC  un  carré  homothétique  au  carré  G  par  rapport  à 
son  centre,  avec  le  rapport  d'homotliétie  a).  Ces  opérations  ont 
pour  résultat  de  multiplier  l'étendue  totale  des  carrés  h(h)  par  un 
facteur  inférieur  au  produit  infini  convergent  IT(i  +  s*). 

On  peut  observer  que  l'ensemble  régulier  E  que  nous  avons 
défini  n'est  pas  nécessairement  le  plus  simple  possible  des 
ensembles  réguliers  de  mesure  nulle  qui  renferment  A,  mais  il 
importe  peu  que  la  démonstration  donne  le  plus  simple;  l'essen- 
tiel est  de  prouver  qu'il  en  existe  un;  il  est  alors  possible  de 
considérer,  sans  eontradiction,  l'ensemble  de  tous  les  ensembles 
réguliers  de  mesure  nulle  qui  contiennent  A  et  l'on  peut  choisir, 
dans  cet  ensemble,  sinon  le  plus  simple  (qui  peut  ne  pas  exister, 
de  même  qu'il  n'existe  pas  de  plus  petit  nombre  rationnel  supé- 
rieur à  ya),  du  moins  un  ensemble  E  dont  la  simplicité  est  aussi 
voisine  que  l'on  veut  de  la  simplicité  la  plus  grande  possible. 

Nous  nous  occuperons  spécialement  désormais  des  ensembles 
réguliers;  un  tel  ensemble  est  défini  par  des  points  fondamen- 
taux \,i  limites  des  BJ^  lorsque  h  augmente  indéfiniment  et  par 
les  grandeurs  des  carrés  d'exclusion  !>/'  attachés  à  \„  ('): 
L'ensemble  dérivé  des  points  fondamentaux  Aw  est  un  ensemble 
fermé  V  ;  dans  le  cas  général,  cet  ensemble  V  se  compose  d'un 
ensemble  parfait  et  d'un  ensemble  réductible;  les  intervalles 
d'exclusion  qui  correspondent  aux  points  de  l'ensemble  réduc- 
tible n'ont  en  commun  que  les  points  de  cel  ensemble  réductible 
lui-même-,  leur  élude  ne  donne  donc  rien  de  nouveau;  la  partie 
vraiment  intéressante  de  l'ensemble  régulier  de  mesure  nulle  est 
celle  qui  est  attachée  aux  points  de  Vqui  forment  un  ensemble 
parfait;  plusieurs  cas  seraient  à  distinguer  suivant  la  nature  de 
cet  ensemble  parfait;  nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  où 

l'ensemble  V  comprend  tous  les  points  (Tune  certaine  aire,  de 
forme   simple,  les    points    \„  sont  alors  denses  dans  ("elle  aire  ;  -  >; 


(')  Il  semble  qu'il  3  aurait  lieu  de  considérer  aussi  les  positions  relatires  de   \ 
dans  ces  carrés;  mais  on  peut  s'arranger,  en  modifia  ni  légèrement  les  définitions, 
pour  que  tout  l»/;/n  ail  pour  centre  le  point  \n. 

Ci)  Nous  laissons  ainsi  de  côté  les  ensembles  démesure  nulle  que  l'on  pourrait 
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tous  le>>  cas  où  l  aire  est  d  un  seul  tenant  et  à  connexion  simple 
se  ramènent  par  la  représentation  conforme  au  cas  <lc  Taire  Limitée 
par  un  cercle.  Nous  allons  montrer  que,  si  l'on  a  deux  systèmes 
différents  de  points  \„  et  Bn  denses  à  L'intérieur  de  cercles  égaux, 
et  denses  aussi  sur  les  circonférences  de  ces  cercles  (*),  on  peut 
établir  entre  ces  points  une  correspondance  continue  biunivoque 
et  réciproque,  les  rapports  entre  la  dislance  de  deux  points  quel- 
conques \;>,  V;  cl  la  dislance  des  points  correspondants  1)/,,  l)v  étant 
compris  entre  deux  limites  aussi  rapprochées  (pie  l'on  veut  de 
L'unité.  Il  résultera  de  cette  proposition  que  nous  pouvons,  sans 
diminuer  la  généralité,  supposer  que  les  points  fondamentaux 
d'un  ensemble  de  mesure  nulle,  Lorsque  ces  points  sont  denses 
dans  un  domaine,  coïncident  avec  un  ensemble  déterminé  dense 
dans  ce  domaine,  par  exemple  avec  les  points  de  coordonnées 
rationnelles. 


II. 


La   proposition  que   nous  avons  en  vue  peut  s'énoncer  sous  la 
Forme  suivante  : 

Soient  deux  cercles  égaux  Cet  G;,  et  deux  ensembles  énumé- 
rables  A  et  13  dont  le  premier  est  dense  dans  G  et  sur  la  circon- 
férence C,  le  second  étant  dense  dans  G  et  sur  la  circonfé- 
rence G';  on  peut,  étant  donné  un  nombre  arbitrairement 
petit  e,  numéroter  les  points  de  A  et  les  points  de  B,  de  telle 
manière  qu'à  un  point  du  contour  corresponde  un  point  du 


obtenir  en  supposant  que  A'  est  un  ensemble  parfait  linéaire,  ou  bien  un  ensemble 
parfait  qui,  sans  être  linéaire,  ne  contient  aucune  aire.  Par  exemple  on  peut 
exclure  certaines  aires  fixes  autour  des  points  à  coordonnées  rationnelles  et. 
prendre  pour  \„  les  points  à  coordonnées  algébriques  qui  ne  font  pas  partie  des 
aires  exclues;  on  peul  aussi  échafauder  en  quelque  sorte  plusieurs  constructions 
analogues,  ou  même  une  infinité  énumérable  quelconque  de  constructions  super- 
posées;  on  obtient  ainsi  des  domaines  fort  compliqués  au  point  de  vue  «le  VAna- 
lysis  situ*. 

(')    Le    cas  on   ni  l'un    ni  l'autre  ensemble   n'aurait  (\r   points  sur  les  circonfé- 
renees  se  traiterait  de  |a  même  manière, 
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contour  et  que  Von  ait,  quels  que  soient  p  et  q, 

kpkq 

'-e<î^<'  +  s- 

On  dira  que  les  deux  ensembles  sont  semblables  à  e  près. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  supposerons  que  les  points 
des  ensembles  sont  provisoirement  rangés  dans  un  ordre  déter- 
miné et  nous  opérerons  successivement  sur  le  premier  point  de  A, 
puis  sur  le  premier  point  de  B,  puis  sur  le  second  point  de  A, 
puis  sur  le  second  point  de  B,  etc.;  de  celte  manière  nous  ne 
laisserons  échapper  aucun  des  points  appartenant  à  Tun  des  deux 
ensembles;  à  chaque  point  nouveau  que  nous  considérerons  dans 
l'un  des  ensembles  nous  ferons  correspondre  un  point  déterminé 
de  l'autre  ensemble  ;  lorsque  le  tour  de  ce  nouveau  point  viendrait, 
il  sera  omis. 

Nous  admettrons  que  les  centres  des  cercles  C  et  G' ne  font  pas 
partie  des  ensembles  A  et  B  (rien  ne  serait  changé  s'ils  eu  faisaient 
partie  tous  deux;  on  les  ferait  se  correspondre;  si  l'un  d'eux  en 
faisait  partie  et  non  pas  l'autre,  on  ferait  une  représentation  con- 
forme très  voisine  de  la  transformation  identique  et  transformant 
l'un  des  cercles  en  un  cercle  égal  dont  le  centre  correspond  an 
centre  de  l'autre  cercle).  Nous  pouvons  alors  raisonner  sur  les 
deux  cercles  en  les  considérant  comme  superposés,  mais  cepen- 
dant distincts.  11  est  possible  de  choisir  deux  axes  rectangu- 
laires Ox  et  Oy  tels  que  les  diamètres  parallèles  aux  axe^  ne 
renferment  pas  de  points  V  ni  B  et  que  toute  parallèle  aux  axes 
renferme  au  plus  un  point  \  et  au  plus  un  point  B  (car  l'ensemble 
des  directions  des  droites  qui  joignent  le  centre  aux  points  A  et  aux 
points  B,  ou  qui  joignent  les  points  A  entre  eux,  ou  les  points  B 
entre  eux,  on  qui  sont  perpendiculaires  aux  directions  précédentes, 
est  un  ensemble  énumérable).  Nous  nous  donnerons  une  suite 
illimitée  de  nombres  positifs  £,,  ea cn  .  .  .  tels  (pie  Ton  ;iil 

i  —  £  <  ll(i  —  e„),         D(i  +  ea)     ;  i  -i-  s. 

Le  cercle  G  se  trouve  partagé  par  les  diamètres  parallèles  aux 
axes  en  quatre  régions  égales  que  nous  appellerons  provisoire- 
ment régions  i,  '_>.,  3,  \  ;  le  cercle  G'  est  partagé  en  régions  homo- 
logues (pie  nous  désignons  de  la  même  manière. 
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Soi!     \,    le    premier    point    considéré    de    \;    il    est    situé,    par 
exemple,  dans  la  région  3  ;  Il  est  intérieur  à  cette  région,  à  moins 
qu'il  ne  soit  sur  la  circonférence,  cas  (pie  nous  réservons  pour  un 
instant  (puisqu'il  ne  peu  l  pas  être  sur  les  diamètres)  ;  nous  désigne- 
rons par   \\  le  point  de  la  région  3  de  (  V  <pii  coïncide  avec  A,  lorsque 
Ton  transporte  (7  sur  C  par  une  translation;  si  k!{  appartient  à  15 
nous  le  désignerons  par  B,,  mais  il  n'en  sera  pas  ainsi  en   général. 
Nous  définirons  alors  un  carré  de  centre  \\  cl  tel  que  le  rapport 
de   la  plus  grande  à  la  plus  petite  des  plus  courtes  distances  d'un 
point  du  carré  au  contour  de  la  région  3  soit  inférieur  à   i -}-£,. 
Celte  plus  courte  dislance  est  parallèle  à  l'un  des  axes  pour  les 
portions  rectilignes  du  contour  et  coïncide  avec  le  rayon  pour  la 
portion  curviligne  ;  elle  n'est  pas  nulle  pour  \'{  d'après  nos  hypo- 
thèses; la  construction  du  carré  est  donc  toujours  possible;  nous 
choisirons  B,  arbitrairement  à  l'intérieur  de  ce  carré  (si  l'on  veut 
éviter  d'avoir  à  faire  un  choix  arbitraire  entre  une  infinité  énumé- 
rable  de  points,  on  prendra  celui  dont  le  rang  est  le  moins  élevé 
dans    le  classement  provisoire);  ce  point  B,   étant   choisi,   nous 
mènerons  par   A4   et  B,   des  parallèles    aux  axes;   ces  parallèles 
jointes  aux  diamètres  déjà  tracés  diviseront  chacun  des  cercles  en 
régions  (au   nombre  de  9)  qui  se  correspondront  deux  à  deux; 
certaines   de  ces  régions  (en  fait  une,  en   ce  cas)  sont  des  rec- 
tangles ;   les  autres  sont  des  quadrilatères  ou  des   triangles  dont 
certains  côtés  sont  des  parallèles  aux  axes,  l'un  des  côtés  étant  un 
arc  de  cercle.  Si  nous  convenons  d'appeler  en  tous  cas  dimensions 
d'une  région  les  dimensions  de  ses  côtés  rectilignes,  il  résulte  de 
la  construction  faite  que  les  rapports  entre  les  dimensions  homo- 
logues de  deux  régions  correspondantes  sont  compris  entre  1  -f-  et 
el   1  — £1  (').  Dans  le  cas,  que  nous  avions  réservé,  où  A«  est  sur 
l;i  circonférence,  on  choisira  aussi  B,  sur  la  circonférence,  de  telle 
manière    que    la    même  condition   soit  vérifiée  relativement  aux 
régions;  cela  est  toujours  possible. 

Passons  maintenant  au  second  point  B2  (que  nous  prenons  dans 
le  second  ensemble);   nous  lui   ferons  correspondre  un  point    \2 

(')  On  a,   en  cll'et,  >  1  —  ei  et,  d'après  notre  construction,  les  rapports 

1  -h  e, 

des  dimensions  homologues  sont  compris  entre  1  -he,   et 


1  +  e. 
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silué  dans  la  région  homologue  et  choisi  de  telle  manière  que  les 
nouvelles  régions  obtenues  en  menant  les  parallèles  aux  axes  par 
A2  et  B2  soient  telles  que  le  rapport  des  dimensions  de  leurs  côtés 
homologues  soit  compris  entre  (i -f-  £,  )(ï  -f-  ;,)  et  ( i  —  £|)(i  —  s2)  > 
cette  condition  conduit  à  assigner  au  point  A2  une  certaine 
aire  intérieure  à  la  région;  on  choisit  A2  dans  cette  aire,  soit 
arbitrairement,  soit  suivant  une  loi  déterminée  comme  il  a  été 
expliqué  pour  B,  en  ayant  soin  de  prendre  A2  sur  la  circonférence  C 
si  B2  est  sur  la  circonférence  C;  on  continuera  de  la  même  manière, 
en  prenant  alternativement  un  point  dans  A  et  dans  B  et  lui  faisant 
correspondre  un  point  de  l'autre  ensemble;  après  n  opérations,  on 
aura  des  régions,  en  nombre  au  plus  égal  à  (/i  -\-  o.)-  et  telles  que 
le  rapport  de  deux  dimensions  homologues  de  deux  régions  qui  se 
correspondent  soit  toujours  compris  entre 

(I  —  S,)(ï  £2).   ..(!—£„) 

et 

(i  +  £l)(H-e2)...(n-en), 

c'est-à-dire  a  fortiori  entre  1  —  s  et  i  -f-  e.  Si  l'on  continue  ainsi 
indéfiniment,  tout  point  de  A  et  tout  point  de  B  sera  numéroté, 
après  un  nombre  fini  d'opérations,  et  aura  même  un  rang  au  plus 
égal  au  double  du  rang  dans  le  classement  provisoire  ;  le  classe- 
ment satisfait  bien  aux  conditions  requises,  car,  si  l'on  considère 
deux  points  quelconques  A^,  A^  et  les  points  correspondants  B^, 
B^,  lorsque  la  division  par  région  aura  été  poussée  assez,  loin  (c'est- 
à-dire  après  un  nombre  d'opérations  égal  au  plus  grand  des  nom- 
bres p  et  </,  la  différence  des  abscisses  xp  et  Xq  de  \p  ei  A(/  est 
égale  à  la  somme  des  côtés  reclilignes  de  certaines  régions,  et  la 
différence  des  abscisses  x'  ,  x'  de  B;,  et  de  B(/  esl  égale  à  la  somme 
des  côtés  rectilignes  de  régions  correspondantes;  on  a  clone 


(■) 

SPp  —  .',/ 

i  —  e  <  — - '  <  i  -h  £ 

■'•/•—  •'"</ 

et  de  même 

(?) 

i        e<  y'P~    y''  <H-e, 

yp  -  y-i 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 


<  v/(^-^/)-i+(7/>-.v:/)2  < ,  + 
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ce  qui  est  l'énoncé  de  notre' théorème.  On  démontrerai I  de  même 
la  proposition  analogue  relative  au*  angles  a  et  8  que  font  avec 
l'axe  Ox  les  droites  \/;  \(/  el  !>/>!>,/;  on  a 


1 :  1 1 1 1*  a 


tangp  = 


vi>—  y<i 

1 


.r 


el  les  équations  (i)  et  (a)  donnent  immédiatement 


tans  a        i 


tan  g  (3 

Supposons  les  angles  a  et  [3  positifs  ;  ils  sont  1res  voisins  l'un  de 
l'autre  et,  par  suite,  eot  [j  -f-  tanga  est  supérieur  ou  égal  à  2;  on  en 
conclut,  en  négligeant  s-, 


|a  — p|<|tang(a— P)| 


tan  g  a 

tang(i 


tangp 


tanga 


<  - 


tanga 
tan  g  [i 
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<£ 


Les  propriétés  de  la  correspondance  que  nous  avons  établie 
entre  les  deux  ensembles  dénombrables  A  et  15,  denses  dans  les 
cercles  égaux  G  et  G',  mériteraient  d'être  étudiées  dune  manière 
approfondie;  voici  quelques  remarques  qui  pourront  être  utiles 
dans  cette  élude.  On  doit  observer  d'abord  qu'à  loulc  suile  par- 
tielle A,,,  A„  ,  ....  tendant  vers  un  point,  limite  V  correspond  une 
suite  partielle  B„i?  B//0  . .  . ,  tendant  vers  un  point  limite  Iv  ;  la  cor- 
respondance entre  P  et  l}/  est  bien  définie,  c'est-à-dire  indépen- 
dante de  la  suile  partielle  choisie;  nous  avons  donc  une  correspon- 
dance biunivoque  entre  les  points  de  G  etles  poinls  de  G'. 

Convenons  d'appeler  droites  de  discontinuité  les  parallèles  aux 
axes  menées  par  les  poinls  de  l'ensemble;  à  tout  point  M  non  situé 
sur  une  droite  de  discontinuité  correspond  un  point  homologue  M' 
et  la  transformation  de  la  région  voisine  de  M  en  la  région  voisine 
de  M'  peut  s'écrire  sous  la  forme 

x' '=  (h  +  *))#, 


Xj  y  étant  les  coordonnées  relatives  à    M,   x',  y'   les  coordonné»- 
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relatives  à  M',  h,  k  des  constantes  comprises  entre  i  — -  z  el  i  -1-  z. 
t\  et  r/  des  fondions  de  x  el  de  y  qui  tendent  vers  zéro  lorsque 
x1  -+- y2  tend  vers  zéro.  Les  constantes  h  et  k  sont  les  deux  rap- 
ports de  similitude  (parallèlement  aux  deux  axes)  des  voisinages 
de  M'  et  de  M.  Si  les  points  M'  et  M  sont  situés  sur  une  ligne  de 
discontinuité,  le  rapport  de  similitude  dans  la  direction  perpendi- 
culaire à  cette  ligne  n'a  pas  la  même  valeur  des  deux  côtés  de  la 
ligne;  en  un  point  M  intersection  de  deux  lignes  de  discontinuité 
il  y  a  quatre  valeurs  pour  chaque  rapport  de  similitude,  correspon- 
dant respectivement  aux  variations  positives  et  négatives  des  deux 
coordonnées.  Le  rapport  de  similitude  h  est  ainsi  défini  dans  tout  C; 
c'est  une  fonction  discontinue  sur  les  lignes  de  discontinuité,  mais 
continue  en  tout  point  non  situé  sur  ces  lignes 

Si  l'on  ne  sait  rien  sur  le  numérotage  provisoire  des  ensembles 
A  et  B,  on  peut  dire  seulement  ceci  sur  la  relation  entre  ce  numé- 
rotage provisoire  et  le  numérotage  définitif.  Le  numéro  définitif  n 
est  au  plus  égal  au  double  du  numéro  provisoire  p;  car  tout  point 
numéroté  provisoirement  Ap  ou  Bp  est  ehoisi  après  au  plus  xp  opé- 
rations ;  mais  on  ne  peut  donner  aucune  limite  supérieure  de  p  en 
fonction  de  n. 

11  est  possible  de  donner  une  telle  limite,  si  l'on  a  eu  soin  de 
choisir  le  numérotage  provisoire  parmi  ceux  qui  sont  sensiblement 
homogènes;  voici  ce  que  nous  entendrons  par  là.  Par  définition, 
placer  îin  nombre  très  grand  p  de  points  (Tune  manière  homogène 
dans  un  cercle  G,  c'est  construire  un  quadrillage  formé  de  carrés 
ci  dont/;  sommets  sont  intérieurs  à  G;  si  %p  est  le  côté  du  qua- 
drillage, dans  tout  carré  de  côté  a.  il  y  aura  un  point,  el  dans  toul 
carré  de  côté  h.p  il  yen  aura  exactement  /-,  si  /  est  un  nombre 
entier,  et  approximativement  /-  si  l n'est  pas  entier.  Posons /a^=  À 
et  considérons  X  comme  fixe  et  />  connue  variable;  pour  chaque 
valeur  de  p  nous  pouvons  ainsi  calculer  le  nombre  approximatif 
de  points  qui  sont  intérieurs  au  carré  de  enté  X  ;  ce  nombre  est  évi- 
demment asymptotiquement  égal  à  -—t ,  r étant  le  rayon  du  cercle  C. 

On  dira  que  la  répartition  des  points  de  l'ensemble  dénombrable 
\  , ,  \j,  . .  . ,  A .,,  ...  est  asymptotiquemenl  homogène,  si,  quel  que 
soit  le  carre  de  côté  À,  le  nombre  X«  des  points  d  indice  inférieur 
à  z>  compris  à  l'intérieur  de  ce  carré  à  cette  même  valeur  asympto- 
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pli 

tique  — -  lorsque  p  augmente  indéfiniment,  c'est-à-dire  si  le  rap- 

~r-\/,  i  i         -\  i  i  •  JdX'  » 

port  — ^— -  (Mitre  le  nombre  a,,  el  La  valeur  asymptotique  —  tend 

vers  L'unité  lorsque  p  augmente  indéfiniment,  et  nous^dirons  que  la 
répartition  est  sensiblement  homogène  si  ce  rapport  reste  compris 
entre  des  nombres  lives  a  el  [3  (a<  î  <  ,3),  indépendants  de  p  et 
de  la  position  du  carié  de  côté  À. 

Dans  la  définition  précédente  de  la  répartition  homogène  nous 
n'avons  tenu  aucun  compte  des  points  situés  sur  le  contour;  si  le 
contour  estuncarré de  côté  a,  le  nombre  maximum  de  points  situés 

sur  le  contour  pour  un  quadrillage  de  coté  -  ,  est  4  n,  le  nombre 

total  des  points  étant  n-.  D'une  manière  générale,  le  nombre  des 
points  du  contour  sera  dit  normal  s'il  est  de  l'ordre  de  grandeur  de 
la  racine  carrée  du  nombre  total  des  points.  11  faut  observer  que 
cette  appellation  de  normal  se  réfère  à  l'hypothèse  qu'il  y  a  des 
points  sur  le  contour;  si  les  points  étaient  placés  au  hasard,  on 
devrait  admettre  que,  dans  le  cas  général,  il  n'y  a  aucun  point 
sur  le  contour;  cette  hypothèse  est  d'ailleurs  la  plus  simple.  Mais, 
si  I  y  a  des  points  sur  le  contour,  c'est  qu'il  existe  une  certaine  rela- 
tion entre  la  manière  dont  est  donné  le  contour  et  la  manière  dont 
sont  choisis  les  points  ;  il  est  alors  naturel  de  supposer  que  la  proba- 
bilité pour  qu'un  point  tombe  sur  un  arc  de  longueur  égale  à  l'unité 
est  dans  un  rapport  fini  avec  la  probabilité  pour  que  ce  point  tombe 
dans  une  aire  égale  à  l'unité;  cette  hypothèse  est  vérifiée,  par 
exemple,  si  le  contour  est  un  cercle  et  si  les  points  de  l'ensemble 
sont  les  points  à  coordonnées  rationnelles;  on  pourrait  imaginer 
d'autres  hypothèses,  en  relation  avec  des  problèmes  de  la  théorie 
des  nombres. 

Nous  devons  donc,  dans  le  cas  où  il  y  a  des  points  sur  le  con- 
tour, ajouter  à  l'hypothèse  que  la  répartition  est  sensiblement 
homogène  à  l'intérieur,  l'hypothèse  que  la  répartition  est  sensible- 
ment homogène  sur  le  contour. 

Dans  bien  des  questions,  la  définition  précédente  de  la  réparti- 
tion sensiblement  homogène  est  insuffisante;  il  faut  ajouter  une 
condition,  que  I  on  peut  appeler  condition  d'homogénéité  intrin- 
sèque, parce  qu'elle  l'ail  intervenir  les  positions  relatives  des  points 
de  I  ensemble.  Si  l'on  considère  les  sommets  d'un  quadrillage,  que 
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nous  prenons  comme  type  de  l'homogénéité  (il  en  serait  de  même 
pour  un  réseau  de  triangles  équilatéraux  ),  la  plus  petite  distance 
de  deux  sommets  est  proportionnelle  à  l'inverse  de  la  racine  carrée 
du  nombre  total  des  points  ;  nous  dirons  qu'un  ensemble  à  deux 
dimensions  est  intrinsèquement  homogène  si  la  plus  petite  dis- 
tance entre  deux  points  dont  les  rangs  sont  inférieurs  àp  est  de 

V ordre  de  grandeur  (')   de  — .  L'homogénéité  de  répartition  et 

VP 
l'homogénéité  intrinsèque  sont  deux  notions  indépendantes  ;  aucune 

des  deux  n'est  une  conséquence  nécessaire  de   l'autre';  cependant. 

l'homogénéité  de  répartition   est  une  condition  nécessaire  (non 

suffisante)  de  l'homogénéité  intrinsèque. 

Etant  donné  un  ensemble  énumérable  dense  dans  un  cercle  (ou 
dans  un  carré),  il  est  toujours  possible  de  le  numéroter  de  manière 
à  vérifier  les  conditions  d'homogénéité;  un  des  moyens  les  plus 
simples  d'y  parvenir  consiste,  après  avoir  numéroté  un  certain 
nombre  de  points,  à  tracer  un  quadrillage  assez  fin  pour  com- 
prendre à  l'intérieur  du  cercle  un  peu  plus  de  carrés  qu'il  n'y  a  de 
points  numérotés,  et  pour  que  chaque  carré  renferme  au  plus 
un  point  numéroté;  il  y  a  alors  certains  canes  qui  ne  renferment  pas 
de  points  numérotés;  on  numérotera  dans  chacun  de  ces  carrés  un 
point  de  l'ensemble,  en  le  choisissant  à  l'intérieur  d  un  carré  con- 
centrique de  dimensions  deux  fois  plus  petites  et  prenant  te  point 
d'indice  le  moins  élevé  dans  le  numérotage  provisoire  (ceci  afin 
d'être  sûr  de  n'oublier  aucun  point).  Tout  numérotage  qui  satisfait 
aux  deux  conditions  d'homogénéité  sera  dit  normal.  Il  est  aise  de 
se  rendre  compte  que  les  procédés  de  numérotage  habituellement 
indiqués  pour  les  ensembles  dénombrables  usuels  (nombres  ration- 
nels, quadratiques,  algébriques)  conduisent  à  des  numérota 
normaux. 

Lorsque  les  i\cu\  ensembles  denses  dans  C  et  G'  sont  numérotés 
normalement,  il  est  possible  de  s'arranger  de  manière  que  la  cor- 
respondance biunivoque  établie  entre  leurs  éléments  soil  elle-même 
normale,  c'est-à-dire  qu'il  existe  entre  le  rang  provisoire  /»  el  le 
rang  définitif//  des  illégalités  de   la  forme 

(')  Une  condition  analogue  «I< >i t  rire  vérifiée  pour  la  plus  courte  distance   .1  la 
frontière  des  |><>inis  très  voisins  de  cette  frontière  el  non  situés  sur  elle 
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les  exposants  /  el  B  étanl  des  nombres  finis  qui  ne  dépendenl  que 
du  nombre  de  dimensions  de  l'ensemble  considéré  ci  du  choix  de 
la  série  convergente  Se,,  dont  on  a  fait  usage.  (Pour  que  l'on  puisse 
être  assuré  que  a  el  fi  soient  finis,  il  finit  qu'il  existe  un  nombre 
fini  //  tel  que  lim  tt*e/î  =  o.) 

On  peut  supposer  que  l'ensemble  A  se  subdivise  en  deux  ensem- 
bles, tous  deux  partout  denses  A'  et  A'7,  et  que  B  se  subdivise  de 
même  en  deux  ensembles  partout  denses  B'  et  W .  Il  est  alors  aisé 
de  prouver  que  la  correspondance  peut  être  établie  de  manière  que 
les  points  de  A'  correspondent  aux  points  de  B'  et  les  points  de  A" 
aux  points  de  B";  il  ne  suffirait  pas,  bien  entendu,  pour  cela,  d'ap- 
pliquer le  théorème  général,  d'abord  à  A'  etB',  puis  à  h"  et  l>",  car 
la  correspondance  entre  les  points  P  et  P'  intérieurs  à  C  et  C, 
ainsi  établie,  ne  serait  généralement  pas  la  même  pour  les  deux 
correspondances.  On  étendrait  aisément  ceci  au  cas  où  A  renferme 
une  infinité  énumérable  de  parties  aliquoles  partout  denses,  et  où 
il  en  est  de  même  de  B.  On  peut  établir,  par  exemple,  une  corres- 
pondance biunivoque  et  continue  entre  les  nombres  rationnels 
intérieurs  à  un  intervalle  et  les  nombres  algébriques  intérieurs  à  un 
intervalle  égal,  de  telle  manière  qu'aux  nombres  rationnels  dont  le 
dénominateur  renferme  II  facteurs  premiers  distincts  et  h  seule- 
ment correspondent  les  nombres  algébriques  qui  vérifient  une  équa- 
tion irréductible  de  degré  h  (pour  h  =  i  ce  sont  les  nombres 
rationnels  ;  si  l'on  voulait  considérer  seulement  les  nombres  algé- 
briques non  rationnels,  on  dirait  équation  irréductible   de  degré 

M-i). 

III. 

Considérons  maintenant  deux  ensembles  réguliers  de  mesure 
nulle,  dont  les  points  fondamentaux  sont  précisément  les  points  des 
ensembles  énumérables  A  et  B  intérieurs  aux  cercles  C  et  C  Si 
nous  supposons  que  les  carrés  d'exclusion  attachés  aux  points  fon- 
damentaux correspondants  ont  pour  cotés  des  droites  qui  se  corres- 
pondent, il  est  évident  que  les  deux  ensembles  se  correspondront 
point  par  point  dans  la  correspondance  biunivoque  que  nous  avons 
établie  entre  les  points  P  intérieurs  à  C  et  les  points  P'  intérieurs 
à  G'.  En  d'autres  termes,  étant  donné  un  ensemble  régulier  de 
mesure  nulle  dont  les  points  fondamentaux  B  sont  denses  dans 
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G',  on  peut  définir  un  ensemble  régulier  de  mesure  nulle  dont 
les  points  fondamentaux  sont  les  points  d'un  ensemble  déter- 
miné A  dense  dans  G,  de  telle  manière  que  les  deux  ensembles 
se  correspondent  d'une  manière  biunivoque  et  continue  (le  rap- 
port de  similitude  étant  compris  entre  i  —  set  i  +s). 

Donc,  pour  étudier  les  ensembles  réguliers  de  mesure  nulle  dont 
les  points  fondamentaux  sont  denses  dans  un  domaine,  on  peut. 
sans  restreindre  la  généralité,  supposer  que  ces  points  fondamen- 
taux sont,  par  exemple,  les  points  à  coordonnées  rationnelles; 
l'étude  en  est  alors  facilitée  par  l'emploi  des  propriétés  des  fractions 
continues.  En  particulier,  il  est  très  facile  de  démontrer  cetle  pro- 
position importante  :  Tout  ensemble  régulier  de  mesure  nulle 
dont  les  points  fondamentaux  sont  denses  dans  un  domaine  a 
la  puissance  du  continu.  En  d'autres  termes,  si  l'on  dispose  arbi- 
trairement de  la  décroissance  des  carrés  d'exclusion  autour  des 
points  fondamentaux,  il  n'est  pas  possible  de  rendre  cette  décrois- 
sance assez  rapide  pour  que  les  points  fondamentaux  soient  les 
seuls  points  de  l'ensemble.  Plaçons-nous,  pour  simplifier,  dans  le 
cas  d'une-  seule  dimension  ;  la  démonstration  est  au  fond  la  même 
quel  que  soit  le  nombre  de  dimensions.  Soient  A^}  les  intervalle- 
d'exclusion  attachés  aux  points  A«.  Pour  chaque  valeur  de  h  on 
peut  définir  une  fonction  positive  croissante  ©a(/i)  lc^e  que  l'on 
ait 

mesure (A(,/'>)  >  — — -. 

D'autre  part,  étant  donnée  une  suite  énumérable  de  fonctions 
croissantes  o^(/i),  il  est  possible,  d'après  un  théorème  bien  connu 
de  Paul  du  Bois-Reymond,  de  construire  une  fonction  &(n)  crois- 
sant plus  rapidement  que  chacune  de  ces  fonctions  »a(/i).  Celte 
(onction  ©  (/i)  étant  connue,  la  théorie  des  fractions  continues  per- 
met de  définir  une  Infinité  de  nombres  irrationnels  a? (infinité  ayant 
la  puissance  du  continu)  tels  qu'il  existe  pour  chacun  d'eux  une 
infinité  énumérable  de  relations  de  la  forme 

m  i 

//  VJ\H) 

m  et  n  étant  des  entiers.  Un  tel   nombre  x  appartient,   quel  que 

soit//,  à  au  moins  l'un  des  intervalles  \n'  ;  il   fait   doue  partie  de 
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l'ensemble  dé  G  ni  par  les  points  \„  et  ces  intervalles  d'exclusion. 
Pour  définir  les  nombres  x  et  prouver  que  leur  ensemble  a  la  puis- 
sance du  continu,  il  suffit  de  considérer  une  fraction  continue  dans 
Laquelle  les  quotients  incomplets  ont  une  croissance  très  rapide  ;  si 
l'on  pose 

P«-M  =  ^«  P/i  +  * n-\i 
Q«4-l  =  Cln  Qrc-1-  Q/t-1, 

on  admettra  que  Ton  a 

Cta>  ?(Q/i), 

la  fonction  cp  (/i)  étant  la  fonction  que  nous  venons  de  définir,  on  a 
bien,  d'après  les  propriétés  des  réduites, 


x 


P* 


< 


P* 


-f-t 


O 


'î-M 


P* 


Q«Q 


< 


ii+i 


?(Qi.) 


Or,  l'ensemble  des  systèmes  de  nombres  enliers  an,  qui  véri- 
fient les  relations  an^>  <p(Qn),  a  évidemment  la  puissance  du 
continu  (l  ). 

Si  l'on  voulait  avoir  des  intervalles  d'exclusion  assez  rapide- 
ment décroissants  pour  que  l'ensemble  défini  par  ces  intervalles  se 
compose  des  seuls  points  fondamenlaux,  il  faudrait  que  l'ensemble 
des  fonctions  ®a(^)  renferme  des  fonctions  à  croissance  plus  ra- 
pide (pie  celle  de  toute  fonction  donnée  d'avance  cs(/?).  Cela  n'est 
pas  possible,  d'après  le  théorème  de  Paul  du  Boîs-Rcymond,  si  les 
indices  h  sont  énumérables  ;  il  faudrait  donc  attacher  à  chaque 
point  fondamental  une  infinité  transfinie  d'intervalles  d'exclusion, 
les  fonctions  oa(/z)  correspondantes  (a  désignant  un  nombre  trans- 
fini) étant  telles  que  toute  fonction  croissante  co(/i)  soit  dépassée 
par  l'une  d'elles.  On  sort  ainsi  du  domaine  des  définitions  expri- 
mables au  moyen  d'un  nombre  fini  de  mots. 

Pour  classer  les  ensembles  réguliers  de  mesure  nulle,  il  vaut 
i iix  considérer,  au  lieu  des  fonctions  î5a('0  que  nous  avons  défi- 
nies, d'autres  fonctions  'l/i(n)  définies  par  les  relations 


1 


mesure  \{/}l) 


'lh(/i  ) 


(l  )  Chacun  des  an  peut  être  pair  ou  impair;  l'ensemble  des  x  comprend  <l<>m 
un  ensemble  de  même  puissance  que  l'ensemble  <\c^  nombres  tels  que  o,  ioioi  io. . . 
é<  rits  dans  le  ■- \ -^i <■  m (   de  numération  binaire. 
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La  convergence  des  séries  formées  par  les  intervalles  d'exclusion 
de  rang  h  entraîne  le  fait  que  les  fonctions  '^a('0  croissent  indé- 
finiment avec  //.  D'après  le  théorème  de  Paul  du  Bois-Reymond,  il 
existe  une  fonction  6  (n)  croissant  moins  vite  que  chacune  d'elles 
et  tendant  cependant  vers  +  oo  en  même  temps  que  n.  On  a,  quel 
que  soit  A,  pour  n  assez  grand, 


1 


mesure  A(Jn  < 


/' 


c'est-à-dire  que  les  diverses  séries  formées  par  les  intervalles  d'ex- 
clusion convergent  toutes  plus  rapidement  que  la  série 


2d  lty(n)  "  <K/i  +  i)J 


Plus  la  croissance  de  à  (n)  est  rapide,  moins  l'ensemble  de 
mesure  nulle  renferme  de  points,  car  les  intervalles  d'exclusion 
décroissent  alors  plus  rapidement.  Il  est  naturel  de  prendre  la  fonc- 
tion ty  (n)  comme  définissant  ce  que  l'on  peut  appeler  l'ordre 
asymptotique  de  l'ensemble  régulier  de  mesure  nulle.  On  pourra 
noter  ces  ordres  au  moyen  des  notations  employées  pour  les  ordres 
d'infinitude  ;  ^  (/?)  =  nP  sera  dit  d'ordre  p,  ^(/i)  =  efl  sera 
d'ordre  u)  ;  ee'1  d'ordre  io2,  etc.  Ce  sont  les  ensembles  d'ordre  to-  qui 
interviennent  dans  la  définition  des  fonctions  monogènes  non  ana- 
lytiques. 

IV. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'insister  un  peu  sur  les  conclusions 
générales  qui  se  dégagent  de  celte  élude  rapide  des  ensembles  de 
mesure  nulle. 

Les  ensembles  de  mesure  nulle  jouent  un  rôle  fondamental  dans 
la  théorie  des  fonctions;  il  est,  en  effet,  toujours  possible  d  enfer- 
mer les  singularités  des  fonctions  bornées  dans  dv>  ensembles  qui 
sont,  soit  de  mesure  nulle,  soil  de  mesure  aussi  petite  que  I  on 
veut.  D'autre  pari,  les  ensembles  qui  ne  sont  pas  de  mesure  nulle 
sont  formés  d'une  matière  simple,  avec  des  ensembles  continus 
positifs  ou  négatifs;  Ils  sont  hétérogènes  au  continu;  les  ensembles 
de  mesure  nulle  peuvent   être,   au   contraire,   sensiblemenl   homo- 

XLI. 
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gènes  au  continu,  c'est-à-dire   identiques  à  eux-mêmes  dans  des 
intervalles  aussi  petits  que  Ton  veut.  Pour  ces   diverses  raisons,  la 
ootion  d'ensemble  de  mesure  nulle  esl  primordiale;  mais  c'est  en 
même  temps  une  notion  si  générale  que  l'on  ne  peut  espérer  appro- 
fondir réellemenl  l'étude  des  propriétés  des  fonctions  qu'en   étu- 
diant de  |>lus  près  cette  notion  générale,  c'est-à-dire  en  ne  confon- 
danl    pas  entre    eux    lous    les  ensembles   de    mesure     nulle.     La 
classification  basée  sur  la  décroissance  asymptotique  des  intervalles 
(I  exclusion  me  paraît  être  un  premier  pas  dans  cette  étude  qui 
s  impose  aux  analystes.  Il  en  est  d'ailleurs  évidemment  dans  celte 
question  comme  dans  toutes  celles  où  intervient  la  notion  générale 
de  croissance  (comme,  par  exemple,  dans  la  théorie  de  la  conver- 
gence des  séries  à  termes  positifs);    il  se   présente  des  difficultés 
transfinies  que  l'on  ne  peut  espérer  surmonter  entièrement;  mais, 
d'autre  part,  les  problèmes  qui  se  présentent  réellement  sont  géné- 
ralement,  sinon   toujours,    indépendants   de   ces   difficultés    (c'est 
ainsi  que  les  critères  usuels  de  convergence  des  séries  à   termes 
positifs,  quoique  théoriquement   très  particuliers,    sont   pratique- 
ment suffisants  pour  traiter  les  séries  qui  se  présentent  dans  toutes 
les  recherches  analytiques).   On    peut   légitimement    espérer  qu'il 
en  sera  de  même  dans  la  classification  des  ensembles  de  mesure 
nulle  ;  théoriquement,  la  complexité  de  cette  classification  dépasse 
celle   de   l'élude   des  séries  à   termes  positifs,   étude  qui  ne  sera 
jamais  achevée  ;  pratiquement,    un   nombre  relativement  restreint 
de  classes  simples  suffira  pour  les  besoins  effectifs  de  l'analyse. 

En  terminant,  j'attire  l'attention  sur  une  conséquence  remar- 
quable du  théorème  sur  la  correspondance  entre  deux  ensembles 
dénombrables  partout  denses.  11  peut  sembler  naturel,  si  l'on  passe 
du  fini  à  l'infini  dénombrable,  de  supposer  que  les  positions  d'équi- 
libre des  centres  de  gravité  des  molécules  d'un  corps  solide  for- 
ment un  ensemble  dénombrable  dense;  mais,  a  priori,  il  aurait 
pu  sembler  (pie  c'était  une  hypothèse  absolument  arbitraire  que  de 
les  supposer  coïncider  avec  les  points  à  coordonnées  rationnelles; 
cette  définition  arithmétique  simple  semblait  n'avoir  rien  à  faire 
avec  la  conception  physique.  En  fait,  elle  n'est  évidemment  pas 
nécessaire,  mais  elle  est  aussi  générale  que  toute  autre  :  le  point 
importanl  esl  qu'elle  vérifie,  comme  nous  l'avons  constaté,  les  con- 
ditions  d'homogénéité  de  répartition  et  d'homogénéité  intrinsèque. 
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Les  considérations  arithmétiques  sur  l'approximation  des  nombres 
par  les  nombres  rationnels  sont  ainsi  l'image  de  propriétés  géné- 
rales des  ensembles  denses. 


GÉNÉRALISATION  D'UN  THÉORÈME  DE  M.  LANDAU; 
Par  M.   Georges  Rémoundos. 

1.   En  1904,  M.  Landau  (')  a  démontré  le  théorème  suivant  : 
Soit  une  fonction  analytique 

régulière  en  z  =  o,  pour  laquelle 

a,  ?<  o, 

il  existe  un  cercle 

|j|<R=  R(ao,B|) 

dont  le  rayon  dépend  seulement  de  a0  et  a,  (et  non  des  autres 
coefficients  a2,  a3,  ...,  a,„,  . . .),  à  V  intérieur  duquel  la  fonc- 
tion W(z)  possède  un  point  singulier  ou  prend  au  moins  une 
fois  V une  des  valeurs  zéro  et  un. 

C'est  une  généralisation  très  importante  d'un  célèbre  théorème 
de  M.  Picard. 

Dans  un  travail  qui  paraîtra  prochainement  dans  les  innales 
de  V Ecole  normale  supérieure  de  Paris^  nous  établissons  une 
extension  du  théorème  ci-dessus  indiqué  de  M.  Landau  à  une 
classe  très  étendue  de  fonctions  <|tn  ne  sont  pas  régulières 
en  z  =  o. 

Je  me  propose  de  donner  maintenant  une  nouvelle  extension  du 


(*)  Ueber  tint  Vtrallgtmtintrung  des  Picardschen  Satsts  (  SUsh  -htt 

dtr    Kôniglich,    Prtussischtn    Akademit    dtr    Wis8tnscha/tent   Berlin,    1 
p.  iii8-ii33). 
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théorème  de  M.  Landau,  moins  générale,  mais  présentant  un 
intérêt  particulier.  Cette  nouvelle  généralisation  est,  pour  ainsi 
dire,  plus  lidèle,  et  le  théorème,  que  nous  allons  étabjir  ici,  a  un 
énoncé  plus  simple  et  presque  identique  à  celui  de  M.  Landau. 
Kllc  ne  concerne  que  les  fonctions  algébroïdes  et  finies  en  z  =  o, 
ce  point  étant  un  point  critique  algébrique  pour  certaines  de  leurs 
branches;  au  contraire,  la  première  généralisation  (qui  va  paraître 
dans  les  Annales  de  V Ecole  normale  supérieure)  concerne  aussi 
des  fonctions  qui  sont  infinies  en  z  =  o,  ou  pour  lesquelles  le 
point  z  =  o  peut  être  critique  transcendant. 

Dans  la  nouvelle  généralisation,  il  s'agit  des  points  singuliers 
de  la  fonction  elle-même,  qui  prend  ou  non  une  fois  au  moins 
l'une  des  valeurs  zéro  et  un,  tandis  que  dans  la  première  il  s'agit 
des  points  singuliers  d'une  autre  fonction  qui  se  rattache  à  la 
fonction  donnée.  Les  deux  généralisations  ne  sont  pas  de  même 
nature. 

2.    Soit   11  =  0(2)    une    fonction   multiforme   dans    le   voisinage 

du  point  2  =  0,  qui  est  pour  elle   un  point  critique  algébrique. 
Soient 

!wn,       «12,       "13,       ...)       Uim  du  système  Sl5 

K2lj         ï*22>         #23>         •••}         "2"2  w               ^2? 

•  •  •  1          •  •  • }          •  •  •  1         ■  •  '  1         •  •  •  •  "                '  •  ■> 

U/nij       U/n2f       UmZ->       •••7       l<//inm  «                ^my 

les  divers  systèmes  circulaires  S,,  S2,  ...,  Sm  des  branches  de  la 
fonction  donnée  u  =  0(2).  Soient 

1  1 

1    9i(z)  =  a  10 -t-  a,,  5"«-t-  a12-s"'-h.  .  .  pour  le  système  St, 

\  ±  ± 


)> 


ym(z)  =  am0-hamlznm-\-amiznm-\-.. .  »  Sm, 

les  séries  qui  représentent  dans  le  voisinage  de  z  =  o  les  branches 
de  chacun  des  systèmes  circula  ires.  Nous  supposons,  bien  entendu, 
que  la  fonction  donnée  ->oii  finie  en  3  ==  o.  En  posant 

Z"\=ij){,  3"»=  10,,  ...,  Znm  =    lOm, 
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nous    obtenons    les    fonctions    holomorphes    dans    le    voisinage 

des  to,  —  o,  w2=o,  . . .,  (jl),u=  o  : 

/i(wi)  =  a,0+  a, !(.),-+-  a12tof-t-.  .., 

fl  (  0J2  )   =   *20  ■+■  a2  I  w2  'I-   a22  &>§  '  !_  •  •   •  • 


(3) 

I   .//«'(  w///)  =  a///0H-  ^/«l(,)w+  a/«2w2 


m 


D'après  le  théorème  (  *  )  de  M.  Landau,  applicable  à  ces  fonc- 
tions, il  existe  un  nombre 

L(«a-oj*a-i)  [*  =  i,  2,  3,  .  .  .,///] 

ne  dépendant  que  des  coefficients  «a0  el  a*<5  te^  que.  à  l'intérieur 
du  cercle 

|  (o/,  |  <  L(a/,o,  «Ai)  [*  =  I,  2,  3,  .  .  .,  m], 

ia  fonction  /^(to*)  ou  bien  possède  un  point  singulier,  ou  bien 
prend  une  fois  au  moins  l'une  au  moins  des  valeurs  zéro  et  un, 
Fl  en  est  de  même  des  fonctions 

(fi(«)=/i(wi)  clans  le  cercle         |  z  |  <  [L(al0,  a,,  )]"., 

<?*(*)  =/î(««>2)  »  |«|<[L(aao,  «2i)]',»î 


H 


$"*(* )=/«(<*>,»)  »  |  -  |  <[l'(«/«o,  «mi  )]""», 

avec  la  seule  différence  que  ces  fonctions,  lorsqu'elles  ne  prennenl 
ni  la  valeur  zéro  ni  la  valeur  ////  dans  les  cercles  ci-dessus  indi- 
qués, possèdent  au  moins  un  point  singulier  différent  de  z  =  o. 
En  effet,  d'une  part,  nous  axons 

|*|  =  |Wl  \nt==  |u>2  |«»  =  ...=  \tom  |"„.; 

d'autre  part,  nous  remarquons  que  si,  par  exemple,  à  l'inlérieur 

du  cercle 

|*|<|  L(«io,«n  'I"', 

la  première  des  séries  (  •>.)  est  convergente  et  ne  prend  ni  la  valeur 
zéro  ni  la  valeur  un,  alors,  à  l'intérieur  du  cercle 

|  Wj   |   <   L(a,o,  «il), 

la  première  des  séries  (3)  sera  aussi  convergente  el  ne  prendra  ni 
(')  Il  faut,  bien  entendu,  supposer  :  xn      o,  a  ..,  tmy 
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la  valeur  zéro  ni  la  valeur  un\  ce  qui  est  absurde;  d'ailleurs,  il  est 
('vident  que  si  la  fonction  <p,(s)  est  holomorphe  dans  le  voisinage 

d'un  point   z  =  £|,  la  fonction  /",  (a),  )  sera  aussi  holomorphe  dans 

i 
le  voisinage  du  point  to  =  z"x  ;  inversement,  si  la  fonction  y,  (a)|) 
est  holomorphe  dans  le  voisinage  d'un  point  u>  =  co,  ^  o,  la  fonc- 
tion  ©i(^)    sera    aussi   holomorphe   dans    le    voisinage    du    point 
correspondant  z  =  w"*. 

3.   Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  «SW£  w  =  y(z)  une  fonction  algébroïde  et  finie 

en  z  =  o,  ce  point  étant  pour  elle  un  point  critique  algébrique, 

et  soie /tt 

_L  JL 

«10-+-  «11-"'+  otias"*-*-. . ., 
î  j_ 

(4  )  (  «20  -H  a2i  *"*  +  «2-2  s"1  -+-••• , 


a«,fl+a/«i3w+a/»î«"  +  ..., 


/es  séries  qui  représentent  dans  le  voisinage  de  z  =  o  /es  bran- 
dies des  divers  systèmes  circulaires.  Si  nous  supposons 

«n  ^  o,  «21^0,  ...,  ot/ni^O, 

il  existe  un  nombre  positif 

R  =  £"(«10,  «11,  «20,  «21,  •  ■  -,  «™o,  a///l) 

dépendant  seulement  des  deux  premiers  coefficients  de  chacune 
des  séries  (  4  ) 

«10,    «11,  «20,    «21,  •••,  «///O,    «//il 

(e£  non   des  autres  coefficients  a,2,  a«3,  •••,  <*22>  a23>  •  ••>  •••, 
Kjw2j  am8j  ■•  «)î  'e^  ^we,  «  V intérieur  du  cercle 

\  z\    C  H  =  £"(«10,  «11,  «20,  «21,  •  •  • ,  «/«o,  «///i), 

ht  fonction  donnée  (*)  u  =  ®(z),ou  bien  possède  un  point  singu- 
lier différent  de  z  =  &  [en  dehors  du  z  =  o  qui  est  déjà  un  point 

(')  C'est-à-dire  lune  aujmoins  «Je  ses  brandies. 
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critique),  ou  bien  prend  une  fois  au  moins  V  une  des  valeurs 
zéro  et  un. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que,  dans  le  cas  où  La 
fonction  donnée  u=.o(z)  possède  une  infinité  d<-  branches  for- 
mant des  systèmes  circulaires,  il  y  aura  une  infinité  de  séries  (4) 
et  le  point  ^  =  o  sera  un  point  critique  algébrique  des  branches 
formant  un  système  circulaire  et  un  point  régulier  pour  les 
brandies  isolées  qui  ne  rentrent  pas  dans  des  systèmes  circu- 
laires. Dans  ce  cas,  le  théorème  ci-dessus  énoncé  <■*>!  aussi  vrai. 

Nous  remarquons  aussi  que,  dans  le  tableau  (  {),  il  peu!  y  avoir 
des  séries  entières  (c'est-à-dire  des  séries  ne  contenant  que  des 
puissances  entières  de  z)  appartenant  aux  branches  isolées, 
c'est-à-dire  aux  branches  qui  sont  holomorphes  en  z  =  o.  Notre 
énoncé  se  rapporte  à  l'ensemble  des  branches  de  la  fonction 
donnée  a  =  ©(*)• 

4.  Le  rayon  R  du  cercle  indiqué  dans  l'énoncé  de  notre  I  béorème 
peut,  évidemment,  êlre  pris  égal  au  plus  petit  des  nombres 

(5)  '  [L(a10,aM)]".,     [L(a20,  a2,  )]"»,      ...,     [L(am0,  «/ni)]"-. 

Si  nous  considérons  le  cercle,  dont  le  rayon  est  égal  (tu  plus 
grand  de  ces  nombres,  à  V intérieur  de  ce  cercle  le  théorème 
sera  valable  pour  les  branches  de  chacun  des  systèmes  circu- 
laires. 

Nous  pouvons,  bien  entendu,  limiter  avec  plus   de   précision  le 

rayon  R,  en  utilisant   les   fonctions   s(7.M,,  a,,  ),    ©(a20)  *2i) 

Ç(aOT0>  a/ni)  indiquées  par  M.  Landau  (')  et  déterminées  par 
M.  Garathéodory  (2).  On  pourrait  aussi  donner  à  I.  (  a,  „,  aM  ), 
L(aaoj  *2i)i  •••  'es  valeurs  élémentaires  données  par  MM.  Min- 
uit* (:!)  et  Schottky  ( ■*). 


(')  Landau,  Ueber  den   Picardschen   Sais  |  Vierteljahrsschrifi  der    Vatur 
forsekenden  Gesellschaft  in  Zurich,  Jahrgang  51,  ig 

(-)  Garathéodory,  Sur  quelques  généralisations  <lu  théorème  de  '/    Picard 
{Comptes  rendus  de  l'Acad,  des  Sciences  de  Paris}  i    141,  1905,  p.  lai 

(:i)  Hurwitz,   Ueber  die    [nwendung  der  elliptischen   Modulfun 
einen  Satz  de/-  allgemeinen  Functionentheorie  (  Vierteljahrsschrifi  der  A  </////• 
forschenden  Gesellschaft  in  Zurich,  Bd.  19,  1904,  p.   ■  r 

(*)   SCHOTTKY,    Ueber    den    l'ieurdsehen    S, il:    und    die    Borelsci  '      glei- 
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Non-*  remarquons  enfin  (| ne,  si  nous  voulons  utiliser  les  résul- 
tais récents  établis  par  M.  Montel(4),  noire  procédé  permettrait 
d'obtenir  pour  les  fonctions  multiformes  dans  le  voisinage  de  z=^o 
des  résultats  pins  généraux  que  ceux  qui  sont  jusqu  ici  énoncés. 


SUR  UN  DÉVELOPPEMENT  DUNE  FONCTION  A  VARIABLE  RÉELLE 
EN   SÉRIES   DE  POLYNOMES; 

Par  M.  II.  Galbrun. 


Les  dérivées  successives  par  rapport  à  x  de  la  fonction  e~x%  se 
présentent  comme  un  produit  de  deux  facteurs  dont  l'un  est  la 
fonction  primitive  et  l'autre  un  polynôme;  la  dérivée  nxhmç  est 
ainsi  de  la  forme 

dn  e-%' 


dxtl 


=  e->*Pn(x), 


P7l(j?)  étant  un  polynôme  de  degré  /*,ne  contenant  que  des  termes 
de  menu;  pari  té  que  n;  ces  polynômes  satisfont  à  la  relation  de 
récurrence 

(i)  Pn(#)  -+■  vxP,i-i(&)  ■+■  '->■(  n  —  i)Pn-i(x)  =  o 

qui  permet  d'établir  facilement  leur  expresion  générale;  pour  n 
pair  on  a 

(2)    Pîp(x)  =  (-2X)*P—  2^2f"1^a?)'H  +  ... 

.    ipiip —  \)...(ip  —  2ûr-hl).       ._      _  .        .    (2/>)! 

-H— i)g — V- -('2^)2/J_2'/+-.-  +  (— i)p  — l-h 

q  !  P  « 


chungen  (Sitzungsberichte  der  Kôniglich  Preussischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften,  Berlin,  igo'i,  p.   1244-1262). 

(')  P.    MONTEL,    Sur   quelques   généralisations   du  théorème  de  M.  Picard 
(Comptes  rendus,  is  novembre  1912,  p.  tooo-ioo3). 
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et  pour  n  impair 

(»')    P2p+1(x)=-^(9.x)*P+r-{'2p~*~il)'?'P(/2xyP 


■(—  i)'/— — V- -(ixf-i>  27+1 -+-... 

q  ! 

(2J0H-I)!        ] 


On  sait  d'autre  part  que  l'on  a 

(3)  ^c  —  =  f 


-+<»        a2 

e     4  cos  ocx  dt. 
o 


En  dérivant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  rapport  ù  x, 
on  trouve 

Js*  -f-  ">    oc* 
e        4  0L*PCOSlLxd0L, 
0 


»        a5 


(4')  /7re--vîP2/J+i(^)  —  (—  I )/'+ »   /         e_  4  a2/'+i  sina.r</x. 

Ces  deux  égalités  permettent  d'obtenir  une  limite  supérieure 
du  module  des  polynômes  Pfi(x)  quand  x  est  réel;  dans  ce  cas, 
il  est  clair  qu'on  a 

'  e      *  y."  doc. 

n 


Or,  si  dans  l'intégrale 


T(x-{-  i) 


:   /         e  ttxdt, 


définissant  la  fonction   eulérienne  de  seconde    espèce,   on    fait  le 


changement  de  variable 


'  =  7' 


on  obtient 

.   :    *>      .    a-  /»  +  <»  n  —  \ 


/  e~  Ta'-  ^/a  =  :>"    I  e    '  t  *     </7  =  2"  f 

(  )n  a  donc  finalement 
(5)  |p.(jr)|<a«r(^)fç. 
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Pour  faciliter  les  écritures  nous  serons  amenés  à  poser 

V,,,(.r)       =(-!)/'       a*/'      v(^--)\J,p(.r). 


(6) 

P«^i(a?)  =(-i)/'-^^/-Mr/^_t_2jU2/;+l(r), 

L'inégalité  (5)  devient  alors 

(5')  \Vn(x)\<^. 

y  il 

En  nous  appuyant  sur  la  formule  de  récurrence  (i)  et  sur  l'iné- 
galité (5),  nous  nous  proposons  d'établir  que  toute  fonction  f{x) 
de  la  variable  réelle  j?,  continue  dans  un  intervalle  (a,  6),  et 
n'admettant  dans  cet  intervalle  qu'un  nombre  fini  de  maxima 
et  de  minima  peut  y  être  représentée  par  une  série  de  la  forme 

a0+«iPi(a?)H-  a2P2(a?)H-..  .+  anPB(a?)+... 

dans  laquelle  <70,  a,,  ...,  an  sont  des  coefficients  constants.  La 
démonstration  est  semblable  à  celle  qu'on  emploie  pour  établir 
les  propriétés  des  séries  de  Fourier  et  s'appuie  sur  une  formule 
d'addition  analogue  à  celle  des  sommes  de  cosinus  et  de  sinus  dont 
l'argument  varie  en  progression  arithmétique. 

I. 

Considérons  la  somme 

(7)     S2q(x,  a) 

=  P,(*)Po(«)-h-     -^ -4-  ,2V2,  -K..+  927^,         » 

où  par  définition 

Po(tf)  =  i. 

Quand  dans  le  second  membre  de  (7)  on  remplace  les  poly- 
nômes  P/t  par  leur  valeur  en  fonction  des  polynômes  Un  déduite 

des  égalités  (6),  il  vient 

[■-'■/  a  \  "l s 

S,7ir.  .)  =  ["r(^j2U0(^)U0(a)H-      l     ||^-*    Ul(.r)U,(*)+... 


2*9 


W^)] 


2g\ 


US7(iF)Ujy(a). 
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Or,  la  somme  S2?(.r,  a)  peut  être  divisée  en  deux  parties  :  la 


première 


'2</ 


p  =  q 
p  =  0 


-  0(^)1 


ip 


Uf/,(;r)Ut/,(a) 


est  la  somme  des  termes  d'indice  pair;  la  seconde 


p  =  0 


(•>-/>  +  !) 


Uip+x(jr)UilMli  i) 


est  la  somme  des  termes  d'indice  impair. 

D'autre  part,  la  relation  de  récurrence  (i)  peut  s'écrire 

x\Jip(x)  =     V!"P*\l\  [Utp+i(v)  —  Utp-i(a?)1 


(^) 


ou 


22/> 


ip\ 

Mais  on  voit  que 


x\J2p(  x) 


i*i>p\Y 


*V.r(.*±I 


*/> 


fU2/,4-i(^)  —  U2/l    ,(.r)]. 


i  p  -+- 1 


<2/> 


=  r 


(8) 


Il  vient  donc  finalement 


'ip 


a?U^(a?)  =  r/ij[Ut^.l(ap)-Ulp-1(ar)], 


et  l'on  peut  écrire  la  suite  d'égalilcs 

^r(^J2.rU0(^)=r(~)u,(.rK 


(9) 


a!       *U>W     r^W(*)-U,<*)], 


-K^ff. 


Uu,(*)  =  P     -     Il'i./,i(.r»-  -  l  ,7    l(*)J. 
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ajoutons  ces  égalités  membre  à  membre  après  les  avoir  multi- 
pliées  respectivement  par  ro(a),  U2(oc),  ...,  U2(/(a);  il  vient 

(10)    .^\,v=r^);i'1(.r)fU0(a)-U2(a)|4-U3(:r)[U2(a)-Uv(a)J+... 
-+-U2(7_  i(a?)[U27-ï(a)  — U27(a)]+  Uîq(x)  Viq+i  (x )  j. 

D'autre  part,  la  relation  de  récurrence  (i)  donne 

r(î£±2] 

—  a?  U2A,+1(a:)  =  Uîp(a?)  —  U2/m-20), 


,    2/>  -H  3 


d'où  l'on  tire 


au**  l  r  '  a' +  a 


Dans  le  second  membre  de  (io)  rem[)laçons  les  différences 
U2/,(a) —  U2/,+2(a)  par  leur  valeur  tirée  de  (i  i);  il  vient 

(ia)  a™  Ao7  =  a  B2(/   i  H- T  f  -  j  U2</(«)  U2,/+1(a?). 

Le  même  raisonnement  peut  être  fait  en  partant  cette  fois  des 
q  premières  égalités  (il)  qu'on  ajoute  membre  à  membre  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  U,(a),  U3(a),  ..., 
U2<7_<(a);  il  vient  ainsi 

*Bt9^=r/i)jUo(*)U1(«)+  U2(^)[U3(a)-U1(a)]+... 

H-  Uiq-i(x)[\5îq-i(cL)  —  U27_3(a)]  —  Uiq(v)Uiq-i(a)\ 
ou 

xBiq   i  =  r^Jar/^Uo(iF)U#(a)+  U2(a?)  [Us(oc)  -  U,(oc)J  -+-. .. 

-t-  U2(7_.2(^)[U2<7_1(a)  —  US9_3(a)i 

H-  U2y(.r)[U?(7+,(a)  —  U27-i(«)]  —  U2,/a)U2,/M(a)  . 

En  rem  pinçant  dans  le  second  membre  les  diflérences 
U20+1  (<*)  —  U2/,_)(a)  par  leur  valeur  tirée  de  (8),  il  vient 

I  1;  )  :/i;,v_1  =  aA27-r(^U27(a)U.,,/^1(a). 
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En  ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  (12)  et  (i3),  il  vient 

O  —  aHA^-f-B,,^]  =  v(  ^j[U27(a;U2y+1(a?)—  U^O)  U2,/M(  a)], 


d'où 


'•(0 


04)  S.2<70,  a)=  ^  _  g[ U2y (a) IWi (#)  —  U27(^)l  27(1<  v.  )|. 

expression  valable  tant  que  *r  et  a  sont  deux  nombres  différents; 
elle  s'écrit  en  fonction  des  polynômes  iy,t(x) 

04)  SH(x,  a)  = 


„»,+.  r  pg-*-»  r  ni 


—  [ 


P2<y(37)P2<y4-i(a)—  P,?(a)P.2,/M(;r) 
x  —  a 


IL 

D'une  façon  générale,  désignons  par  !?/(#)  l'intégrale 
(i5)  ifq b(x)  =   /      $>2f/(x,  a)  <?-«'  rfa, 


et  considérons  tout  d'abord  le  cas  où  la  limite  supérieure  b  esl 
infinie,  tandis  (pie  la  limite  inférieure  a  est  égale  à  r  ;  la  formule  (  1  5) 
devient  ainsi 

(16)  Ift+"(»)=r        M»,a)6    *5^. 

D'après  la  définition  même  de  S-2(/{.t\  a),  on  a 


P,(ar)fl    '         l'oi.DP,../-», 


2  v  - .  a 


2  ■,  ' 


W_,,(.r)V,r/    ,(.e>r    -'; 
■»•-'/.  v.  7  ! 


Quand  <7  augmente  indéfiniment,  le  second   membre  de  celle 

ont  le  terme  gêné 

P„(30P*l     <<•'"'      ' 


égalité  devient  une  série  don!  le  terme  général  esi 


(17)  "»  = 


Celte  série  est  convergente. 


// . 
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En   effet,  groupons  ses  termes  deux  à   deux   et  considérons  la 
série  ainsi  formée  par  les  groupes  de  deux  termes  consécutifs;  son 


terme  générai  s  écrit 

OU 

ou,  en  vertu  de  la  relation  de  récurrence  (i), 
Or,  d'après  la  relation  (6),  on  a 

,■„,(,)  p,,,,^      »"-r^)r(y,)U„(g)u„-,(a-) 

2.%P(ip  -f-  l)!  r(2/>-f-2) 

Si  la  variable  .r  est  astreinte  à  ne  prendre  que  les  valeurs  d'un 
intervalle  (a,  b)  fixe  et  d'ailleurs  aussi  étendu  qu'on  veut,  on 
peut  d'après  l'inégalité  (5;)  déterminer  un  nombre  positif  tel 
que  le  module  des  polynômes  {]n(x)  reste  inférieur  à  ce  nombre 
si  grand  que  soit  l'indice  n.  D'autre  part,  on  sait  que  y  augmentant 
indéfiniment  par  valeurs  positives  le  rapport 


_  1 


\/'i  izy      -  e  -y 
tend  vers  l'unité;  il  en  résulte  que  la  quantité 

a„,-,r(^tl)n,) 

T(-ip-h-à) 

tend  vers  o  comme  —  quand  p  augmente  indéfiniment;  la  série  de 
terme  général 

22/>    ,(2j0-r-l)! 

esl  donc  absolument  cl  uniformément  convergente. 
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D'après  Ja  relation  (6)  on  a 

Un  raisonnement  analogue  au  précédent  montre  que  ce  rapport 

tend  en  valeur  absolue  vers  o  comme  —  ;  la  série  dont  le  terme 

P1 

général  est 

i*p(ïp  -+-  i)! 

est  donc  absolument  et  uniformément  convergente. 

La  série  dont  le  terme  général  est  l'expression  (18),  somme  de 
deux  séries  absolument  et  uniformément  convergentes,  est  abso- 
lument et  uniformément  convergente. 

Jl  en  résulte  que  la  série  dont  le  terme  général  est  l'expres- 
sion (17)  est  elle-même  uniformément  convergente;  considérons 
en  effet  la  somme  de  ses  premiers  termes;  si  le  premier  terme,  du 
reste,  correspond  à  une  valeur  paire  de  /?,  la  somme  obtenue  n'esl 
autre  que  la  somme  S*  des  premiers  termes  de  la  série  dont 
le  terme  général  est  l'expression  (18);  si  le  premier  terme,  du 
reste,  correspond  à  une  valeur  impaire  de  11,  la  somme  obtenue  est 

de  la  forme 

Sa--1-  itn- 

Mais  le  module  de  uH  tend  vers  o  comme  -:  les  deux  quantités  Sa 

n  ' 

et  Sa4-  Un  tendent  donc  vers  une  limite  commune  S;  la  série 
considérée  est  convergente  ;  on  peut  même  affirmer  qu'elle 
converge  uniformément  quand  la  variable  x  est  astreinte  à  ne 
prendre  que  les  valeurs  d'un  intervalle  lixe  (a,  b)  d'ailleurs  aussi 
('tendu  qu'on  veut . 

En  résumé,  quand  q  augmente  indéfiniment,  la  quantité 
E»+*(#)  a  pour  limite  une  fonction  continue  que  nous  désigne- 
rons par  lJ,,+*(a?). 

Considérons  de  même  la  quantité 

(9.0)     \-,f>\.r)=   f     S„,(*,  air     *?  d<X 

I',  {x)e    ■  I'....  >    p  ..,../-.,•    • 


JL. 


e-a3  th    h 


a1'/.  >  q  : 
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Quand  q  augmente  Indéfiniment  le  second  membre  de  celte 
égalité  devienl  une  série  uniformément  convergente  dont  la 
somme  I    x -' '(./•)  est  une  fonction  continue; 

On  a  manifestement 

I-'-  + »(.?•)+  I    *.*(#)  =  /         e-*'  dot  =  /ïc. 
D'autre  pari,  la  différence 

n'est  autre  que  la  somme  de  la  série 
(21)         S{x)=  I      e-*'da—l         e-*2  dz 

"  —  00  «/ JP 


'[ 


Pi(g)e-J,t        P2(a7)Pi(ay)e-^ 

2  +  2^.2! 


2".7l!  "*J 

On  a  donc 

S(*)  =   fX  e-v  doL  +  Pi  (*)*-'*        Pt(ar)Pi(ar)g-^ 

2  .70  2  22  2  ! 

H ; ; h 

2"  /l  ! 

En  dérivant  terme  à  terme,  et  en  remarquant  que 
dPn(x) 


dx 
il  vient 


=  —  '2/iP„_i(a7), 


S'«>)  _        _.,  ^_  P^Ç^)  c—  ^_  S  [P,(a:)]»g-'-'       [Pt(a-)]»g-»- 


2  2  (  22 . 2  !  2  !  ^ 

;    \\P„(T)]*e~-*        \P»-i(x)]*e-**)    , 
|         2«./t!  a«-'.(  ai  —  1)!    (  "^ 

(  )r,  les  polynômes  I*,  (#)  et  P2(#)  satisfont  à  la  relation 

l'-.(.r)         [Pi(*)]8 

—  -f-  I  =  o; 

2 

d'autre  part,  les  autres  termes  de  la  série  du  second  membre  se 
détruiseut  deux  à  deux;   la  somme  des  n  +  1  premiers  termes  de 
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celte  série  est  donc 


-»' 


in  n\ 


Son  module  est  au  plus  égal  à  la  quantité 


dans  laquelle  R  est  un  nombre  fixe  indépendant  de  x,  si  l'on 
assujettit  cette  variable  à  ne  prendre  que  les  valeurs  d'un  inter- 
valle fixe  (a,  b)  d'ailleurs  aussi  grand  qu'on  veut;  celte  quantité 

lend  vers  o  comme  —  quand  n  augmente  indéfiniment. 

La  série  figurant  dans  le  second  membre  (22)  est  donc  unifor- 
mément convergente;  elle  représente  bien  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion S(a?);  sa  somme  est  constamment  nulle;  on  a  donc 

S'0)  =  o 

et  la  différence  S(x)  est  indépendante  de  x ;  mais  elle  s'annule 
avec  a;;ona  donc  finalement 

l-»'x(x)  =  \+x>-v(x)  =  — • 


III 


Quand, dans  l'intégrale  définissant  [£;*(#)  on  remplace  S.J(/i./\  a) 
par  sa  valeur  tirée  de  (i4')ï  ''  x]Cll{ 


\f,i\x)  = 


ni 


1M/'2(/+  2  \  „/*'/-+-  I  \ 


./■" 


X 

X  —  % 


Supposons  (pic  le  point  x  n'appartienne  pas  à  l'intervalle!  a, 

quand  a  varie  dans  cet  intervalle,  la  fonction  varie  toujours 

•  x  —  a  • 

XLI. 


—  M  — 
dans  le  même  sens  <•!  Ton  prui  écrire 


(23)     \^/\x)  = 


(  - 


,     ,,,,/  ?.  q  -4-  '2  \  ,„  /  2  q  -h  I 


\ 


) 

— —    f\v,ff(x)V2(7+l(a)-Piq^(x)V2fJ(a)\c    «Va 
+  —ZTb    /      [P27(^)P2(7+i(a)  —  l,2r/4-i(^)P2<7(a)]e-av/a 


!•  étant  un  certain  nombre  appartenant  à  l'intervalle  (#,  6). 
Mais  on  a 

(24)  f   [P2f  (a?)  P27+1(a)  -  P2<7+1  (ar)  P27(a)]  e-*2  rfa 

=  P2(7(>:)[P2y(a)e-aî]^-P2741(^)[P.27-1(«)^-aî]|- 

L'inégalité  (5)    donne    une    limite    supérieure  du   module  du 
second  membre;  on  a 

I^WIiV^^i-K  — [i'(-V) 

|P!ï+1(a)tP!ï-1(«)e-«']||<^r(^)r(il 
11  en  résulte  que 


et 


(*5)  ^[P27(^)P27+i(a)-P27+i(^)P2«7(«)]e-a2^a 

P2n  raisonnant  de  même  sur  l'intégrale  prise  entre  les  limites  ç  et  b 
on  voit  qu'il  vient  finalement 


|Ift*(*)l<-7=( 

y-jz  \ 


1 

-+- 

i 

x  —  a 

x  —  b  \ 

^U±l)T(lty[r(U±l)Y) 


i  q  H-  2 


(*-; 
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■■(?) 

Or,  quand  q  augmente  indéfinimenl,  le  rapport  — — — —  tend 

V         2        / 

asymptotiquement  vers 


n?)         V  ^ 


iq  _  1 

7  '  e-'/ 


2<7 

.  —       2V  m 
2  7  +  r 

e 


'•(^) 


En  désignant  par  A  un  nombre  fini,  on  peut  donc  écrire 

r(y)      ^  a 

p(-i±i)  / 


-apport  — t L 


De  même,  le  rapport  — y- —  tend  asymptotiquement  vers 


r /••.?  + 


r(MfI)      (^)V- 


27-4- 1 


/  •>. <7  -+-  2  \  a7-f-t 

1   [  — I  /  \ — r, —        27-1-2 


2 


et,  en  désignant  par  R  un  nombre  fini,  on  peut  écrire 


7 


On  a  donc  finalement,  en  désignant   par  K  celui  des  deux  nom 
bres  a,  h  qui  donne  à  - —     sa  plus  grande  valeur  absolue, 


(27)  |Ifté(*)l' 


X  —  3 


\x-\\q* 


K  étant  un  nombre  fini  Indépendant  de  ./\  a  et  l>. 

Quand  q  augmente  indéfiniment,  la  quantité  I' ;"i  r)  tend  donc 
vers  zéro. 

Supposons  que  x  étanl  inférieur  à  <i.  I>  soit  un  nombre  quel 
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conque    supérieur    à    a,    choisi    aussi    grand    qu'on    veut.    Dans 

l'inégalité  (27),  X  esl  alors  égal  à  a,  car  dos  deux  nombres 

y  x  —  a 

el  - — r  le  premier  est  relui  dont  la   valeur  absolue  est  la   plus 

grande;  le  second  membre  de  (27)  étant  indépendant  de  b,  on 
peut  faire  correspondre  à   tout  nombre  s,  un  nombre  r\  tel  que 

sous  ia  seule  condition  que 

on  ait 

I  «**(*) K»i 

et  cela  si  grand  que  soit  ù,  autrement  dit  la  quantité  \'l;.+a0  (x)  tend 
vers  o  quand  q  augmente  indéfiniment,  si  x  est  inférieur  à  a\  on 
démontrerait  de  même  que  la  quantité  ljT'"(x)  tend  vers  o,  si  x 
est  un  nombre  supérieur  à  a. 

Or,  on  peut  écrire,  x  étant  inférieur  à  <2, 

ift+-(*)  =  i^*)+ift+"(*). 
La  limite  de  I^+eo(#)  est  nulle,  celle  de  I^+ao(#)  est  égale  à  —  ; 

i/îc 
donc  la  quantité  Ij:rt(.r)  a  pour  limite  —quand  q  augmente  indéfi- 
niment. 

On  démontrerait  de  même  que  la  limite  de  \'^v(x)  est  la  même 

que  celle  de  I^*,a"(#),  autrement  dit  est  égale  à  —  • 

Si  (3  est  un  nombre  compris  entre  x  et  a,  a  étant  supérieur  à  x, 
on  peut  écrire 

W*)=I#(*)H-lfr(*)- 

Supposons  que  [3  tende  vers  x,  de  telle  sorte  que  x  —  ^  tende 
vers  zéro  comme  q~~V-,  \k  étant  un  nombre  positif;  l'inégalité  (27) 
donne  alors 

s  ■        K  «*' 

m6/(*)  <- — 

Si  v.  est  inféi  ieur  à     »  la  limite  de  I.^"(.r)  pour  q  infini  est  nulle 

/- 
el  la  limite  de  I  ■!,.■'  a?)  est  encore  — • 
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On  démontrerait  de  même  que  \\f\x)  tend  vers  —  i  [j  tendant 

vers  x  par  valeurs  inférieures  à  #,  de  telle  sorte  que  la  différence 
x —  [3  tende  vers  o  comme  q~V-,  jjl  étant  un  nombre  positif  infé- 


,  i 
rieur  a  -• 

2 


Nous  examinerons  encore  le  cas  où  la  limite  supérieure  de  l'inté- 
grale \%q(x)  est  un  nombre  b  tendant  vers  x  par  valeurs  su pé- 
rieures  à  x,  quand  q  augmente  indéfiniment,  de  telle  sorte  que  la 
différence  b —  x  tende   vers  o  comme  q~V-,   u.  étant   un    nombre 

positif  inférieur  à  -  tandis  que  la  limite  inférieure  a  est  un  nombre 

quelconque  assujetti  à  rester  compris  entre  x  et  />,  mais  pouvant 

d'ailleurs  varier  avec  q.  Dans  ces  conditions,  l'intégrale    Ij*6(a?) 

reste  finie  quand  q  augmente  indéfiniment. 

En  effet,    à   l'intervalle   {x,  b)  appartient   le    point   [i    dont  la 

_  i 
distance  au  point  x  est  égale  à  q  "  ;  il  est  clair  que  si  le  point  a  est 

situé  entre  le  point  (3  et  le  point  b  ou  coïncide  avec  le  point  t3,  on 

a,  en  vertu  de  l'inégalité  (2-), 

q  '  «  q 2" 

Supposons  donc  que  le  point  a  soit  situé  entre  le  point  x  et  le 
point  (3,  et  considérons  \'lf(x);  en  posant 


a  =  x  -+-  X, 


il  vient 

(*8)  irf(*)= 


i1- 


27 


,.7  1  1  p     _I )  y  I 


.  ,P~-rPaVM»^)lS7^-HX.-l>a7unPayM(^+X)g-i-'^>-|ti/?. 


r 


Or, 


r,,/(  ,o  1  1 1  -   r,,/(  ,,./■)•!-  XP'lf+l(*  +  6X) 

=  r.,,/(  ,(.?•)  —  •».  ■»,/    :    1  >Àl\,/'  r    i    8X  >. 
P2y(.r-t-X)  =  IV-^.r)    hXP  8  P,      p)—  fçXP,  c       B  X), 
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el  l'on  a  finalement 
(29)    [?/(*)  =  


2*7+1  r 


2  q 


(3o) 

et 

(3.) 


x  /  [2(2yH-i)P2?(a?)P2ï(a7  +  e'X) 

•    ,1       X 

-  4  7  P,7  M(ap)  P,7_  ,  (a?  H-  O'X)]  «-taM^i»  rfX 
Mais  X  variant  dans  l'intervalle  d'intégration,  on  a 

(ay-t-i)I  ^    #^ 


•2(a</  -h  1)  P27(r)  P27(.r  h-  OX) 


<A 


4r/P2r/+1(^)P2v,1(y  +  0,X) 

2*7+1  r  (  _* )  r  / 


<b 


•>?r(7) 

/  1  q  -h  1 


A  et  B  étant  deux  nombres  finis. 

Des  inégalités  (3o)  el  (3i),  dont  les  seconds  membres  augmen- 
tent avec  q  comme  q2,  on  conclut  que  la  quantité  sous  le  signe   / 

i 
est  inférieure  à  K</2,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  q, 

K    étant    un    nombre  fini  convenablement  choisi;    mais    comme, 

d'autre  part,  l'intervalle  auquel  est  étendu  l'intégration  tend  vers  o 

comme  q   -,  l'intégrale  H$(x)  reste  finie. 

IV. 

Soit  f(x)  une  fonction  de  la  variable  x,  finie  et  continue  dans 
l'intervalle  (a,  //),  et  considérons  la  série 

(  32  )  f  fi  a  )  e-  *'  da  +  -ït^l  f  /(oc)  P,  (a)  e    *>  d* 

+  1ÏTT   f    f  (*)*>*(«)  e    «'rfa+... 

P   (  r\    r  '' 
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En  désignant  par  o^Hx)  la  somme  des  iq  premiers  termes  de 
cetle  série,  on  a 

?#(*)=  f  /(«)S«,(*,  a)e-«'</a. 

J  a 

Supposons  que  dans  l'intervalle  (a,b)\n  fonction/^)  ne  soit 
jamais  croissante,  ou  jamais  décroissante  ;  on  peut  écrire 

?#(»)  =  /(«)/"    s^>  a)e-**rfa-+-/(6)jT    Siq(x,a)e-**da 


ou 


(33)  çf/(ar)  =  /(«)  l«*(x)  4-  /(&)  lfr/(*), 

£  désignant  un  certain  nombre  de  l'intervalle  (#,  6). 

Si  5;  est  à  l'extérieur  de  l'intervalle  («,  6)  les  quantités  \'ly(x) 
et  l|î*(a?)  tendent  vers  o  quand  ^  augmente  indéfiniment  ;  il  en  est 
donc  de  même  de  la  somme  cpf'ô(#). 

Supposons  que  la  fonction  /'(#),  finie  et  continue  dans  l'inter- 
valle (a:,  6),  n'y  soit  jamais  croissante  ou  jamais  décroissante,  et 
choisissons  un  nombre  a  situé  entre  x  et  b',  on  peut  alors  écrire 

*?**(*)  =  /(«)  !#(*)  +  /(*)  $*(*)■ 

£  étant  un  certain  nombre  compris  entre  «  et  b,  et  Y)  un  certain 
nombre  compris  entre  x  et  «.En  ajoutant  ces  deux  égaillés  membre 
à  membre,  il  vient 

(34)  ?ft*(*)  =  f(x)l*f(x)  +  [/(«)  -A-r '>]\l,\.r) 

Faisons  tendre  le  point  a  vers  le  point  a?,  de  telle  sorle  que  la 
différence  a  —  x  tende  vers  0  comme  </  ^,  quand  </  augmente 

indéfiniment,  lu  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  -;  dans  ces 

conditions  llf(x)  tend  vers—)  l$(x)  et  1;/' tendent  verso,  [Jj 
reste  fini  et  f(  a) —  f{&)  tend  verso;  la  limitede  l.t  somme  pj .  (a?) 
est  donc  égale  à  — f(x). 
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On  démontrerait  de  même  que  la  limite  de  la  somme  {pj'r(a?), 

d  étanl   un  nombre  inférieur  à  x,  est  égale  à  —  f(x). 

La  démonstration  précédente  serait  encore  applicable  si  la  fonc- 
tion f(x)  présentait  au  point  x  une  discontinuité,  pourvu  que  /(a) 
tende  vers  une  limite  bien  déterminée  f  (x  -r;  e)  quand  a  tend 
vers  x  par  valeurs  supérieures  Àx;  la  limite  de  la  somme  cpjj^  (x) 

serait  alors —/(a? -f- e).  De   même  si /(a)   tend  vers  une  limite 
f(x  —  s)  quand  a  tend  vers  x  par  valeurs  inférieures  à  x  la  limite 

de  la  somme  o'^v(x)  est  \-f(x  —  e). 

En  résumé,  si  la  fonction  f(x)  finie  dans  l'intervalle  (a,  &)  y  est 
en  général  continue,  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  discontinuités 
du  genre  de  celles  qui  viennent  d'être  définies  et  n'est  jamais 
croissante  ou  jamais  décroissante,  la  somme  de  la  série  (32)  est 
égale  à 

s-—[f(x-\-e)-\-f(x  —  s)]  si  x  est  compris  entre  a  et  6,  soit 

s/t:j\x)  si  la  fonction  est  continue  au  point  x\ 
—f(a)  si  x  est  égal  à  a; 

-—f{b)  si  x  est  égal  à  b; 

o  si  x  est  extérieur  à  l'intervalle  a,  b. 

Ces  résultats  s'étendent  manifestement  au  cas  d'une  fonction  en 
général  continue  dans  l'intervalle  («,  6),  qui  n'y  admet  qu'un 
nombre  fini  de  discontinuités  de  l'espèce  indiquée  et  qui  présente 
un  nombre  fini  de  maxima  et  de  minima;  car,  on  peut  alors  diviser 
l'intervalle  (a,  b)  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels  dans 
chacun  desquels  s'appliquent  les  démonstrations. 

Dans  un  cas  étendu,  on  peut  même  s'affranchir  de  la  condition 
que  lit  fonction  f(x)  reste  finie,  comme  nous  allons  le  montrer. 

Considérons  une  fonction  /(x)  devenant  infinie  pour  x  =  x0; 
on  suppose  que  de  x0 —  sa  .r0  et  de  x0  à  x0-\-s  la  fonction  con- 
serve un  signe  constant;  de  plus 


/    /(  x  I  dx 


tend  vers  une  limite  quand  x  tend  vers  x0  eu  lui  étant  inférieur 
ou  supérieur.  On  a  toujours 


r^Vu^(«)U,^«(ar)-U,f(ar)U,^M(a)]e- 


st> 


< 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  quand  a  varie  dans  l'inter- 
valle x0  —  s,  xQ,  la  différence  x  —  a  soit  positive;  on  a  alors 


i  ej 


<S.2(/(x,*)e-*"< 


i  e- 


v/71  (a?  —  a  )  y/rr  (a?  —  ai 

ou,  en  désignant  par  m  une  limite  supérieure  de quand   7. 

varie  dans  l'intervalle  x0 —  ff,  #0, 


-  ierm  .  .       %ex  m 

— <S2</(a?,  a)e-«'< 


y/ 71 


V  T: 


Si,  dans  ce  même  intervalle,  la  fonction  f{x)  est  positive,  on  a 
donc 

iex'm    rx°  rx°  iex*m    /"J° 

-^— -/        /(a)efo</        Stq(x%*)f{*)e-«d*<¥—\        f(*)d*. 
s/ -ri.  ^o-e  ^xo-e  V~    •'■<•„    £ 

Mais,  d'après  les  hypothèses  faites,  on  peut  choisir  £  assez  petit 
pour  que    /       /(y.)  d.y.  soit   inférieur  à   toute  quantité  donnée  à 

•/r0-S 

l'avance;  il  en  résulte  qu'on  peut  choisir  z  assez  petit  pour  que 

.1  n         w 


l'intégrale 


soit  en  module  inférieure  à   toute  quantité  donnée  à   L'avance,   si 
grand  d'ailleurs  que  soit  le  nombre  q. 

La  même  remarque  s'applique  évidemment  à  l'intégrale 

f  S,, ,i.r.  »)/(«)«    «'rfai. 

Ainsi,  si  Ton  écrit 
tf »/(*)  — TÏV*'    ,(*)-h«pfç-,»*«(*)-fr  ?;-'•»' £i  ar), 

la  seconde  et  la  troisième  intégrale  tendenl  vers  0  quand  s  tend 
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vers  o,  (/  augmentant  indéfiniment;  les  résultats  ('nonces  précé- 
demment pour  la  limite  de  ©£/(#)  sont  donc  encore  exacte. 

Nous  considérerons  encore  le  cas  où  lune  des  limites  de  l'inter- 
valle [(/,  b)  devient  infinie;  supposons  par  exemple  que  ce  soit  la 
limite  supérieure  b\  on  peut  alors  écrire,  en  désignant  par  x0  un 
nombre  positif  très  grand, 


x  —  a 


r/a. 


Si  l'intégrale  du  second  membre  converge,  autrement  dit,  si  elle  . 
tend   vers  o  quand  x0  augmente  indéfiniment,  on  pourra  toujours 
choisir  ce   dernier  nombre   assez  grand   pour    que  l'intégrale   du 
premier  membre  soit  inférieure  à  toute  quantité  donnée  à  l'avance, 
si  grand  (pie  soit<y;  ainsi,  sous  la  seule  condition  que 


"s. 


/(*) 


X 


dx 


ait  un  sens,  les  résultats  énoncés  s'appliquent  encore  à  la  limite  de 
la  somme  ©£'"'"*(#);  de  même  sous  la  seule  condition  que 


/ 


/(*) 


x 


dx 


ait  un  sens;  ils  s'appliquent  à  la  limite  de  la  somme  0^°°'  (&)• 

Il  en  est  encore  de  même  si,  quand  x  augmente  indéfiniment,  la 
fonction  f(x)  n'est  jamais  croissante  ou  jamais  décroissante  et  si 

Je  rapport reste  uni. 

Soit,  en  efl'et,  un  nombre  a  supérieur  à  x,  à  partir  duquel  la 

fonction  f(x)  n'est  jamais    croissante    ou    jamais   décroissante; 

i                  i                           »*               i                     f(x)      i  i 

quand  y.  croit  depuis  a  jusqu  a  -+-  go,  te  rapport  • n  est  alors 

jamais  croissant  ou  jamais  décroissant  et  l'on  peut  écrire 


?''v 


f{a)     fçr(l)[Plr(*)Plftl(a)-Flf+1(ap)Plf(a)]«-«iAi 


./• 


-  f 


2W+1  r 


?.q 


•>.  q  -h  1 N 


x  —  h 


r 


,,!'(  -)[Pig(x)  P2g+i(«)-  V,(/+l(x)Pi(/^)]e-^doc 


■>:«n  1  r 
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b  étant  un  nombre  quelconque  supérieur  à  a  et  ç  un  nombre  com- 
pris entre  «  et  b)  le  module  de  chacune  des  intégrales  du  second 

membre  est  inférieur  à  une  quantité  de  la  forme  —  >  où  A  est  un 
nombre  fini  indépendant  de  a,  b  et  q. 

r>  i  f(&)  f(b)  n     •  i  r        i 

tomme  les  rapports-^— —  et- T  sont  finis,  on  a  donc  tinale- 

11  x  —  a        x  —  b  7 

ment 

\oa,px)\<  -^ 

et  cela  si  grand  que  soit  b;  la  quantité  ©î»+,*(#)  tend  donc  vers  o 
quand  </  augmente  indéfiniment,  et  dans  la  série  (3*2)  on  peut 
rejeter  à  l'infini  la  limite  supérieure  des  intégrales.  On  démon- 
trerait évidemment  un  résultat  analogue  dans  le  cas  où  la  limite 
inférieure  a  de  ces  intégrales  serait  —  ce. 


V. 


Quand  la  fonction  f(x),  finie  dans  l'intervalle  (a,  6),  y  admet 
des  points  de  discontinuité  de  l'espèce  définie  précédemment,  la 
série  (3a)  ne  peut  être  uniformément  convergente  dans  cet  inter- 
valle. 11  en  est  autrement  si,  dans  L'intervalle  (a.  b  ),  la  fonc- 
tion f(x)  est  continue. 

Désignons,  en  efiet,  par  «,,  a2,  ...,  CLr  les  maxinia  et  minima 
en  nombre  fini  présentés  par  la  fonction  f(x)  dans  l'inter- 
valle (rt,  b)  et  par  s  un  nombre  fixe,  choisi  aussi  petit  qu'on 
veut;  nous  allons  démontrer  que  la  différence 

/*/(*)  —  tfft6(») 

tend    uniformément    vers    o    quand   </    augmente    indéfiniment, 
<i  appartenant  à  L'intervalle  (ap   \-  ^<  ap+\  —~  z^- 
On  peut  écrire 

(35)  tfv6(*)  =  *W,'(*)"*"*îV'i(ar)  :  ... 

D'autre  part,  L'égalité  analogue  à  (33)  relative  à  un  intervalle 
tel  que  («w,  am+<)  s'écril  en  désignant  par;  un  nombre  compris 


_  u  — 
entre  am  el  am+i 

^.«m+t(a?)  =  /(a,„)  rîm,i(a?)H-/(a«+1)l|.«»+.. 

Les  modules  de  [£"«•*  el  lL""1*1  sont  au  plus  égaux  à 

K  e^ 

à  étant  la  valeur  de  a  qui  rend  maximum  le  module  de  : ,  et  K 

1  \x  —  a| 

étant  un  nombre  fini  indépendant  de  x  et  q;  on  a  donc 
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K'  e1''1 
cp«m,««+i(a?)|<  p. 


K  ('tant  un  nombre  indépendant  de  am,  ctm+i1  x  et  q. 
D'autre  part,  l'égalité  analogue  à  (34)  s'écrit 

?ï^+i(*)=/(*)ïïvP(*)  +  [/(P)--/(*)]iî/(*) 

+  /(P)i&*(*)  +  /(«/-.  )^-+s 

p  étant  un  nombre  compris  entre  x  et  a^+i,  ï]  un  nombre  compris 
entre  x  et  3,  et  \  un  nombre  compris  entre  [i  et  aP+i  ',  de  même 
ou  a 

?ïç*(*)=/(*)iSix(*)+[/(P,)--/(«)]ï8ï11'(*) 

en  ajoutant  membre  à  membre  et  en  retranchant  yïzf(x),  il  vient 

Supposons  que  les  distances  des  points  (3  et  fi'  au  point  x  tende 
vers  <»  comme  y   ^,  u  étant  un  nombre  positif  inférieur  à     • 

En  se  reportant  aux  démonstrations  du  Chapitre  U,  ou  constate 
que  le   module  des  quantités  !&*(#),  ^w+i(^)>  Ij/ '(#)>  ïîf*'(*) 


—  m  — 

est  inférieur  à 


ll>. 


r 

où  A  est  un  nombre  fini  indépendant  de  x. 

Les  quantités  1'^'  (x)  et  ljr7'r(.r)  tendent  uniformément  vers  — '- ; 

enfin,   eomme    la   fonction   f(x)    est    continue,    les    différences 

f(fi)  — f(&)  et/(?)  — f{x)  tendent  uniformément  vers  o. 

On  peut  donc  trouver  un  nombre  n  tel  que  sous  là  seule  condi- 
tion que  q  soit  supérieur  à  /z ,  la  différence 

\)frf(*)-1ïi{*)\ 

soit  inférieure  à  un  nombre  i\  choisi  aussi  petit  qu'on  veut,  quel 
que  soit  x  appartenant  à  l'intervalle  ap  -\-  e,  cip+i  —  z. 

La  série  (32)  converge  donc  uniformément  quand  x  est  compris 
dans  l'un  des  intervalles 

(a  ■+■  e,  ax  —  e),     («i-4-  e,  at —  s),     ...,     (ar+£,  6  —  e). 

11  est  aisé  de  montrer  qu'il  en  est  encore  de  même  quand  . 

voisin  de  l'un  des  maxima  ou   minima  r/,,  a2 cr-  Soit  par 

exemple  x  =  ap  correspondant  à  un  maximum  V/>  =/(<?/>)  de  la 
fonction  f  (x)  positive  dans  le  voisinage  de  a p  ;  /(x)  croît  deap —  E 
à  ap  et  décroît  de  ap  à  ap-\-z.  Je  considère  la  fonction  continue  Q 
ainsi  définie  dans  l'intervalle  (ap —  e,  ap  -f-  z), 

Q(x)=f(x)         de         <7;> — £     à     ap, 

Q(.r)  =  y,,-+-  f* [.?'/»—  /<  a?  »  I        de        ap    à     ap-j-e        (fz>i). 

Cette  fonction  est  croissante  dans  l'intervalle  \ap —  r,  <tr-\-z). 
Considérons  maintenant  la  fonction 

P(»)  =  Q(»)h  /(*), 
on  a 

P(a?)  sa  a /(a?)        de        ap— e    à    ap, 

P(.r)  —  ^,,(1  -4-  |x)  —  (;jl  —  I  )/(  .r)  de  ap      à      </, 

l)(.'r)  sera  aussi  croissant  dans  L'intervalle  (ap — £,  ap  -z  .  Par 
suite  /(x)  est  la  différence  de  deui  fonctions  variant  dans  le 
même  sens  de  pari  el  d'autre  de  a p.  Si  l'on  développe  P(x   et  Q 
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en  séries,  il  n  v  aura  aucune  difficulté  relativemenl  à  la  valeur  ap. 
La  série  (3a)  représentant  f(x)  est  donc  uniformément  conver- 
gente dans  l'intervalle  (a -H.e,  &  —  s). 

l/uniformilé  de  la  convergence  ne  s'étend  pas  a  l'intervalle  (a,  b) 
tout  entier;  il  convient  d'en  exclure  les  extrémités  «  et  />;  il  est 
(Tailleurs   évident  que   ces   points,    où    la    somme   de   la   série   est 

respectivement    égale   à  — /(rt)    et  ~r~  f(b)    sont  des    points   de 

discontinuités  de  la  fonction  représentée  par  la  somme  de  la  série. 
Le  terme  général  de  la  série  (32)  est 


Supposons  que  dans  l'intervalle  (#,  6)  la  fonction  /"(.#)  ne  soit 
jamais  croissante  ou  jamais  décroissante;  on  a 

"•=%S?|/(«)[p-«C«)«-,,fi-/(*)lP»-t(«)«-,,*ltj- 

Si  l'on  désigne  par  M  un  nombre  supérieur  aux  modules  de  f(a) 
et  de /(/;),  on  a  donc 

22/î+i  M         l        2       /       \  2  /         . 


Un\   < 


il  n  I 


■?."  n 


d'où 


Ki|<  -> 


A  étant  un  nombre  fini  indépendant  de  n. 

Le  terme  général  de  la  série  (3a)  tend  vers  o  comme  -quand 

les  intégrations  sont  étendues  à  un  intervalle  dans  lequel  la  fonc- 
tion f(x)  reste  finie. 

Dans  les  démonstrations  relatives  à  la  convergence  de  la 
série  (32),  nous  avons  toujours  envisagé  des  sommes  '^'(x)  ayant 
un  indice  pair;  ell«-s  s'appliquent  donc,  en  réalité,  non  à  la 
série  (32),  mais  à  la  série  qu'on  en  déduit  en  groupanl  les 
termes  consécutifs  deux  à  deux;  comme  un  tend  uniformément 
vers  <>.  il  r>i  clair  que  si  cette  dernière  série  est  convergente  ou 
uniformément  convergente  et  a  pour  somme  S,  il  en  est  de  même 
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de  la  série  (3-2);  les  différents  résultats  énoncés  s'appliquent  donc 
bien  à  la  série  (32)  elle-même. 


SUR  LA  CONVERGENCE  ABSOLUE  DES  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES: 

Par  M.    P.   Fatou. 

J'ai  indiqué  dans   ma  Thèse    (Acta    mathematica,    t.    XXX, 

p.  3o,8  et  suiv.)  l'intérêt  qu'il  y  a  à  distinguer,  parmi  1rs  points  de 
convergence  des  séries  trigonométriques,  les  points  de  convergence 

00 

absolue  et  j'ai  montré  qu'une  telle  série  N  fl^cos  n.r  -f-  1)„  sin  nx 

71  =  0 

ne  peut  être  absolument  convergente  en  tous  les  points  d'un  inter- 
valle si  petit  qu'il  soit  que  si  la  série    >  y  dln-\- b\  es!  elle-même 

convergente.  Plus  récemment,  MM.  Lusin  (C.  B. ,  t.  155, 
p.  58o)  et  M.  Denjoy  (C.  /?.,  t.  155,  p.  1 35)  sont  revenus 
sur   ce   sujet  et  ont  démontre''   que    si   [a    série    ^  y/aj  -+-  b\   esl 

divergente,  l'ensemble  des  points  de  convergence  absolue  de  la 
série  trigonométrique  est  de  mesure  nulle.  M.  Denjoy  fait  repose  i 
sa  démonstration  sur  le  théorème  de  i\l.  Paire  relatif  aux  fonctions 
de  première  classe,  comme  je  l'avais  fait  moi-même  dans  le  cas  par- 
ticulier que  j'avais  traité,  et  M.  Lusin  s'appuie  pour  arrn  er  au  même 
résultat  sur  un  intéressant  théorème  de  M.  Egoroff.  J'ai  remarqué 
qu'on  pouvait  démontrer  simplement  la  proposition  en  question 
sans  recourir  à  des  théorèmes  aussi  cachés  de  la  théorie  des  fonc- 
tions et  en  ne  s'appuyanl  que  >nr  les  principes  essentiels  delà 
théorie  de  la  mesure.  C'esl  ce  que  nous  allons  d'abord  exposer 
ici. 

Soient   f{  (a?),  f*  (x) fn(x),   ...   des  fonctions  continues 

bornées  d'une  variable  .r,  ne  prenanl  que  des  valeurs  positives  ou 
nulles.  Pour  que  la  série  f\{x)  -r-/a(#)  +- •  •  •  soil  convergente 
en  un  point  j'„,  il   faut   et    il    suffil   qu'il    existe  un    nombre    fini 
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positif  A  tel  que  l'inégalité 

S«(a?0)^A 

soit  vérifiée  pour  toutes  1rs  valeurs  de  /?,  Sfl(x)  désignant  la 
somme  fx  (x)  -\-f2(x)  -f-  . .  .  -\-f„(x).  L'ensemble  des  points  xQ 
pour  lesquels  ceci  a  lieu,  est  un  ensemble  fermé  F,  comme  il 
résulte  immédiatement  de  la  continuité  de  S„  (x). 

Considérons  maintenant  une  suite  de  nombres  positifs  A,, 
A2,  ...,  A,*,  ...  indéfiniment  croissants.  A  chacun  des  Y/ correspond, 
comme  il  vient  d'être  dit,  un  ensemble  fermé  F/,  el  l'ensemble  E 
des  points  de  convergence  de  la  série  est  l'ensemble  des  points  cpii 
figurent  dans  l'un  au  moins  des  F/.  Chacun  des  b\  est  évidemment 
contenu  dans  ceux  de  rang  plus  élevé,  et  par  suite  dans  E.  On  peut 
encore  dire,  en  appelant  F/+, —  F;  l'ensemble  des  points  de  F;+, 
qui  n'appartiennent  pas  à  F/,  que  E  est  la  somme  des  ensembles 
F,,  F2  —  F,,F3 — F2,  ...,  qui  sont  sans  points  communs  deux  à 
deux  et,  en  appelant  m  la  mesure  de  E,  mt  la  mesure  de  F/,  on 
aura,  d'après  les  propriétés  de  la   mesure, 

m  =  mx  -t-  (  nt%  —  mx)  ■+■  ( m3  —  m2)  H- ...  -4-  (  m,  —  m.i^x)-\- . . . , 

c'est-à-dire 

m  =  lim  m,-. 


I   =Z    00 


Si  donc  m  >>  o,  on  pourra  prendre  i  assez  grand  pour  que  m, 
soit  positif  et  non  nul.  L'ensemble  E  contiendra  donc  un  ensemble 
fermé  de  mesure  non  nulle,  sur  lequel  les  fonctions  S„  sont  bornées 
dans  leur  ensemble  :  on  peut,  si  l'on  veut,  remplacer  cet  ensemble 
fermé  par  un  ensemble  parfait  P  de  même  mesure  p  >  o.  L'inté- 
grale de  Srt( x)  étendue  à  l'ensemble  V  reste  bornée  quel  que  soit  /?, 
c'est-à-dire  que  la  série  (à  termes  positifs) 


/  /,  dx  -+-  /  f2  dx  -+-...  -f-  /  /„  dx 


est  convergente. 

Appliquons  ce   résultat  aux  fonctions 

fn—  ?n  |  C0S(»â?-4-  tl)n)|, 

1p  -igné  |  |  désignant   La    valeur  absolue,  et,  conservant  les  hypo- 
thèses et  notations   précédentes,   évaluons  I  fndx. 
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Les  points  x  sont  supposés  ici   portés  sur  la  circonférence  de 
rayon  i .  Soient  îti  i2,  ...,  /*,  ...,  les  intervalles  contigus  à  l\  On  a 

f=f-f-f--f-f  -■ 

mesure  de  P  =  [jl  =  21T  —  st  —  s2  —  •  •  •  —  s/c —  s/.-m  — ■  • 

en  appelant  s*  la  longueur  de  /*. 

On  peut  prendre  k  assez  grand  pour  que  la  somme 

soit  aussi  petite  qu'on  le  veut;  la  somme 

/      fndx  -h  J      fn  dx  -+- .  .  . 

est  inférieure  à  r\.pfl1   puisque  la  fonction  à  intégrer  est  au  plus 
égale  àp«. 

Evaluons  maintenant  les  intégrales  /  >    /  •••>  soit 


/ 


b 


p/t|cos(«a7  +  W/i)  |  dx. 


On  peut  diviser  l'intervalle  d'intégration  en   intervalles  partiels 
où  le   cosinus  garde   un  signe  constant;    L'intégrale  indéfinie   de 

cos(nx  -\-  ion)  étant  -  sin  (nx  -f-  m„)  -f  const.,  chaque  intégrale 
partielle  a  pour  valeur-  p„  et  est  étendue  à  un  intervalle  de  lon- 
gueur —  ,  sauf  la  première  et  la  dernière,  qui  sont  étendues  à  des 
intervalles  s,  e'  plus   petits  que  —  •  On  a  donc 


n 
b 


f    p„\cos(nx      un)\dx  =  pnf6s-4-N-  -hB'e'j, 


on 


0       £        %  0<£         ",  O       II       |,  0       'i        l. 

Il 

N  est  un  entier  qui  vérifie  l'égalité 

— 

\  h         ,i         .s. 

Il 

Xl.l.  -  I 
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d'où 


N  =    -(S  —  £—£'). 


(  )n  déduit  de  là 
„  b 


I       Q„  |  cos  (  //  X  -+-  <<>„  )  |  r/.r  =  p„(-H ) 


(A  compris  entre  —  ?.  et  +  2). 
Posons 


/ 


p„  |  cos  (  n x  -4-  to„  )  |  âkr  =  J„, 


On  aura,  par  ce  qui  précède, 

J«       2  >X       ., 

À,  )/  étant  compris  entre  — 1  et  -h  1 ,  ou 

Ji,         2  2  A  A 

—  =  -(  jxh-yj)  h ^  A  V 

P«         ~  n 

Les    limites  d'indétermination    de  —  pour  n  infini  sont   donc 

pu  ! 

égales  à  -  j/.,  à  des  quantités  près  de   l'ordre  de  y,,  et  comme  y,  est 
aussi  petit  qu'on  le  veut,  on  a 

J„        1 
lira  —  =-{x        (>>o). 

La  série  EJ,,  étant  convergente,   il  faut  que  la  série  £p„  le  soit 
également. 

Donc,  si  la   série  Spn   n'est  pas  convergente,  l'enseml)lc   K  est 
nécessairement  de  mesure  nulle.  c.  q.  f.  n. 

Revenons    maintenant   sur  le  rôle  des  points   de   convergence 
absolue.  Posons 

An  =  an  cosnx  -+-  bn  sin nx, 
Bn  =  an  sin nx  —  bn  cosna?, 

et  soit  Xq  un  j)oinl  de  convergence  absolue  de  la  série  ï  \„.  On  a 

\  „  1  .r0 -t-  A  )  -+-  A„  (  ./•,,  —  h)  =  2  \n(  ./•„;  cosnA, 
B„(a?0H-  /')  —  Bft(ar0—  &)  =  2  A„(r0)  sin/?//. 
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Les  séries  ayant  pour  termes  généraux  les  seconds  nombres  de 
ces  égalités  sont  absolument  et  uniformément  convergentes  pour 
toutes  les  valeurs  de  h  et  représentent  des  fonctions  continues  de  h. 
Si  donc,  pour  une  valeur  de  A,  la  série  SAw(a?0H-A)  est  conver- 
gente, absolument  convergente,  divergente,  sommable  par  le  pro- 
cédé de  la  moyenne  arithmétique,  la  série  2A„(x0 —  //  )  jouira  de 
la  même  propriété;  même  remarque  pour  les  séries  SB„(j0  -+-  //  i, 
2Bn(x0  —  h). 

On  voit  que  les  points  de  convergence  absolue,  de  convergence 
ordinaire,  de  divergence,  de  sommabilité,  les  arcs  de  convergence 
uniforme  d'une  série  trigonométrique  donnée  ou  de  la  série  asso- 
ciée, sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  aux  points  de  con- 
vergence absolue  de  la  série  donnée. 

En  particulier,  l'ensemble  des  points  de  convergence  absolue 
sur  la  circonférence  est  symétrique  de  lui-même  par  rapport  à 
chacun  de  ses  points.  Si  ces  points  sont  en  nombre  fini,  ils  sont 
donc  nécessairement  placés  aux  sommets  d'un  polygone  régulier 
inscrit  dans  la  circonférence;  s'ils  sont  en  nombre  infini,  ils  sont 
nécessairement  répartis  d'une  manière  dense  sur  celle-ci;  c'est  ce 
qui  arrivera  en  particulier  s'il  y  a  deux  points  de  convergence 
absolue   dont   la  différence  des  arguments  est    incommensurable 

à  2  7t. 

M.  Lusin  a  remarqué  que,  dans  cette  hypothèse  de  l'existence 
d'une  infinité  de  points  de  convergence  absolue.  L'ensemble  dos 
points  de  convergence  ne  peut  avoir  pour  mesure  que  o  ou  :>.-.  On 
peut  établir  ce  résultai  à  laide  de  la  remarque  suivante  qui  n'est 
pas  indispensable  pour  ce  but,  mais  qui  paraît  susceptible  d'appli- 
cations \  anées. 

Considérons  un  ensemble  linéaire  de  points  de  mesure  non 
nulle,  et  soit  p(#)  la  fonction  ('gale  à  i  aux  points  de  cet 
ensemble  E  et  nulle  pour  les  points  de  l'ensemble  complémentaire. 

L'intégrale    /     o  (x)  dx  représente  la   mesure  de  1  ensemble  des 

•    a 

points  de  E  contenus  dans  le  segment  \  j.,  x  >;  d'après  un  imporlanl 
théorème  de  M.  Lebesgue,  cette  intégrale,  considérée  comme  fonc- 
tion de  sa  limite  supérieure  a,  sauf  pour  les  points  «1  un  ensemble 

de  mesure  nulle,  une  dérivée  /'gale  à  f(x).  Comme  I.  est  de 
mesure  non  nulle,  il  existe  doue  une  infinité  de  points  de  E  pour 
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lesquels  cette  propriété  a  lieu.  Soit  .r0  un  tel  point.  La  propriété 
énoncée  peut  alors  s'exprimer  comme  il  suit  :  appelons  densité 
d'un  ensemble  E  dans  un  intervalle  le  quotient  de  la  mesure  de 
l'ensemble  des  points  de  E  contenus  dans  l'intervalle  par  la  lon- 
gueur de  cet  intervalle.  On  peut  déterminer  un  nombre  posi- 
tif'i\  tel  (/ue,  dans  tout  segment  de  longueur  inférieur  àr\  ren- 
fermant le  point  Xqj  la  densité  de  V ensemble  E  soit  supérieure 
à  i  —  e,  e  étant  aussi  petit  qu'on  veut. 

De  même,  si  le  complétaire  de  E  est  de  mesure  non  nulle,  il 
existe  une  infinité  de  points  x0  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 
on  peut  trouver  un  nombre  positif?)  tel  que,  dans  tout  segment  de 
longueur  inférieure  à  r\  renfermant  #o,  la  densité  de  E  soit  inférieure 
à  x,  £  étant  aussi  petit  qu'on  veut. 

On  voit  par  là  qu'un  ensemble  mesurable  qui  est  de  mesure  non 
nulle,  ainsi  que  son  complémentaire,  est  essentiellement  hété- 
rogène. 

Appliquons  ceci  à  la  question  qui  nous  occupe.  Soit  une  série 
trigon  orné  trique  ayant  une  infinité  de  points  de  convergence 
absolue  et  E  l'ensemble  de  ses  points  de  convergence,  de  mesure 
non  nulle.  On  peut  donc  trouver  des  segments  de  longueur  finie 
de  la  circonférence  dans  lesquels  la  densité  de  E  est  supérieure 
à  i  —  e,  et  comme  E  admet  une  infinité  partout  dense  de  points  de 
symétrie,  on  pourra  recouvrir  entièrement  la  circonférence  par 
des  intervalles  dans  lesquels  la  densité  de  E  sera  supérieure 
à  i  —  s;  donc  la  mesure  de  E  sera  au  moins  2  —  (1  — e),  c'est- 
à-dire  27T,  puisque  z  est  aussi  petit  qu'on  veut.  Donc,  la  mesure 
de  E  est  o  ou  27:  et  la  même  propriété  s'applique  à  l'ensemble  des 
points  de  convergence  de  la  série  associée. 

On  voit  donc  que  les  séries  trigonométriques  possédant  une 
infinité  de  points  de  convergence  absolue  présentent  des  particu- 
larités remarquables  qui  permettent  de  simplifier  l'étude  de  leur 
convergence.  Mais  il  y  a  lieu  de  remarquer  (pie  c'est  là  un  fait 
plutôt  exceptionnel,  qui  ne  se  présente  pas  dans  les  séries  trigono- 
métriques  qu'on  rencontre  dans  les  applications  ;  c'est  ainsi  que  la 

série 

SaH  cosnx 

dans  laquelle  les  a„  décroissent  <mi  valeur  absolue  n'est  absolument 
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convergente  pour  aucune  valeur  de  x,  si  la  série  lau  n'est  pas 
absolument  convergente. 

Moyennant  les  mêmes  hypothèses,  la  série 

Zan  s\nnx 

n'est  absolument  convergente  que  pour  x  =  o  ou  x  =.  ~. 

Nous  nous  contentons  d'énoncer  ces  faits  dont  la  démonstration 
est  facile. 

En  revanche,  on  forme  aisément  des  séries  ayant  une  infinilé 
même  non  dénombrable  de  points  de  convergence  absolue,  sans 
être  absolument  convergentes  en  tout  point  et  qui,  de  plus,  sont 
des  séries  de  Fourier  correspondant  à  des  fonctions  absolument 
inlégrables.  Pour  toutes  les  séries  trigonomé  triques 

Sa„cos  nx  -+-  bn%\*\  nx, 

de  cette  sorte  que  j'ai  pu  former,  la  série  de  Taylor  correspondante 
£(«„  —  ib„)  zn  admet  son  cercle  de  convergence  comme  coupure, 
et  c'est  probablement  là  un  fait  général,  mais  dont  la  démonstra- 
tion m'échappe  encore. 


LES  GROUPES  PROJEGTIFS  QUI  NE  LAISSENT  INVARIANTE 
AUCUNE  MULTIPLICITÉ  PLANE; 

Pau   M.    E.   C  art  an. 


J'indique  dans  ce  Mémoire  une  génération  de  tous  les  groupes 
projectifs  qui  ne  laissent  invariante  aucune  multiplicité  plane.  ( 
groupes  sont  tous  simples  ou  semi-simples  et  leur  étude  revient 
à  celle  des  groupes  Linéaires  et  homogènes  qui  ne  laissent  inva- 
riante aucune  multiplicité  plane. 

La  génération  obtenue  repose  sur  la  notion  «le  groupes  linéaires 
fondamentaux.  Etant  donnée  une  structure  simple  de  rang  /  et 

d'ordre   /•,  il  existe  /groupes  linéaires    particuliers    -,.  gt 
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admettant  cette  structuré,  ne  laissant  invariante  aucune  multiplicité 
plane  et  jouissant  de  I;»  propriété  remarquable  suivante  :  Tout 
groupe  linéaire  G  de  la  même  structure  ne  laissant  invariante 
aucune  multiplicité  plane  peut  se  déduire  par  un  procédé 
régulier  de  ces  1  groupes  particuliers,  dits  «  fondamentaux  ». 
Pour  arriver  à  celte  génération  on  prend,  d'une  certaine  ma- 
nière, qui  n'est  d'ailleurs  pas  unique,  une  variable  particulière 
appelée  variable  dominante,  dans  chaque  groupe  fondamental. 
Soit  Xi  la  variable  dominante  de  g%.  On  se  donne  alors  arbitraire- 
ment l  entiers  pl7  p>,  .  ..,  /;/,  positifs  on  nuls,  et  l'on  considère 
l'expression 

Lorsqu'on  applique  à  cette  expression  les  transformations  du 
groupe  g  à  /•  paramètres  dont  les  équations  s'obtiennent  par  la 
juxtaposition  des  équations  de  gK  ,g'2,  •••î#v(  '  )•> cette  expression  se 
transforme  en  un  certain  nombre  d'autres  linéairement  indépen- 
dantes. 

Le  groupe  le  plus  général  cherché  G  indique  comment  le 
groupe  g  transforme  linéairement  toutes  ces  expressions.  Il 
dépend  donc  d'un  système  de  /entiers  positifs  ou  nuls. 

Les  groupes  semi-simples  s'engendrent  d'une  manière  analogue. 
Si  par  exemple  un  groupe  semi-simple  est  formé  de  deux  sous- 
groupes  simples,  on  engendrera  tous  les  groupes  linéaires  G  qui 
ont  sa  structure  en  prenant  un  groupe  linéaire  quelconque  g  de  la 
première  structure  simple,  aux  variables  x^  x2,  ...,  xm  ;  et  un 
groupe  linéaire  quelconque  g1  de  la  seconde  structure  simple, 
aux  variables  yK ,  ...,  yn.  Le  groupe  le  plus  général  cherché 
est  celui  qui  indique  comment  les  mn  quantités  Xiyh  sont  trans- 
formées linéairement  entre  elles,  soit  par  les  transformations  de  g, 
soit  par  celles  de  g'. 

Les  résultats  ainsi  obtenus  comprennent  en  particulier  ceux 
<pie  Ton  connaît  déjà  relativement  à  la  génération  des  groupes  pro- 
jectifs  à  trois  paramètres  qui  ne  laissent  invariante  aucune  multi- 


< l)  Il  faut  naturellement  supposer  que  tous  ces  groupes  ont  les  mêmes  para- 
mètres  en  nombre  / .  ou  encore  que  chaque  transformation  infinitésimale  de  g  est 
la  somme  de  /  transformations  infinitésimales  correspondantes  prises  dans  chacun 
jea  i  groupes  fondamentau  \ . 
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pi  ici  té  plane  :  chacun  d'eux  indique  en  effet  comment  le   groupe 
projectif  de  la  droite  transforme  entre  elles  les  expressiou> 

Je  forme  dans  ce  Mémoire  les  différents  groupes  fondamentaux 
correspondant  aux  différentes  structures  simples. 

Les  groupes  fondamentaux  du  type  (A)  sont  connus  depuis 
longtemps  :  ce  sont  les  groupes  projectifs  qui  indiquent  comment 
le  groupe  projectif  de  l'espace  à  /  dimensions  transforme  les 
points,  les  droites,  les  multiplicités  planes  à  2  dimensions,  etc., 
les  multiplicités  planes  à  / — 1  dimensions  de  cet  espace.  Ces 
groupes  sont  respectivement  à 

w+n     w+u     w-t-n      '•-•>     L/+i 
variables. 

Parmi  les  groupes  fondamentaux  du  type  (B),  l'un  est  le  groupe 
projectif  d'une  quadrique  dans  l'espace  à  2/  dimensions; 
/ — 2  autres  indiquent  comment  ce  groupe  projectif  transforme 
dans  cet  espace  les  multiplicités  planes  à  1,2,  ...,  /  —  a  dimen- 
sions. Enfin,  un  dernier  groupe  fondamental  es!  lotit  à  fait  à  part; 
il  est  à  11  variables;  il  indique  comment  le  groupe  projectif  de  la 
quadrique  transforme  les  11  paramètres  homogènes  (surabondants) 
des  multiplicités  planes  à  / —  1  dimensions  qui  engendrent  la  qua- 
drique. D'ailleurs,  ce  dernier  groupe  fondamental  peut  servir,  par 
un  procédé  que  j'indique,  à  engendrer  tous  le^  autres  groupes 
fondamentaux. 

Les  résultats  relatifs  au  type  (D)  sont  analogues,  sauf  que  le 
groupe  fondamental  à  a'  variables  est  remplacé  par  deux  groupes 
fondamentaux  (d'ailleurs  isomorphes)  à  :\l   ■  variables. 

Les  groupes  fondamentaux  du  type  (C)  se  déduisent  très  faci- 
lement de  l'un  d'entre  eux,  qui  est  le  groupe  projectif  d'un  com- 
plexe linéaire  de  l'espace  à  •>.  /  —  1  dimensions. 

J'indique  enfin  la  formation  des  groupes  fondamentaux  des 
types  (E),  (F)  et  (G),  Des  six  groupes  fondamentaux  du 
type  (E)  (Z  =  6),  deux  sont  à  27  variables,  un  à  78,  deux  à  I5i 
et  un  à  aga5. 

Les  quatre  groupes  fondamentaux  du  type  I  son!  respective- 
ment à  •>.(),  5 a,  '7 3  el  1  an  1  variables. 
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Enfin,  les  deux  groupes  fondamentaux  du  type  (G)  sont  respec- 
tivement à  y  et  i  \  \ ariables. 

Je  suppose1  dans  tout  ce  cpii  suit  qu'on  a  affaire  à  des  variables 
et  à  des  paramètres  complexes.  Je  me  propose  de  compléter 
ultérieurement  les  résultats  précédents  en  ce  qui  concerne  les 
groupes  réels  (  '  ). 


I.    —   GÉNÉRALITÉS.    POIDS,    POIDS   HOMOLOGUES. 

1.  Considérons  un  groupe  linéaire  et  homogène  à  n  variables 
.r,,  X-2-,  ...,  xn,  et  supposons  que  ce  groupe  ne  laisse  invariante 
aucune  multiplicité  plane.  J'ai  démontré  précédemment  (2)  que  ce 
groupe  : 

Ou  bien  est  simple  ou  semi-simple; 

Ou  bien  est  formé  d'un  sous-groupe  simple  ou  semi-simple  et 
du  groupe  à  un  paramètre  des  transformations  homothétiques 

àf  àf 

axx  oxn 

La  détermination  des  groupes  linéaires  qui  ne  laissent  invariante 
aucune  multiplicité  plane  revient  donc  à  celle  de  ces  groupes  qui 
sont  simples  ou  semi-simples. 

2.  On  sait  que  les  transformations  infinitésimales  d'un  groupe 
semi-simple  d'ordre  /*  et  de  rang  /  peuvent  être  choisies  de  manière 
à  satisfaire  aux  conditions  suivantes  (3)  : 

D'abord  /  de  ces  transformations  Y,,  Yo,  ...,  Y/  sont  échan- 
geables entre  elles  ;  ensuite  les  r  —  /  autres  X, ,  . . . ,  Xr_/  satisfont 
;iu\  relations 

(Y/X/,)  =  mikXk        (i  =  I,  2,  ...,  /;  A  =  i,  2,  .. .,  r  —  /), 


(  '  )  Je  fais  dnns  le  cours  de  ce  Mémoire  des  renvois  fréquents  à  ma  Thèse  : 
Sur  la  structure  des  groupes  de  transformations  finis  et  continus.  Paris, 
Nony,   is'/|.  I<;  la  désignerai  pour  abréger  par  la  notation  C. 

C1)  Les  groupes  de  transformations  continus,  infinis,  simples  (Ann.  Ec. 
IVorm.  sup.,  j"  série,  t.  XXVI,  1909,  p.  99). 

(»)  C,  Chap.  IV,  p.  61-67. 
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où  les  niik  sont  des  coefficients  constants.  V  chaque  transforma- 
tion X#  est  associée  une  racine  u)k  de  l'équation  caractéristique 
relative  à  la  transformation  infinitésimale  eK  Yt  -+-...+  £/  Y/. 
Ces  r — /  racines  sont  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients 
rationnels  de  /  d'entre  elles,  linéairement  indépendante-, 

OJj,        W2,        .  .  .  ,        OJ/ 

et  l'on  peut  toujours  choisir  ces  /racines  (ailes  fondamentales)  de 
manière  que  toutes  les  autres  soient  de  la  (orme 

les  Aa;  étant  entiers.  Le  crochet  (XyX*)  de  deux  transformations  X 
est  un  multiple  non  nul  de  la  transformation  X  qui  appartient  à  la 
racine  w/ +  a)*,  si  cette  racine  existe;  dans  le  cas  contraire,  ce 
crochet  est  nul.  Enfin,  à  deux  quelconques  oja,  coq  des  r — / 
racines  tu  est  attaché  un  entier  #,ap  jouissant  de  la  propriété  que 
toutes  les  quantités  qui  font  partie  de  la  progression  arithmétique 
de  raison  wp,  et  dont  les  termes  extrêmes  sont  (oa  et  coa  -+-  aa^' 
sont  des  racines.  Il  existe  de  même  un  entier  rtpa.  On  a  en  parti- 
culier aau  =  —  2.  Enfin,  si  l'on  a 

on  a 

««/=  fcai«i/-t--  >--\-haian        (t  =  i,  2,  ...,  r—  /). 

3.  Si  un  groupe  semi-simple  est  linéaire  et  homogène  à  // 
variables,  on  peut  choisir  ces  variables  de  manière  que  chacune 
ait  un  poids  ra  (').  Ce  poids  tt>  est  une  combinaison  linéaire 
à  coefficients  rationnels  des  /  racines  fondamentales  o>,,  toa u)/ : 

Si  5?  est  une  variable  de  pouls  gj,  Xa(a?)  est  une  combinaison 

linéaire  des  variables  de  poids  ttt  -f-  (oa. 
Si   Ton    pose 

aa=  miala-h  mjaJa-h. .  .4- m/a/a        (et  =  i,  a r      /. 


(')  C,  Chap.  VIII,  p.  i '7  1 53.  Les  poids  w  sont  ce  que  j'appelle,  dans  ma  M 

les  racines  secondaires. 
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el  si  l'on  considère  les  poids  qui  forment  la  progression  arithmé- 
tique de  raison  wa  et  dont  les  1er  m  es  extrêmes  sont  m  el  ttj  -\-  />aioa, 
il  existe  des  variables  de  chacun  de  ces  poids. 'De  plus,  il  \  a  autant 
de  variables  de  poids  tît  -H^ao>a  (jue  de  variables  de  poids  m.  Nous 
désignerons  en  particulier  le  poids  rn  -\-  baiùa  par  la  notation  Sara, 
et  nous  l'appellerons  le  poids  transformé  de  rvr  par  la  substi- 
tution Sa.  Si  (o-x'  =  — d)a,  on  a 

S(x'  Sain  =  nr. 

Un  poids  m  sera  dit  un  poids  frontière  s'il  est  impossible  de 
trouver  une  racine  toa  telle  qu'il  y  ait  en  même  temps  des  variables 
de  poids  et  -f-  (oa  et  des  variables  de  poids  m  —  coa.  Il  y  a  évidem- 
ment des  poids  frontières;  il  suffit  de  prendre  parmi  les  poids  de 
toutes  les  variables  du  groupe,  ceux  pour  lesquels  le  coefficient/??, 
de  la  formule  (i)  est  le  plus  grand;  parmi  ces  poids,  ceux  pour 
Lesquels  le  coefficient  nf2  est  le  plus  grand,  et  ainsi  de  suite. 
On  arrive  ainsi  à  un  poids,  que  nous  appellerons  poids  dominant, 
et  qui  est  évidemment  frontière. 

Si  to  est  un  poids  frontière,  il  en  est  de  même  de  Sarn.  Suppo- 
sons en  effet  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  Pour  une  certaine  valeur 
de  (3,  il  existerait  en  même  temps  des  variables  de  poids  SaTO  -f-  (op 
et  des  variables  de  poids  Sarr,  —  top.  Par  suite,  il  existerait  en 
même  temps  des  variables  de  poids 

Sa'(  SaEï  -+-  Mp)  =  77T  -h  Sa'(i)p  et  Sa'(Sanr  —  wp)=  T3  —  Sa'U>p, 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse,  la  quantité  Sawp  étant  une 
racine  ojy. 

On  mon  Ire  de  la  même  manière  que  si  ra  n'est  pas  un  poids 
frontière,  Sa7rj  ne  l'est  pas  non  plus. 

ï.  Nous  appellerons  poids  homologues  d'un  poids  donné  ro  tous 
les  poids  qui  peuvent  s'en  déduire  par  les  transformations  Sa 
répétées  un  nombre  quelconque  de  fois. Tous  les  poids  homologues 
de  m  sont  de  la  forme 

il  leur  correspond  à  tous  le  même  nombre  de  variables. 

Si  le  groupe  ne  laisse  invariante  aucune  multiplicité  plane, 
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tous  les  poids  frontières  sont  homologues  entre  eux  et  homo- 
logues du  poids  dominant.  Supposons,  en  effet,  qu'il  y  ait  des 
poids  frontières  qui  ne  soient  pas  homologues  du  poids  dominant  II. 
Soit  nj0  le  plus  liant  de  ces  poids  frontières.  Considérons  alors 
toutes  les  variables  dont  le  poids  est  w0  ou  moins  haut  que  nr0. 
Je  dis  que  ces  variables  sont  transformées  entre  elles  par  le  groupe. 
Si,  en  effet,  une  de  ces  variables  donnait,  en  lui  appliquant  la 
transformation  Xa,  une  nouvelle  variable  de  poids  plus  haut 
(pie  7u0,  le  poids  m  de  cette  variable  ferait  partie  d'une  progression 
arithmétique  de  raison  wa;  le  terme  tv  -+-  oa  de  cette  progression 
serait  un  poids  plus  haut  que  tu0  ;  il  y  aurait  donc  un  poids  frontière 
de  la  forme  rrr  -+-  Acoa  (A  ^  i)  qui  serait  nécessairement  homologue 
de  T30.  Or,  la  transformation  Sa,  appliquée  à  ce  poids  frontière 
donnerait  un  poids  homologue  de  la  forme  m  —  hf<x>a  (h'^o).  et 
par  suite  moins  haut  que  st0,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Les  variables  considérées  (Haut  transformées  par  le  groupe, 
on  obtient,  en  les  égalant  à  zéro,  les  équations  d'une  multiplicité 
plane  invariante  par  le  groupe,  ce  qui  est  encore  contraire  à 
l'hypothèse. 

il  résulte  de  là  que  dans  tout  groupe  linéaire  qui  ne  laisse 
invariante  aucune  multiplicité  plane,  tout  poids  frontière 
détermine  tous  les  autres  points  frontières. 


II.  —  Groupes  isomorphes  i>k  même  poids  dominant. 

5.  Nous  allons  maintenant  démontrer  que  si  deux  groupes 
linéaires  isomorphes  ne  laissant  invariante  aucune  multiplicité 
plane  ont  le  même  poids  dominant ,  ils  sont  semblables. 

Prenons  en  effet  dans  le  premier  groupe  une  variable  //  ayant 
pour  poids  le  poids  dominant.  Considérons  toutes  les  expressions 
de  la  forme 

où  \  //  est  mis  à  la  place  de  X.(fl    .  \  \   u  à    la    place   de   \  |  \   (tt)] 
et  ainsi  de  suite. 

("es  expressions  (a)  en  nombre  infini  peuvent  être  rangées  dans 
une  suite  linéaire.  Chacune  d'elles  est   une  combinaison  linéaire 


M 
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des  variables  de  même  poids.  Soient 

Etf,        M-2i        u3,        •  •  •  , 

ces  expressions. 

Piirlons  de  même  d'une  variable  c  du  second  groupe  admettant 
pour  poids  le  poids  dominant  et  formons  sur  v  les  expressions 
analogues  à  (2).  Soient 

V\,      c2,      P3,       

Chaque  (7  est  de  même  poids  (pie  l'expression  ut  correspon- 
dante. On  peut  d'ailleurs  supposer  U\  —  //,  v{  =  v. 

().  Considérons  parmi  les  expressions  (2)  celles  qui  sont  du 
poids  dominant  m  ;  nous  allons  d'abord  démontrer  qu'elles  sont  de 
la  forme  ku,  k  étant  un  coefficient  numérique  qui  ne  dépend  que 
du  poids  dominant,  ainsi  que  des  indices  a/  qui  entrent  dans  la 
formation  de  l'expression  (2)  considérée. 

Chaque  racine  oja  est  de  la  forme 

wa.  =  mu  o)|  -+-  mftWj  +  . . .+  m// <i>/, 
et  l'on  a  évidemment 

c'est-à-dire 

2m,1  =  o,         Sm,'2=o,         ...,         £m//=o. 

Supposons  que  l'un  au  moins  des  coefficients  m/4  soit  différent 
de  zéro;  alors  l'un  d'eux  est  positif;  supposons  que  h  soit  la  plus 
petite  valeur  de  i  pour  laquelle  cela  a  lieu.  Nous  allons  d'abord 
montrer  que  l'expression  considérée  (2)  est  une  combinaison 
linéaire  d'expressions  analogues  de  même  poids  rn,  mais  pour 
lesquelles  le  nombre  n  est  plus  petit. 

En  effet,  si  d'abord  tous  les  coefficients 

miu     miU     ...,     771a-i,i 

sont    nuls,   l'expression   (2)  est    identiquement   nulle,   car,   sinon 
le  poids  de  l'expression 

Xaj  Xaft  ,  Xah_, . .  .XXiu 
serait 
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et  le  coefficient  de  w<  dans  tz'  est  supérieur  au  coefficient  de  to, 
dans  to,  qui  ne  serait  pas  ainsi  le  poids  dominant. 
Plaçons-nous  maintenant  dans  Je  cas  général.  On  a 

X<x„  •  •  •  XakXa;i_, . . .  Xot,  u 

—  Xan.  .  .  (XafcXa^JXaj.,  .  •  .  Xai  a  -f-  Xa„  .  .  •  Xafc ..,  Xa;,Xafc _.,  .  .  .  Xa,  w. 

Pour  la  première  expression  du  second  membre  le  nombre  n  est 
diminué  d'une  unité,  à  moins  que  a)a  H-  taa.  ne  soit  nul;  dans  ce 
cas  le  crochet (Xa;iXa  )  est  une  combinaison  linéaire  des  transfor- 
mations Y,  et  son  effet  sur  l'expression  Xa;  .  .  .  Xa  u  est  de  la 
multiplier  par  un  facteur  numérique  qui  ne  dépend  que  de  son 
poids  et  de  a^  (');  le  nombre  n  est  alors  réduit  de  deux  unités. 
Dans  la  seconde  expression  du  second  membre,  au  contraire, 
11  n'est  pas  changé;  mais  l'indice  h  est  diminué  d'une  unité. 
En  raisonnant  sur  cette  seconde  expression  comme  sur  la  pre- 
mière, on  fera  avancer  la  transformation  Xa/i  jusqu'à  ce  qu'il 
n'y  ait  plus  après  elle  aucun  indice  a/  pour  lequel  ///,,  soit  négatif; 
alors  on  sera  arrivé  à  une  expression  identiquement  nulle. 

On  pourra  ainsi  réduire  de  proche  en  proche  le  nombre  n  lant 
qu'il  restera  des  indices  a,  pour  lesquels  /nn  n'est  pas  nul.  La 
réduction  aura  une  fin  puisque  n  ne  peut  descendre  au-dessous 
de  2  sans  être  nul. 

Lorsqu'il  n'y  aura  plus  aucun  indice  y.,-  pour  lequel  mn  soit 
différent  de  zéro,  on  raisonnera  sur  les  indices  pour  lesquels  mrl 
n'est  pas  nul,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ail  fait  disparaître 
toutes  les  transformations  \. 

L'expression  primitive  se  trouvera  finalement  de  la  forme  /»//, 
k  ne  dépendant  pas  du  groupe  Linéaire  considéré,  mais  unique- 
ment du  poids  m  et  des  indices  a,,  x2,  .  .  .,  a„. 

7.  Considérons  maintenant  les  expressions,  en   nombre  infini, 
Elles  sont  toutes  des  combinaisons  linéaires  d  un  nombre  fini 


(')  Cela  résulte  d'un  théorème  d'après  lequel  Y  m  est  un  multiple  de  u,  si  /<• 
poids  de  u  n'es/  pas  nul.  Ce  théorème  résulte  au  fond  des  propriétés  connues 
des  groupes  linéaires  simples  à  trois  paramètres.  Voir  aussi  e.  p     ,,  toa, 
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d'enlre  elles,  nombre  au  plus  égal  au  nombre  des  yariables  du 
groupe.  Soient 

X\ ,       -r.>,        .  .  .  ,       Xp 

ces  combinaisons  indépendantes,  dont  chacune  a  un  poids  déter- 
miné. 

La  multiplicité  plane 

X i  =  X-2  = . . .  =  x p  =  o 

csi  évidemment  invariante  par  le  groupe,  puisque  chaque  expres- 
sion \0Lxi  est  une  des  expressions  m,*,  et  par  conséquent  combi- 
naison linéaire  de  x{,  . .  .,  xp.  Il  faut  donc,  puisque  le  groupe 
n'admet  aucune  multiplicité  plane  invariante,  que  toute  variable 
du  groupe  soit  une  combinaison  linéaire  de  .r,,  ...,  xp. 

On  voit  de  plus  (5),  que  parmi  les  expressions  #<5  #2,  . ..,  xp, 
une  seule  est  du  poids  dominant  w)  donc,  si  un  groupe  linéaire 
ne  laisse  invariante  aucune  multiplicité  plane,  il  existe  une 
seule  variable  ayant  pour  poids  le  poids  dominant,  et  par 
suite  aussi  une  seule  variable,  ayant  pour  poids  un  poids 
frontière. 

(S.  Supposons,  maintenant,  ce  qui  est  toujours  possible,  qu'on 
ait  pris 

xi  =  w, ,       x2  =  uln,       x3  =  uh,       . . . ,       xp—  Uip       ( i  <  sa <  i3 <  . ..  <  ip ), 

et  considérons  les  relations  linéaires  qui  expriment  : 

iii M/,    î  en  fonction  de  ii\\ 

u,,,\.   ....  M/,—1  en  fonction  de  Mj,  M*,; 
Uù+u  •••■>  uu-i  en  fonction  de  itj,  W/ ,  Uu\ 


Si  Ton  considère  les  mêmes  relations  entre  les  v  de  même  indice, 
il  se  peut  a  priori  qu'un  certain  nombre  de  ces  relations  ne  soient 
pas  identiques;  elles  exprimeraient  alors  des  relations  entre  les 
variables  du  second  groupe,  chaque  relation  ne  contenant  que  des 
variables  de  même  poids.  Supposons  que  q  de  ces  relations  soient 
indépendant  s  el  soient 

\  |,       V2,       ....       \ ,/ 
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leurs  premiers  membres.  Le  groupe  échange  entre  elles  les  quan- 
tités Vf,  ...,  V,7.  En  effet,  si  l'on  applique  à  l'une  d'elles  Y,  la 
transformation  Xa,  on  oblient  une  expression  qui,  égalée  à  zéro, 
donne  une  relation  entre  les  p/j  et  la  relation  analogue  entre 
les  Ui  est  identique. 

D'autre  part,  parmi  les  V/,  il  n'y  en  a  aucune  de  poids  gj,  parce 
que,  d'après  (5),  toute  relation  entre  les  ui  de  poids  ttt  est  de  la 
forme  Ui=kiU  et  que  le  coefficient  /,,  est  le  même  pour  les  v  (pie 
pour  les  u. 

Si  donc  q  n'était  pas  nul,  le  second  groupe  linéaire  aux 
variables  v  admettrait  une  multiplicité  plane  invariante,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  établit  entre  les  variables  u  et  les 
variables  v  les  relations  p/  =  M/,  relations  qui  n'introduisent 
aucune  relation  entre  les  variables  v  ni  entre  les  variables  //.  les 
deux  groupes  deviennent  identiques,  puisque  si  \%Ui=  u  j,  on  a 
aussi  Xar,  =  cy.  Par  conséquent,  si  deux  groupes  linéaires 
isomorphes  qui  ne  laissent  invariante  aucune  multiplicité 
plane,  admettent  le  même  poids  dominant,  ils  sont  sem- 
blables. 

La  même  conclusion  subsiste  évidemment  s'ils  ont  un  poids 
frontière  commun. 


9.  La  démonstration  précédente  montre  comment  on  peut  former 
tous  les  poids  d'un  groupe  linéaire;  ne  laissant  invariante  aucune 
multiplicité  plane,  dès  que  l'on  connaît  un  poids  frontière  gj§. 

On  forme  d'abord   les  poids  homologues  de  ro0,  ce  qui  donne 

tous  les  poids  frontières. 

On  considère  ensuite  chaque  substitution  Sa  telle  que 


SaT7T0   =    7TT0  ~h   II 


'a- 


rentier  h  étant  plus  grand  que  i  ;  et  Ton  prend  les  poid 


m0 


m„    • 


( )n  obtient  ainsi  un  certain  nombre  de  poids  nouveaux,  non 
frontières,  dont  on  détermine  les  homologues.  Gela  donne  un 
certain  nombre  de  systèmes  de  poids  homologues. 
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Dans  chacun  de  ces  systèmes  on  prend  un  poids  particulier  sur 
Lequel  on  (.ni  1rs  mêmes  opérations  qu'on  vient  de  faire  sur  bt0 
el  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  ces  opérations  ne  soient  plus 
possibles. 

On  obtient  ainsi  un  certain  nombre  de  systèmes  de  poids  homo- 
logues, les  poids  d'un  même  système  correspondant  au  même 
nombre  de  variables  du  groupe  linéaire. 

III.  —  Produit  de  deux  groupes  linéaires  isomorphes. 

10.  Considérons  deux  groupes  linéaires  g{  et  g2  n'admettant 
aucune  multiplicité  plane  invariante  et  isomorphes  entre  eux. 
Supposons  d'une  manière  plus  générale  qu'ils  soient  isomorphes 
(  holoédriques  ou  mériédriques)  d'un  même  groupe  semi-simple  G. 
Soient  #,,  x2,  •••?  xp  'es  variables  du  premier;  soient  yK , 
Vj,  .  .  . ,  yq  les  variables  du  second. 

Prenons  /  racines  fondamentales  o>,,  w2,  .  .  . ,  (*>i  du  groupe  G 
et  soient,  par  rapport  à  ces  racines,  ro  le  poids  dominant  de  gK  et 
m'  le  poids  dominant  de  g2>  Nous  pouvons  supposer  que  xK  est  la 
variable  unique  de  poids  73, y{  la  variable  unique  de  poids  rz' . 

Si  nous  considérons  les  différents  produits  xiyi^  ils  sont 
échangés  entre  eux  d'une  manière  linéaire,  définissant  ainsi  un 
groupe  linéaire  à pq  variables.  Partons  maintenant  du  produit  xty{ 
et  appliquons-lui  successivement  et  plusieurs  fois  de  suite  les 
différentes  transformations  du  groupe.  Nous  obtiendrons  un  cer- 
tain nombre  de  combinaisons  linéaires  r,,  z-2}  .  .  .,  zr  des  pro- 
duits Xiyjç:  chacune  d'elles  étant  formée  de  produits  tous  de  même 
poids.  L<'  groupe  qui  indique  comment  ces  r  quantités  3,, 
:■_,.  .  .  . ,  zr  sont  transformées  est  un  groupe  linéaire  qui  ne  laisse 
évidemment  invariante  aucune  multiplicité  plane.  Nous  l'appelle- 
rons le  produit  des  deux  groupes  donnés.  Son  poids  dominant  est 
égal  à  la  somme  des  poids  dominants  des  deux  groupes. 

Ce  qui  précède  prouve  donc  V existence  d  un  groupe  linéaire 
admettant  pour  point  dominant  la  somme  des  poids  domi- 
nants de  deux  groupes  donnés  et  donne  un  procédé  simple 
pour  construire  ce  groupe, 

11.  Nous  allons  maintenant   montrer  que  le  poids  du  groupe 
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produit  s'obtient  en  faisant,  de  toutes  les  manières  possibles  et 

sans  exception,  la  somme  d'un  poids  du  premier  groupe  facleur 
et  d'un  poids  du  second  groupe  facteur. 

Considérons  en  effet  les  équations  finies  du  groupe  gK  et  soit 

X\  =  ai  X i  -+-  «2  #2  4-  •  •  •  -H  &p  &/> 

l'équation  qui  donne  la  variable  x\  transformée  de  .r,.  Il  n'y  a 
aucune  relation  linéaire  à  coefficients  constants  entre  aK. 
a->,  ...,  ap  ;  car  s'il  y  en  avait  une  on  pourrait  choisir  In- 
variables de  manière  à  avoir  ap+{  =  .  .  .  =  ol,==  o  sans  qu'il  y  ait 
aucune  relation  linéaire  à  coefficients  constants  entre  fl|,  ....  ap\ 
On  démontrerait  alors  facilement,  en  utilisant  la  propriété  qui 
sert  de  définition  aux  groupes,  que  la  multiplicité  plane 

OC  i  ^s  00  •>  ——  •  •  •  —=  X  j)  ^ï  (  ) 

est  invariante  par  le  groupe. 
Soit  de  même 

y\—  btyi  +  l>2y2 -+- . . . -4-  Vr,7 

l'équation  qui  donne  la  variable y\  transformée  dcr,  par  la  trans- 
formation la  plus  générale  du  groupe  g2.  On  en  déduit 

x\y\  =  Vaibkxiyk. 

Si  i  ei  k  sont  deux  indices  quelconques  (/'*/>.  k  çr),  le  coeffi- 
cient aibh  de  .r/y*  n'est  pas  nul,  puisque  ni  ai  ni  6**ne  le  soft!  :  il 
n'est  pas  non  plus  constant  (si  i  et  k  ne  sont  pas  tous  les  deux 
égaux  à  i),  puisqu'il  doit  se  réduire  à  zéro  pour  la  transformation 
identique  de  G.  Ce  coefficient  aibh  dépend  doue  effectivement 
des  paramètres  de  G.  Par  suite,  si  Ton  pose 

•'7. VA-—  S/*, 

l'une  des  transformations  infinitésimales  du  groupe*  qui  transforme 

les  cao  est  de  la  forme 

v  1 1 

Il  résulte  de  là  que  le  groupe  produit  défini  plus  haul  contient 
la  variable  hz^  \-  .  .  .  ;  autrement  dit   l'un  des  poids  du  groupe 

XLI.  5 
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produit  esl  la  somme  du  pouls  de  La  variable  xt  el  du  poids  de  la 
variable  yk.  Ces!  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  prouve  que  le  groupe  produit  est  indépendant 
de  la  définition  particulière  donnée  au  préalable  du  pouls 
dominant.  Les  poids  frontières  sont  ions  la  somme  d'un  poids 
frontière  de  gi  cl  d'un  poids  frontière  de  g'2> 

IV.    —    U:s   GROUPES   LINÉAIRES   FONDAMENTAUX. 

12.  Nous  allons  maintenant  démontrer  qu'étant  donnée  une 
structure  simple  de  rang  /,  il  existe  l  groupes  linéaires  particu- 
liers de  cette  structure,  ne  laissant  invariante  aucune  multi- 
plicité plane  et  tels  que  tout  autre  groupe  linéaire  isomorphe 
ne  laissant  invariante  aucune  multiplicité  plane  puisse  être 
regardé  comme  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  de  ces  groupes, 
chacun  d'eux  pouvant  entrer  plusieurs  fois  comme  facteur. 

Autrement  dit  on  peut  trouver  l  groupes  linéaires  giy 
g*,  •  •  -,  gi  tels  que  si\\y,  ÏI2,  . . .,  FI/  sont  leurs  poids  dominants, 
le  poids  dominant  de  tout  autre  groupe  linéaire  de  même 
structure  soit  de  la  forme 

où  les  coefficients  pi  sont  des  entiers  non  négatifs. 

Ces  /  groupes  s'appelleront  les  groupes  fondamentaux  de  la 
structure  donnée. 

Remarquons  d'abord  qu'on  ne  peut  pas  trouver  deux  systèmes 
différents  de  /  groupes  fondamentaux,  et  cela  quelle  que  soit  la 
définition  donnée  au  préalable  des  poids  dominants.  Car  si  avec 
une  deuxième  définition  on  arrivait  à  trouver  l  nouveaux  groupes 
fondamentaux  g\,  g\_,  .  ..,  g\,  leurs  poids  dominants,  à  V  ancien 
sens,  seraient  de  la  forme 

Pli  II 1  H-/?/2  H2  -H  -  -  -H-  />// 11/  (î  =  I,  2,  . . .,  /). 

Chacun g^  des  /  premiers  groupes  fondamentaux  sciait  alors  un 

produit  de  la  forme 

e'Çii  g'iii . .    g-'ffn. 

et,  d  après  le  u"  9,  contiendrai!  ions  les  poids  obtenus  en  ajoutant 
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de  toutes  les  manières  possibles  le  poids  de  chaque  facteur.  Son 
poids  dominant,  à  V ancien  sens,  serait  donc 

Zqijpikïïic=  H,. 

On  en  déduit  facilement  l'identité  des  deux  systèmes.  Il  n'y 
aurait  qu'un  cas  où  la  conclusion  sérail  douteuse,  c'est  celui  où  un 
des  poids  11/  serait  déjà  une  somme  de  multiples,  positifs  ou  nui-. 
des  autres.  Dans  ce  cas  la  représentation  de  tout  poids  dominanl 
au  moyen  des  poids  fondamentaux  ne  serait  pas  unique  :  mais 
nous  verrons,  pour  chaque  type  de  groupes  simples,  que  ce  cas 
ne  se  présente  pas. 

La  détermination  des  groupes  fondamentaux  de  chaque  struc- 
ture simple  étant  supposée  faite,  on  en  déduit  facilement  tous  tes 
groupes  linéaires  (ne  laissant  invariante  aucune  multiplicité  plane 
de  structure  semi-simple  donnée.  Si  cette  structure  résulte  de  la 
composition  de  plusieurs  sous-groupes  simples,  on  considérera 
les  groupes  fondamentaux  relatifs  à  ces  différentes  structures 
simples  et  l'on  formera  tous  les  groupes  produits  de  ces  groupes 
fondamentaux.  Ici  aussi  ces  groupes  fondamentaux  sont  en 
nombre  /,  /  étant  le  rang  du  groupe.  Mais  ils  ne  sont  qu'iso- 
morphes mériédriques  au  groupe  semi-simple  donne. 

Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  les  différents  types  «le 
groupes  simples.  Nous  commencerons  d'abord  par  la  détermina- 
tion des  l  poids  dominants  fondamentaux  II,.  IL Il/,  el  nous 

démontrerons  ensuite   l'existence  de  groupes   linéaires  admettant 
ces  poids  fondamentaux. 

V.    —    l'oins   FONDAMENTAUX   1)1    TYPE   Ai. 

13.   Ici  les  racines  sont  de  la  forme 

où  les  /  +  i   quantités  <<>,  sont  liées  par  la  relation 

toi       tti|  -4-, . .  ■+■  u>/  .  i       ". 
Tout   poids  rrr  est  de  la  forme 

HT  =    /l>i  (->!      :      Pt|  tl)|         ...,///        i  (•).  |  i. 
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où  les  coefficients  ni/  peuvent' toujours  être  supposés  liés  par  la 

relation 

m  t  -f-  m%  -+- . . .  -h  m /-m  =  o. 

Si 


0)«  =  O), —  tu 


/1 

on  a 

l>a  =  —  /»/  +  >»j\ 

par  suilo  les  coefficients  mt  diffèrent  entre  eux  de  nombres 
entiers,  ce  sont  donc  des  fractions  ayant  pour  dénominateur  /  -f-  i . 
Pour  définir  le  poids  dominant,  nous  prendrons  tous  les  poids 
pour  lesquels  ni{  <>sl  maximum,  puis  parmi  ceux-là,  tous  ceux 
pour  lesquels  m2  est  maximum,  et  ainsi  de  suite.  Pour  qu'un  poids 
soit  dominant,  il  faut  et  il  suffît  qu'on  ait 

1  ï.   Parmi  les  poids  dominants  possibles  nous  pourons  prendre 
les  /  suivants  : 

10  i  -+-  U),  -f-.  .  .-f-  tu/ — /ov-f-i  — 

H,  = —{ =  -  <o/+„ 

'10>\  -f-  2U)2-f-.  .  .-h  210/-1 —  {l  —  2)W/ —  (l  —  2 )w/_f-i  —  - 

1]2  =    — — =—  U>/—  (*)/_,_!, 

L   ~T~  I 

ï 

i'(i)i  +  iwî  +  ..  .--+-  iuii—i+\  —  (  /  —  i)*ûi-i  —  ■  • . —  (  l  —  Ôw/-u 
11/  —  - 

/  Hh  I 
=  W/-i —  W/_/  +  i  .  .  . W/+1, 

/mj,  —  W2  —  •  •  .—  W/  +  1  - 

"'= —, =0J- 

Tout  autre  poids  dominant 

TTJ  =   /»1W|+  /H 2  W2  -h  .  .  .+  //?/+ 1  <0/+i 

est  de  la  forme 

TT7  =  pil\\  -\-  p2Ut-\- . .  .-\-  piU/, 

où   les  entiers  /«cm  négatifs  />,,  />2,   .  .  . ,  pi  sont  donnés  par  les 
relations 

Pi  =  mi—  rrii+u        Pi  =  '"/-i—  '»/,         •••,         pt=  mx—  m2. 

Les  |)<»ids  de  chaque  groupe  ^t  sont  tous  homologues  entre  eux. 
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Ils  s'obtiennent  en  effectuant  sur  les  indices  des  lettres  oj  de  11/ 
une  substitution  quelconque. 

Le  groupe  gi,  supposé  exister,  a  donc  C/+1  variables. 

VI.  —  Poids  fondamentaux  du  type  B). 

15.  Ici  les  racines  sont  de  la  forme  (  '  ) 

dz  (i)/,  ±  lûi±  Wy  (i  j6j\  iyf=s  i ,  2,  . .  . ,  /). 

Soit 

nr  =  m^Oi  -f-  m](i)j  +  . .  .-h  m  i  w/ 

un  poids  quelconque;  soient  S/ttt,  S/y  m,  S/y,T3  les  poids  transformés 
de  nr  par  les  susbtitutions  S  correspondant  aux  racines  w/,  oj/-+-  wy, 
oj/ —  o)j.  On  a 

S/TTT  =  CT  —  2  7W/<1>/,  S/yt«J  =  TU  —  (  7W/-+-  »ly)  (  CO/  -h  COy), 

Sjj'TS  =  TîT —  (/7l/ —  /Wy  )((!)/ —  0)y). 

Il  résulte  de  là  que  les  m/  sont  ou  bien  tous  entiers,  ou  bien 
tous  des  fractions  de  dénominateur  2  et  de  numérateur  impair. 

Définissons  le  poids  dominant  comme  dans  le  cas  du  type  A). 
On  voit  que  si  ra  est  un  poids  dominant,  tous  les  ////  sont  positifs 
ou  nuls  : 

Ces  inégalités  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  poids  ta 
soit  plus  haut  que  tous  ses  homologues. 

16.  Parmi  les  poids  dominants  possibles,  nous  pouvons  prendre 
les  /  suivants  : 

a»!  -+-  to2H-.  .  .  -h  w/ 

•  1 1  —  > 

i 

Il  2  =  W|, 

II3  —  to,    1-  u)j, 


11/  =  (Uj  -4-  C02  -+■  .  .  .  -h  (jû/_i. 

Tout  autre  poids  dominant  est  de  la  forme 

TB  =/'l  ll|     ;    />■!  II...    !-.  ..-+-/»/  Il/, 

(')  C,  p.  7!»- 
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où  les  entiers  non  négatifs  />{,  />_.,   . ..,  /)/  sont  donnés  par  les 
relations 

P\—>i»h       Pt=  nii—  m,.       ps=  m2 —  m8,         ...,        /^/= //</_,—  m/. 

»  -il  î        î        r  dt  tO.  zt  W.>±.  .  ,±  (0/ 

Les  i)()i(ls  de  i,'-,    son!  de  la  iorme et  sont  au 

nombre  de  2l ;  ils  sont  tous  frontières. 

Les  poids  de  g2  sont  ±  (0/  et  o;  les  il  premiers  sont  frontières. 

Les  poids  de  gz  sont  ±  w,±wy-  et  ceux  de  g2  :  ceux  qui  n'ap- 
partiennent  pas  à  ^2  sont  frontières. 

D'une  manière  générale  les  poids  de  ga  sont 

dzw/1±co/1±..  .±  w/a_, 
et  les  poids  de  ga-t-  Les  premiers  sont  frontières. 

VII.  —  Poids  fondamentaux  du  type  G). 
17.    Ici  les  racines  sont  ('  ) 

±  2  U>/,  ±  Ci)/±  Wy  (l,  y  =    I  ,    2,    .  .  .  ,    /). 

Soit 

cr  =  ni\  wj-h  m2W2  +  -  •  •■+■  w/io/. 

Si  S//,  S /y,  S/y  sont  les  substitutions  correspondant  aux   racines 
2(0/,  a>/  +  wy,  (0/ —  wy,  on  a 

S//T3  =  777  —  2/71/0)/,  S/yTJT  =  T7J  —  (tfl/  +  »&/)  (w/-+-  (Oy), 

S /y  7jj  =  rn  —  (  m/  —  wy  )  (  a>/  —  u>y  ) . 

Il  résulte  de  là  que  les  nii  sont  entiers.  Si  l'on  définit  le  poids 
dominant  comme  précédemment,  on  voit  (pie,  pour  loul  poids 
dominant,  on  a 

Ces  inégalités  sont  nécessaires  et  suffisantes. 

IX.    Parmi  les  poids  dominants  possibles,  on  peut  prendre  les  / 

(')C,  P-  -/>■ 
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suivants  : 

llt  =  (D,, 

II.,  =  OJj  -+-  (02, 


IT/  =  Mi  H-  <02  -h  .  .  .  -+-  M/. 

Tous  poids  dominant  m  est  de  la  forme 

0)  =yt>iIIt-!-p2lI24-...4-/>/rT/, 

où  les  entiers  non  négatifs  yo,,  p.2j    .  .  .,  /^  sont  donnés  par  les 
formules 


Mi  —  m. 


p-i=m1—m^        ...,       />/_!=  m/-!— m/,       p/=  m,. 


Les  poids  II  sont  donc  fondamentaux. 

Les  poids  de  g"<  sont  dz  w/,  en  nombre  2/,  tous  frontières. 
Les  poids  de  g2  sont  zh  to/dr  wy  et  o,  tous  frontières,  sauf  o. 
Les  poids  de  ^'3  sont  dz  co/ii:  coyzfc  co*  et  ceux  de  ^, .  les  pre- 
miers étant  frontières,  et  ainsi  de  suite. 


VIII.  —  Poids  fondamentaux  nu  type  D). 
19.   Les  racines  sont  ici  (' ) 

Soit 

TTT  =  M  i  O)  !  -+-  W2(02  =  .  .  .4-  M /  10/ . 

Si  S/y  et  S/y   sont  les  substitutions    correspondant    aux    racines 
&>/■+■  fa>y  et  w/ —  toj,  on  a 

S/yT3  =  m  —  (M/  -f-  Hly)  (o>/-b  U)y),  S/yT3  =  ttt  —  (//l| —  tfly  )  (<Uf  —  irty). 

Il  (Mi  résulte  que  les  ////  SOnI  tous  entiers,  ou  tous  (\^>  fractions 
de  dénominateur  2  et  de  numérateur  impair.  Si  l'on  définit  le 
poids  dominant  connue  clans  les  cas  précédents,  on  voil  que,  si 
i  <Cj,  on  doit  avoir 

m,     ntj,  /)),     --  nij. 

(l)  C,  p.  7.,. 
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Les  coefficients  m m}  ,   sont  donc  positifs  ou  nuls,  ne 

vonl  pas  m  croissant,  H  sonl  supérieurs  ou  égaux  à  /y//  <'n  valeur 
absolue 

tnx     m  -y     ...     in  /    x     o;  //?/    i  ^  |  /«/ 1. 

Ces  inégalités  sonl  nécessaires  el  suffisantes. 

-i).   On   peul  choisir  pour  poids  fondamentaux  les  poids  sui- 

\  ;mls  : 

<»>  1  ■+-  U>j -4- .  .  .  -t-   W/_!  —  (0/ 


II 1  = 


n,= 


o>!  H-  (02  -4-  .  .  .  -+-  W/_,  -f-  O)/ 


ll3  =  OJ,, 

11,  ==   (Oj  -f-  (Oo. 

11/  =   CO  i  -f-    (0  2  -t-  .  .  .  -+ "  10/ -2. 

Fout  poids  dominant  to  est  de  la  forme 

s  =  />i  'h  4-/>>n>-+-.  •  .-+-/>/ Il/, 
où  les  nombres  entiers  non  négatifs  />,,  ...,/>/  sont  donnés  par 

pi>— m2—  m3j         ...,        />/=  m/  2— "*/- 1- 

Les  poids  de  £-,  et  £"2  sont  tous  frontières  et  en  nombre  2/_l. 
Ceux  de  g"3  sont  de  la  forme  zh  io/,  tous  frontières.  Ceux  de  g'/, 
^<»ni  rtto/dztOy  et  o,  tous  frontières,  sauf  o.  Ceux  de  £"5  sont 
±  ai/ it  coyzh  (')a  et  ceux  de  g-3,  et  ainsi  de  suite. 

I\.   —  Poids  fondamentaux  du  tîpe  E)  (/  =  6). 
ï2l  .    Les  racines  sont  ici  de  la  forme  (') 

UJjj  =   ftii —   (Oy,  fO/y/,  .=  W/H-  10/  -H   ID/tj  o/,y/i.  =    —  (u>/  +  W/-+-  OJ/,  ) 

u.  /,  *  =  I,  2,  ...,  G), 
U) -    3u)0  =—  ^0>i  -h  (Oj-4-...-h  0JG),         w'()00  =  —  3w0  =  oj,  4-  0)2H-...-h  (06. 


C,  p.  Bo  et  i','. 
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Si  l'on  a  un  poids  w  de  la  forme 

nr  =  /??  !  OJ |  -f-  m2to2-t-.  . .-+-  m6  wG, 

et  si  l'on  désigne  par  S/y,  S/y*,  S00o  les  substitutions  correspon- 
dant aux  racines  w/y,  w/y*,  (o000,  on  a 

S/y-  c  =  m  —  (m/—  mj)  (co; —  wy), 

S//*w  =  T55  -1-  (  77  2  ma —  m,  —  mj—  /tn-  )  (cu/+  t*ty-+-  u>*  ), 

S0oo^  =  th  —  -Sma(w|  +  (i)2  +  ...+  wfi). 
> 

Il  résulte  de  là  que  les  m/  diffèrent  entre  eux  de  nombres 
entiers,  que  leur  somme  est  un  multiple  de  3  et  que  la  somme  de 
trois  quelconques  d'entre  eux  est  un  multiple  de  3.  Ce  sont  donc 
en  particulier,  ou  des  nombres  entiers,  ou  des  fractions  de 
dénominateur  3  et  de  numérateur  congru  à  i  (mod  3)  ou  des 
fractions  de  dénominateur  3  et  de  numérateur  congru  à  i  (mod  3). 

Si  l'on  définit  la  hauteur  relative  de  deux  poids  comme  précé- 
demment, on  voit  que  pour  tout  poids  dominant,  les  /w/  ne  \ont 
pas  en  croissant 

m(^.  ni2=  • .  •  =  ftia. 

De  plus  l'entier  -  ^/>?a — //r4 —  Wî5  —  />?<}  doit  cire  négatif  ou 
nul  ;  on  a  par  suite 

22.   Réciproquement,  supposons  qu'on  ail 

/  m\>mx    ■  ■  ■    rntî 

(«)  " 

on  peut,  démontrer  sans  difficulté  que  de  tous  les  poids  homo- 
logues de  bj,  aucun  n'est  plus  haut  que  lui.  On  forme  d'abord 
Facilement  tous  les  poids  homologues  de  ©.    abstraction  faite  de 


1\  - 


leur  ordre,  les  coefficients  de  ces  poids  homologues  rentrent  dans 
les  catégories  suivantes  : 


i" 


1    V  '    V 

o  > 


2'       / 


l         m/,      ///y,      ////,.      rïma 


ms.  —  -  ////, 


î  i 

j  o 

I  I  il 

J  o  J  J 


1 


_2iWa— my— ms,      -SBlj-Bly-Wi    (' 


D'après  cela,  si  l'un  de  ces  poids  était  au  moins  aussi  haut  que  ej, 


on  aurait  l'une  des  inégalités 


//?!  £//>a^  />*] 


l///a—  //?5—   ///G       ///1 


La  première  inégalité  donnerait 

//tl  -h  m2+  M  3  -h  //^4  -+-  WÎ5+  /«6=°> 

en  tenant  compte  de 

/??!-f-  m2-f-  m3  —  2(/>?4-f-  w5+  wG)  =  o, 

on  en  déduirait 

tu  ,  -+-  //?.2  H-  //?3  —  (  m4  -+-  //>5  h-  /»G  )  ■£  o, 


ce  qui  exige 


ttii  =  m*  =  m3  =  /??4  =  />?5  =  m6  =  o. 


La  deuxième  inégalité  conduirait  aux  inégalités 

-  Ï///2     /y/;-f-  ///54-  ///6^  />?,-+-  ma-^-  m^S.  -  S///a, 


(')  On  a  désigné  par  i,j,  /. ,  /\  s,  t,  les  six  indices  1,  2,  3,   I,  •">,  G,  rangés  dans 
un  ordre  quelconque. 
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d'où  l'on  conclut 

ttii  =  m2  =  m  3  =  //i;  =  2  (  rn-j  4-  m6). 

On  pourrait  donc  poser 

m,  =  m2  =  tn3  =  m>t  =  2a,         m$=b,        m6=  a — b         (za^b^L  —  =  oj. 

On  vérifie  directement  alors  que  le  poids  m  est  au  moins  aussi 
haut  que  tous  ses  homologues. 

Les  poids  dominants  sont  donc  complètement  caractérisés  par 
les  inégalités  (1). 

23.  On  trouve  facilement  les  poids  dominants  suivants,  rangés 
par  ordre  de  hauteur  : 


•-l+|51+*-i+|à,4+»^_« 


II,  =    -  W!  -+-   -  W2  -+-    -  (03  -h    ,j  W4  -h   -  OJ5  —   -  (Oc  =  —  C0C  —  2  Ù>o, 


tl2  =  wt  -h  o>2  -+-  U)3  -f-  OJ4  H-  U)5  H-  U>6  =  —  3  OJ0, 

4-        I-        I-        I-        I-        I-       -       - 

IÏ3  =   ô  wl  +  77  w2+  -  w3  -H  -  OJ4  4-  -  w5  4-  -  wc  =  to,  —  to0, 
J  a  j  o  j  j 


\ 


4-       4-       4-        1-        1- 


4—         4—         4—         4—         1—         1—  —        —  — 

IJ4  =:  -  w,  -f-  -  to2  4-  -  (o3  -+■  -  w4  4-  -  to5  4-  -  to6  =  —  w5  —  u>8  —  4  u>0, 

1I5  =  -  toi  4-  77  w2  -J-  -  co3  4-  7  W;  4-  77  w5  4-  77  W«  =  W|  4-  a»2 —  2iu0, 
3  3  3  3  3  o 

IIC  =  2W|  4-  2U>S  4-  2OJ3  4-  0>4  4-  U)3  4-  (0,;  =  10»  4-  u>2  H-  (1)3  —  3  w0. 

Ces  poids  sont  les  six  poids  fondamentaux;  car  tout  poids  domi- 
nant m  est  de  la  forme 


avec 


m  =  piUi-h  yD2H24-  .  .  .4-/>«n6, 

p,  =   /»5  —  tflfl, 

2  ,  .  1 

/'s  =  77  (  mk  4-  m,  4-  m{-  )  —  -(/h ,  4-  m  .  •-  ra3  ). 
f>3  =  m.\  —  ///2, 
p%  —  mk—  ///.,, 

/>;;  =  »*i    -  "'.<- 
/>.;  =  W|-  '»'.  • 

21.    Les  poids  de  .i,'i  son! 

—  <'>/-!    ''>,),  <•>, —  '(Oj,      (D/4-  toy-h  '•»,,. 

tous  frontières. 
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Les  poids  de  g2  sont 

(•>/         COy,         ±  (cO/4-  lOj-\-  00/,),        ±'3lO0)    0} 

tous  frontières,  sauf  o. 
Les  poids  de  i';î  sont. 

(•)/   (l)()<  (0/   -h    2   ('),),  Cl)/   —    COy   (»)0, 

lous  frontières. 

Les  poids  de  gA  sont  ceux  de  g9  et  en  outre  les  poids  frontières 

2  Ci)/ (|)q,      —  CO/  —  U)y  H-  2  CO0,       CO/  —  COy  —  4  w0j      —  w/  ■+-  l0y  +  0)A'  —  co0, 

—  co,-  ■+-  CO  y  -h  CO/,.  4~  2  C00,       2  CO/  -+-  tûj  4-  CO/,-  H-  2  COq . 

Les  poids  de  gs  sont  ceux  de  g^   et  en  outre  les  points  fron- 
tières égaux  et  de  signes  contraires  à  ceux  de  gk, 

Enfin  les  poids  de  gc,  sont  ceux  de  g2,  puis  les  poids  frontières 

&  «  o  3 

Zb  (  2  CO/  -+-  COy  ) ,        CO/  +  COy  —   0)/, CO/, 

±  (  CO/  -f-  COy  4"  lO/,  -h  CO/ U>>„  ),        ±  (  CO/  —  COy  —   3  co0  ), 


de  £ .  . 


enfin  les  poids  frontières  de  g(i 

±  (  CO /  -}-  COy  --  2  CO /,-  ) ,        ±   (  2  CO /  +  2  COy  4  -  CO /t  -f-  CO  /  ) , 
±  (  2  00/  +  2  Utj  4"  CO/, CO/  )  ,        ±  (  CO/  H-  0)y  -I-  CO/,  —  3  co0  ) . 

X.  —  Poids  fondamentaux  du  type  E)  (l  =  y). 
25.    Dans  ce  cas  les  racines  sont  de  la  forme  (') 

00 /y  =   CO/  —  0)y,         0)/y/,  =  00/  -H  COy  4-  CO/,,         C0/yA.  =  (  00/ 4-  COy  4-  co/,  •  ). 

oou0/  =  2  oo0  4-  co/,       co'0  0  /  =  —  (  2  oo0  4-  CO/ ) 

(i,y,  Â -  =  i,  2,  . . .,  7), 
où  les  8  quantités  co0?  w,,  .  .  .,  to7  sont  lires  parla  relation 

2co04-  CO]  4-.  .  .-H  co7  =  0. 

(')  C,  p.  s<<  et  i43. 
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Tout  poids  tt7  peut  se  mettre  sous  la  forme 

gt  =  niitûi  •+-  ni. 2  w2  -h. .  .4-  ni-jo)-. 
On  a 

S/y  C7  =  gt  —  (  nii —  mj)  (  tû/  —  wy), 

S/yjfc  HT  =  UJ  -h  f  -  S  />la  —  m/  —  my  —  />l/r  j  (  Mi  +  0)y  -h  <t>*), 

Sooi  ^  =  nr  H-  (  -Sma—  m/j  (*2W0+  »/).. 

11  résulte  de  là  que  les  quantités  mi — nij,  J7ij  +  iWy  sont 
entières.  Donc  ou  bien  les  m/  sont  tous  entiers-,  leur  somme 
étant  un  multiple  de  3;  ou  bien  les  /??/  sont  tous  des  fractions  de 
dénominateur  i  et  de  numérateur  impair,  la  somme  des  numéra- 
teurs étant  un  multiple  de  3. 

Définissons  le  poids  dominant  comme  précédemment.  On  aura 
d'abord 

puis 

.  i  _        . 

on    tire    d'ailleurs   de    ces    inégalités  la    conclusion    que    /hc    est 
positif. 

26.  On  trouve  sans  difficulté  les  différents  poids  homologues 
d'un  poids  donné  ïït.  Abstraction  faite  de  l'ordre,  leurs  coefficients 
sont  donnés  par  le  Tableau  suivant  : 

i  i 

m,,     m,,     trifc,     mu     —  \mx — ///ç — m(,     -Xma — m  t — mn 


-  2l  m  x       m  r  —  ms  ; 

> 


3° 

i 


l  '     v  '     v  !    v 

\   m,,      /»|+m,--i%,      m, -h  //>/.—  .,  £f?ia,      m,    \    ///,.         ,!/>'*, 
1  d  >  > 

i  '     V  '     V  '     * 

»i/+mr— -£/»x,     w/-h /»,— r-Sma,     Wj+m^-TÏmaj 

i  i 

^  m„     »ty,     wi/H-my— -r2ma,     -Sm8-ffn-    m/, 


-X///a — />?/, —  m,.,     -;^/nx  m  i- —  ms,     -ï///a — "'/.        />'/  ; 

Il  il 

\  m*,     m  i  \-mj—  ~^/nx,     m  i  \   ////, —  -ima.     /»,      //>       -£//ia, 

]                               3  >                                   > 

-)Lmx ///„•         ////,           ^/llx  -Dit      m,.      Tï///a        ///,. 111^ 

3                                       J  > 
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auquel   il   Paul   ajouter  le  Tableau   formé  des  mêmes  coefficients 
changés  de  signes. 

Supposons  alors  que  les  coefficients  nij  du  poids  m  satisfassent 
aux  inégalités  (i).  Il  est  facile  de  voir  qu'aucun  poids  liomologuc 
de  rn  m  est  plus  haut  que  ttt.  S'il  en  étail  ainsi,  en  effet, on  aurait  une 


des  inégalités 


m7^  wt|, 


La  première  inégalité  entraînerait,  d'après  (i),  les  inégalités 

m6 h-  »i7 ^  wii -+-  m7 £ o,        m^-Hmgj  ^/rc3 -h  m6 -4- /n7  f| /?t8 ; 
on  en  déduirait 


//?,  =  //j,  =  />?3  —  /nk  =  />?5,  ///(;  -4-  in-,  =  o, 

3  //?i  =   w/?j  ==  o,         ///,-,  =  m-  —  o. 
La  deuxième  inégalité  donnerait 

mi-\-  nij-]r  ni/-  _  -  2/>>a  _  /ng-f-  »i6  -h  //?7 1  m/ -h  /n,-+-  /n/t, 
d'où 

et  L'inégalité  se  changerait  en  égalité. 

La  dernière  inégalité,  enfin,  entraîne  les  valeurs 

m ,  =  //i2  =  >.a,  /n:i  =  ///,.,  =  />i3  =  ///6  =  ni-  =  «, 

et  l'on  vérifie  directemenl ,  dans  ce  cas,  que  gt  est  au  moins  aussi  haut 

(|u<:  tous  1rs  poids  homologues. 

Les  inégalités  (i)  et  (a)  sont  donc  nécessaires  et  suffisantes  pour 
(pie  le  poids  m  soit  un  poids  dominant. 

"ï~i .   On   trouve  facilement  les  poids  dominants  suivants,  rangés 
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par  ordre  de  liauleur  : 

nt  =  W|+ w2+  w3  H-  0)4+  oj;i  -f-  tof)  =  —  (»7  —  2  w0  ; 

3—        i—         i—         i—         i—         i—         i—        —        — 

li2  ==  -  WI  "+"     -  W2  H W3  H toi  -h    -  10 5  -i (J)C,  -\ M7  =    U>i Wfl  ^ 

2  2  2  2  '2  2  2 

<>  •>  o  ■>  ■)  •>  1 

3  —  ,1  —  O  —  J  —  3  —  )—  >  —  — 

II3  =  -  toi  H to2H to3H (1)1  H W;;H w6H to7  =  —  j  (0,,  : 

2  2  2  2  2  2  2 

rii  =  2  tOi  -+-  2  to2  -f-  CO3  -|-  (O4  -h  (i)3  -+-  (Og  -+-  W7  =  toi  -f-  (0j  —  2  (O0  | 

[I5  =  2U)i  -f-  2(024-  2t03-h  2OJ4-+-  2(1)5+  W6  -h  0J7  =  —  10 6 PÏ7 —  \  (O0; 

1I6  =  -  (Oi  H — (x)2-\ — co3 -i — (04  H — u)sH — to6H — (o7  =  o)i+  co2  -f-  ti)j  —  3to0; 

2  2  2  2  2  2  2 

H7  =  3  toi  -r  3  to2  +  3to3  -f-  3  to4-h  2IO5+  2to6-+-  2CO7  =  2(1)5  +  2(0$  +  2(1)7  —  2U)0. 

Ce  sont  les  poids  fondameniaux,  car  toul  poids  dominant  ra  est 

de  la  forme 

m  =  /?i  n1-+-/>2n2-H.  .  .+JD7II7, 

avec  les  coefficienls 

I  _ 

Pz—  ms+  m6-\-  m-i—  ^2ma, 
/>;  =  ni2  —  m3, 

P&=  "H—  ™k, 

28.  Les  poids  du  groupe  g{  sonl  <>  el  les  poids  frontières  homo- 
logues de  llj 

Mi  —  (i)y,       ±  (  10/  +  toy  +  to£  ) ,      ±  (  2  to0  -j-  <o,  ). 

Les  poids  de  ga  sont  l<ls  poids  frontières  homologues  de  IL  : 

±  (to,—  w0),     ±  (co0-i-  tuf¥  w/). 

Les  poids  de  g%  soni  les  poids  homologues  de  II.,  el  les  poids 
frontières  homologues  d<*  M;, . 

Les  poids  de  gA  sont  o,  les  poids  homologues  de  M,  el  les  poids 
frontières  homologues  de  II-,. 

Les  poids  de;  g*  soni  o,  les  poids  homologues  de  II,  e  de  II,. 
et  les  poids  frontières  homologues  de  II ... 
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Les  poids  de  g^  sont  les  poids  homologues  de  IL,  de  Il3  el 
de  II)  +  IL,  et  les  poids  frontières  homologues  de  ll(1. 

Les  poids  de  g",  sont  o,  les  poids  homologues  de  II,,  II-,,  II,,, 
■*.  Il , ,  na-f-  II;,,  Il ,  -h  II  j,  et  les  poids  frontières  homologues  de  ll7. 

XI.    —    l'oins    FONDAMENTAUX    DU   TYPE    E)   (/  =  8). 

29.   Les  racines  soni  ici  (  '  ) 

(•>//  =   (0/  —  0)y,  tû/jk  —  W,  -H  Wy  -+-  0)/,,  V>'tjk  ~  (  Mi  -+■  (,V  4-  U>/.  ) 

(hj\  *=  i,  a,  ...,  9) 

avec  la  relation 

(0,  +  (02  -+- .  .  .  -H  0)9  =  O. 

Tout  poids  rrj  peut  se  mettre  sous  la  forme 

m  =  m  i  ojj  -f-  m2  w2  +  .  .  .-+-  m9o)9, 
les  coefficients  mi  étant  assujettis  à  la  relation 

m  j  4-  m2  -H  •  •  •  H-  />?o  =  o. 
On  a  ici 

S /y-  ttj  =  ttt  — (  nii —  nij){tûi —  (sij), 

S /y*  m  =  tî7  —  (/>*/-+-  /tty-t-  wi/f)  (o)t-+  wy  +  w/.)  4-  -(/»/+  fliy -H  w^)Swa. 

Les  coefficients  //*;  ont  des  différences  entières;  ce  sont  des 
fractions  ayant  pour  dénominateur  3  et  des  numérateurs  congrus 
entre  eux  (mod  3). 

Définissons  le  poids  dominant  comme  dans  le  cas  du  type  A). 
On  devra  avoir  d'abord 


on  aura  ensuite 


Hij  2  //t2  i;. .  .g  //>9; 


m,\  -h  m8  -+■  niç)  ^  o  ^  m2  -+-  m3  -+-  m  ■, . 


On  peut  démontrer,  comme  dans  les  deux  cas  précédents,  (pie 
les  inégalités  précédentes  suffisent  pour  que  le  poids  w  soit  poids 
dominant. 

){().   Considérons  les  huil  poids  dominants  suivants,  rangés  par 

C1)  C,  p.  8o. 
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ordre  de  hauteur  : 

1  =    tOt  —    |tfg 

5   —  2  —  I  —  I  —  I  —  I  —  (  —  [  —  [  —  —  — 

2  =    r   W|+-0)2--W3  —  -  to-, -  U)g -  0»6 -  (07  —  -  ti>8  —  -  w.i  =  2  <•>!  —  w2. 

J  o  3  o  3  $  o  o  o 


I-  2W| 


I—        I—        I-         I—        I-         I—        I—        I  — 


4  =    -W|  —  («2  -  0);j —  tOj.  -W;j  -   O),-, (O; U)8  -  10 .j    =      >  10  1  , 

J  i  3  j  J  5  j  >  j 

5  =    3  tUj  OJ;  —    Ct>8 0J„, 

IO—  [  —  I  —  2  —  2  —  2  —  2  -  4  —  2  —  —  —  — 

6  =  -5-  Wj  -h  -  to2 -+-  7  W3  —  -  (1)4  —  —  co;i  —  -  (0G  —  -  U>7  —  -  u>8  —  -  W9  =    »  t*M  -+■  Wj  —  W3, 

J                      )                    J                    O                    O                     )                    3                    3,0 
y  =  4u)j                                                                                                     —  U> 6  -  -  U>7     -  (Os         (o.,. 
8  =   5  0>t  —  IO3  tO,;  (07  U>8  (O9. 

Ce  sont  les  poids  fondamentaux,  car  tout  autre  poids  dominant  do- 
pent se  mettre  sous  la  forme 

T77  —  [) ,  II  j  -h  /).,  1 1 2  -r  .  .  .  -t-  fa  n8 

avec  les  coefficients  entiers  non  négatifs 

/;2  =         m2  —  //>3, 
Pi=  m- —  "'s. 

/;,=  —  m  i—  m3—  /n ,. 
/>,=       m6—  »i7, 

/>:^       //'.,—  »><■,, 
pz=       m  ;  —  ///.,. 

31.   Les  poids  du  groupe  (A't  sonl  0  et  les  racines  <•>,,,  =!=<.>,,/,. 

Les  poids  du  groupe  g'2  sonl  0  et  les  poids  homologues  de  lli 
et  IL. 

Les  poids  du  groupe  g$  sont  0  el  les  poids  homologues  de  ll|. 
IL  et  llt. 

Les  poids  du  groupe  ^ -,  sonl  0  el  les  pouls  homologues  de  11,. 
II,,  Il,  et  II,. 

Les  poids  du  groupe  g$  sonl  0  el  les  poids  homologues  de  ll(. 
IL,  ll:J,  IL,,   >.ll,,  II,   !    II.  et  II,. 

Les  poids  du  groupe  r,,  sonl  o  el  les  poids  homologues  de  llt. 
II,.,  Il;l,  II,,  ail,,  II,  -\-  II,.  Il,  el  II,- 

xu.  {" 
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Les  poids  du  groupe  g^  sont  <>  et  les  poids  homologues  de  ll|, 

n2,  n8,  ii5,  an,,  ii.-i-il,  n5,  n.  +  n,,  n(i,  211,,   il-hi,, 

M-!-  Il:1  et   II;. 

Les  poids  du  groupe  gi  sont  o  ci  les  pouls  homologues  de  II,, 
IL,  ll:(,  II,,  >llt,  II.h-  IL,  II,,  ll,  +  ll3,  3 11./,  II,,  2n2,  II,  -4-  IL,, 
II..  I-II,,     2n,H-n2,     Il7,     11,  -j-  II5,     2IÏ3,     IL+IL,,     11,4-M,,, 

n,4-n4,  11, -mi,  et  n8. 


XII.  —  Poids  fondamentaux  du  tïpe  F). 

32,    Ici  les  racines  sont  (') 

.                   .          .                   zh  w,d=  w2±  w3zt  Wi  . 

=t»/j  ±W/±Wy, («,7  =  1,2,3,4).- 

Le  rang  du  groupe  est  4  et  son  ordre  est  52. 
Tout  poids  T3  est  de  la  forme 

W  =  m.\  l«i  -+-  /?î2  w2"+"  /?i3  w3-+-  Ol4t04. 

Les  substitutions  Set  correspondant  aux  racines  zh<>>/,  zhw/rtto;, 

±u).  ±  u>2  ±  to3  ±:  tov 

■ sont  respectivement 

S  cî  —  m  —  2  wi/  a)/, 

S  T3  =  TTT  —  (  ±  m.,'  ±  my"  )  (  ±  03/  ±  COy  ), 

Il  résulte  de  là  que  les  nii  sont  ou  tous  des  entiers  ou  tous  des 
fractions  de  dénominateur  2  et  de  numérateur  impair. 

Convenons  de  dire  que  le  poids  ro  est  plus  liant  (pie  le  poids  m' 
si  la  première  des  différences 

qui  ne  s'annule  pas  est  positive.  Les  coefficients  nii  de  tout  poids 
dominant  sont  alors  positifs  ou  nuls  et  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur décroissante  : 


(i)  C,  p. 
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De  plus  on  doit  avoir 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  réalisées.  Ions  les  poids 
qu'on  déduit  de  tv  par  des  substitutions  S  répétées  ne  sont  pas 
plus  hauts  que  m. 

33.  On  trouve  facilement  les  quatre  poids  dominants  suivants 
rangés  par  ordre  de  hauteur  : 

II,  =  03,, 

n2  =  CO,  +  W2, 

3  OJ,  -T-  CD  2  -b  CO3-+-  (i); 


n3= 

•2 

II4  =  2(1),  -+-  0)2  -f-  W3. 

Ce  sont  les   poids  fondamentaux,  car  tout  poids  dominant  est 

de  la  forme 

®  =  pilU-h  p2U2  -+-  pz  U3-H/JV  •'.- 

où  les  coefficients  non  négatifs  /?,,  ^?2i  /'31  p\  ont  les  valeurs 

^t?  1  =  /// ,  —  //?  0  —  m  3  —  w  v  » 

/?3=  ai»4i 

Les  poids  du  groupe  »•,  sont  0  et  les  poids  frontières  homo- 
logues de  (0, . 

Les  poids  du  groupe  g%  sont  0,  les  poids  frontières  de  g{  homo- 
logues de  (o,  et  les  poids  frontières  homologues  de  (•>,  4-0)0. 

Les  poids  du  groupe  g%  son!  o,  les  poids  frontières  de  g\  homo- 
logues de  tùt,  ceux,  de  g2  homologues  de  îùt  -\   to2,  enfin  les  poids 

frontières  homologues  de - 

Les  poids  du  groupe  gA  sont  o,  les  poids  frontières  de  g\  homo- 
logues de  (<),,  ceux  de  gi  homologues  île  (->(   •   u>j,  ceux  de  _ 

I  !  I       3tt>lH-  (0|-+-  W;,  -4-   <•>,  I  •    1  I  I 

lumiolo^ucs  de  1  ceux  de  g.  homologue-*  de    >(■),, 

ceux  de  g\g*  homologues  de  ■>.  o>,   {- o)._, ,  enfin  les  poids  frontières 
homologues  de  a(i>|-t-toa  :   o>3. 
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XIII.    —   I'OIDS   FONDAMENTAUX    Dl    TYPE   G). 

34.    Ici  les  racines  sont  de  la  forme  (') 

±  ttii}  0>/7  =  (,);  —  (0y  (l,  j  =    I  ,    2,    3  ), 

où  les  trois  racines  o>,,  (■);>,  0)3  sont  liées  par  la  relation 

OJj  -f-  0)2-f-  Wg  =  O. 

Le  rang  du  groupe  est  2  et  son  ordre  est  i/j. 
Tout  poids  m  est  (Je  la  forme 

où  Ton  peut  supposer  les  coefficients  lies  par  la  relation 

ni\  ■+•  ni 2+  /;/3  =  o. 
On  a  ici 

Sj  w  =  ttj  —  3  /n  1  <o{ 

=  T7T  —  *2  Wj  (Oj  --T-  7?l|  U>2+  "li  (03  —  —  //?!  0J|  —  /";{(■>  2  —  /"2(l).'(5 
S1277T  =  TTj   —  C/??!  /»  2)  ((,,I  t,J2  j  =   "*2  (01  +  nl\  ^2+  "'3W3. 

Il  résulte  de  là  (pie  les  coefficients  mt  sont  des  fractions  de 
dénominateur  3  et  dont  tous  les  numérateurs  sont  congrus 
(mod  3). 

I  )éfinissons  la  hauteur  relative  de  deux  poids  comme  dans  les  cas 
précédents.  Si  m  est  un  poids  dominant,  on  aura 


nuis 


m  !  1-  m  2  il  //?3, 


/n,  ^ —  /;?3         ou         ///2  =0. 


Réciproquement,  si  l'on  a 

m ,  2;  m2 1  ^3)         y"2  =  o, 

les  poids  homologues  de  ttî  ne  sont  pas  plus  hauts  (pie  ttt,  et  rr>  est 
un  poids  dominant . 

3o.    On  trouve   facilement  les   deux    poids  dominants  suivants 

(')  C,  p.  -So  et  81. 
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rangés  par  ordre  de  hauteur: 


i 


II,  =    -  (o,  _  (,).,  —    -(,)3  =   OJj, 

n2  =  d>i  —  u>3. 

Ce  sont  les  poids  fondamentaux,  car  tout  poids  dominant  est  de 
la  forme 

avec 

Pî=  mt—  mz. 

Les  poids  du  groupe  gK  sont  o  et  les  poids  frontières  ±  w,- 
homologues  de  to, . 

Les  poids  du  groupe  g2  sont  o,  les  poids  frontières  de  gt  et  les 
poids  frontières  (O,-—  toy. 

XIV.  —  Groupes  linéaires  fondamentaux  du  type  A). 

36.  Jl  existe  d'abord  un  groupe  linéaire  correspondant  au  poids 
fondamental  II,  ;  soit  xt ■  une  variable  correspondant  au  poids  —  co,. 
Il  suffit  de  prendre  (') 


et  par  suite 

dxj  â.r, 


Le  groupe  g{  est  donc  le  groupe  linéaire  et  homogène  spécial 
à  /-(-  i  variables. 

On  forme  facilement  les  autres  groupes  fondamentaux.  L< 
groupe  g%  est  en  effet  celui  qui  indique  comment  le  groupe  g{ 
transforme  les  (]j?M  formes  bilinéaires  al  tances  [./*,•* y  |  (coor- 
données plùckériennes  de  la  droite),  le  groupe  g*,  celui  aiu 
indique  continent  gK  transforme  les  C*+,  formes  (ri  li- 
néaires \xiXjXk\  (coordonnées  plilckériennes  d'une  multi- 
plicité plane  à  deux  dimensions),  et  ainsi  de  suite. 

(')  C\  i».  .',0. 
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Par  suite,  tout  groupe  linéaire  du  type  (A)  qui  ne  laisse  inva- 
riante aucune  multiplicité  plane  indique  comment  gK  trans- 
forme cuire  elles  V expression 

.rrll\.rl.T.2\i>>[xlx2Xt]i>s. . .  [a?ia?i . .  .X(\i>i 

et  celles  qui  s* en  déduisent  par  les  transformations  de  g{. 
Toutes  ces  expressions  sont  des  combinaisons  linéaires  d'expres- 
sions de  la  forme 

a?*ia?|«. . .  xj^y  [arjiTjt]""  . . .  [a?/ar/+t]aw+».  • .  [xix2 . . .  xi]*u-i. . ., 
où  les  exposants  a/,  a/y,  etc.,  sont  liés  par  les  relations 

Par  exemple,  si  l'on  prend  pK  =  2,  p2  =  pz=  . . .  =  /?/  —  o,  on 
aura  le  groupe  qui  indique  comment  les  expressions  x'j,  X(Xj, 
sont  transformées  entre  elles  par  le  groupe  linéaire  de  /+i 
variables.  C'est  encore  le  groupe  qui  indique  comment  le  groupe 
linéaire  transforme  les  coefficients  A/y  de  la  forme  quadra- 
tique  S  A |'ya  Xi  Xj. 

XV.  —  Groupes  fondamentaux  du  type  B). 

37.  Le  groupe  gtJ  s'il  existe,  est  ici  à  11  variables,  car  le  poids 
dominant 

O),  -+-  0)2  H- .  .  .-h  (0/ 

lll  =  

1 

,            ,                 1              .,      ±  oj|  ±  io2±  . . .  dz  10/  ., 

;i    pour    homologues  les   poids  et  il   ne   peut 

\  avoir  dans  le  groupe  gK  que  ces  11  poids,  tous  frontières. 

On  obtient  facilement  un  groupe  admettant  les  poids  précédents 
en  considérant  les  variables  #eie,.^>  ou  'es  indices  s  sont  égaux 
à  ±  1 .  Posons  alors 


X/= 


àf 


{=2*1*1*  •  •  ei   i^et...ei_,  a.s,-,  ,,..£/ 
^cr-   ///+l-  E;-l  ^l-;,-i  a„£,-+,-E;-i,«/.Sj+t-£i7r 


^et...e{_ll-abe^l...eJ 


...£,■  ,,— a,-,e(+l...£y_1.-a/,ey+,...£/ 


-/  -*£,...  .£/ 


6*2? 


,...£/ 


1/,  y' =±1,  ±2,  ±/;a,  =  +  i      si     t>o;a,  =  — 1      si     J<o). 
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Ces  transformations  engendrent  un  groupe  simple  du  type  13). 
C'est  le  groupe  gK . 

Le  groupe  g2  est  bien  connu  :  c'est  le  groupe  linéaire  d'une 
forme  quadratique  (,) 

X%  -H  X{  X-X  -f-  .  .  .  -f-  X/X-l, 

les  variables  x0l  xi,  x_t étant  respectivement  de  poids  o,  oj<,  —  w,-. 
Le  groupe  g ^  de  poids  dominant  (o,-4-(o2  est  le  groupe  qui 
indique  comment  g2  transforme  les  formes  bilinéaires  [#/.£*]. 
Le  groupe  ainsi  défini  admet  en  effet  les  mêmes  poids  que  le 
groupe  g9;  d'autre  part,  il  ne  laisse  invariante  aucune  multiplicité 
plane,  car  il  n'y  a  qu'une  variable  de  poids  donné,  exception  faite 
pour  le  poids  o  auquel  correspondent  les  /  variables  [^.r..,], 
[^2-^-2])  •••>  [•£/.£_/].  Toute  multiplicité  plane  invariante  serait 
donc  définie  par  des  relations  de  la  forme 

ai  [xiX-x]  -f-  a2 [x2x-î]  -h. .  .-f-  a/[x/X-/\  =  o; 

mais  l'échange  de  x{  et  x  ,  n'altérant  pas  la  forme  quadra- 
tique- x\-\-Y,XiX_i,  de  la  relation  écrite  doit  découler  l'existence 
de  \>J  relations  obtenues  en  changeant  d'une  manière  quelconque 
les  signes  des  coefficients  :  or,  cela  est  impossible.  Le  groupe  g% 
est  à  C*li+l  variables  :  c'est  le  groupe  adjoint. 

On  démontre  de  même  (pie  le  groupe  gA  de  poids  domi- 
nant W| -f- o)2-r- (1)3  est  celui  qui  indique  comment  g2  trans- 
forme les  formes  trilinéaires  \  XiXjXk]  ;  il  est  à  C.J/;  (  variables. 

Enfin  le  groupe  gi  indique  comment  g.>  transforme  les 
formes  [xitxfi  . . .  xn    ];  il  est  à  V!~t\ t  variables. 

38.   Les  groupes  fondamentaux,  à  l'exception  de  £^»son1  ainsi 

tous  engendrés  simplement  au  moyen  de  g-2-  "  J  ;»  d'ailleurs  nue 
relation  simple  entre  les  deux  groupes  g\  et  g2.  Considérons  en 
effet  le  système  de  21  équations  Linéaires 

-htit|...t/ar«1...lt{.l1    :,£,,, iHxitl     ...£,£,...£../ 

avec  les  2I  paramètres  ./(l,  x±y r±/.  Ces  équations  définissent 

(»)  c,  p.  140, 
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une  famille  de  multiplicités  planes  de  l'espace  à  2i —  i  dimensions; 
Le  groupe  g{  échange  entre  elles  ces  multiplicités,  el  l'on  a  en 
particulier 

\         <)x-i  0x0 1 

on  obtient  ainsi  un  groupe  linéaire  qui  laisse  invariante  la  forme 
quadratique 

x\  -+■  XiX-i  -+-  a?2a?_s-f-. .  .-r-  x/x  / 

el  qui  n'est  autre  que  le  groupe  g2- 

Réciproquement,  le  groupe  gK  peut  être  déduit  du  groupe  g2 
comme  étant  le  groupe  qui  indique  comment  g2  transforme 
entre  elles  certaines  multiplicités  planes  de  l'espace  à  il  dimen- 
sions :  ces  multiplicités  planes  sont  d'ailleurs  contenues  clans 

la  quadrique 

a?J  -+-  Xi  x—i  -+■ . . .  -+-  xiX—i  =  o. 

En  définitive,  on  peut  engendrer  tous  les  groupes  fondamen- 
taux au  moyen  du  premier  groupe  g{. 

39.  On  peut  d'ailleurs  indiquer  une  génération  encore  plus 
directe  des  groupes  fondamentaux  au  moyen  de  g\ ,  Considérons, 
en  effet,  d'abord  le  groupe  gi.  Ses  poids  frontières  sont  les  homo- 
logues de  o),  -h  o>2  -f-...-f-  ov-i  •  Considérons,  d'autre  part,  le  groupe 
qui  indique  comment  g{  transforme  les  différentes  formes  bili- 
néaires  [  xz  zxT  Til  [:  il  a  les  mêmes  poids  frontières  que  gi\ 
en  particulier  la  variable  [a?n...nâ?n...n']  a  Ie  poids  fron- 
tière ti)|  -+-  . . .  -+-  w/_|.  Le  groupe  gi  s'obtient  donc  en  appli- 
quant à  la  quantité  [#h...h#h...u']  les  différentes  transfor- 
mations de  g\  un  nombre  quelconque  de  fois  :  il  indique 
comment  g\  transforme  les  différentes  quantités  ainsi  obte- 
nues. 

D'une  manière  générale,  les  poids  frontières  de  gy_a(a=  i,  —  / —  i) 
appartiennent,  soit  aux  poids  de  g2n  soil  aux  poids  de  gi.  Cher- 
chons à  déterminer  une  combinaison  linéaire  des  variables  de  g* 
•  ou  des  variables  de  g{)  qui  soil  de  poids  (.>,  -+-  . . .  -+-  o>/_a  ,,  et 
telle  <pie  les  différentes  transformations  du  groupe  g*  (ou  gi) 
appliquées  à  cette  combinaison  linéaire  de  variables,  ne  donnent 
que  <l«*s  quantités  dont  le  poids  appartienne  à  gi  a;  il  suffira  pour 
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cela  qu'il  en  soit  ainsi  des  transformations  \/  a X/.  S'il  en 

est  ainsi,  la  quantité  considérée  el  (elles  qu'on  en  déduira  seront 
des    variables   transformées    par    un    groupe    qui    ne    sera    autre 

que   guoi- 

On  arrive  ainsi  au  résultat  suivant  : 

Si  a  est  de  la  forme  ^n  +  2  ou  \n  -f-  3,  fe  groupe  g7_«  M* 
celui  qui  indique  comment  g{  transforme  linéairement  entre 

elles  la  forme  quadratique 

-2/_a£/-a+2  .  .  .  .ru  ...i.s,  tjM  _aH  l...eza7n...iei_a...e/ 

e7  celles  cju} on  en  déduit  en  lui  appliqua/} t  les  transformations 

de  #,. 

•S7  a  es£  6/<?  /a  forme  l\n  ou  \n  H-  1,  /r  groupe  g/  -x  est  celui 
qui  indique  comment  gK  transforme  linéairement  entre  elles 
la  forme  bilinéaire  alternée 

Se/-ae/  a+2  •• .  [#n...isi  ,,3/  aH ,. .s, -ni...  i£i-a  Ei_a+1  ...s{  I 

e£  celles  qu'on  en  déduit  en  lui  appliquant  les  transformations 
de  gK. 

XVI.  —  Groupes  fondamentaux  du  type  C). 

40.  Ici  nous  avons  le  groupe  fondamental  gK  en  considérant  |  ') 
le  groupe  linéaire  et  homogène  à  2I  variables 

•*" ,  1 &±i 

qui  laisse  invariante  la  forme  bilinéaire  alternée 

|. /•,./•  ,  |  -•   [x%x    1]      ...  ■   |. /•/•'•  t]. 

Les  variables  •?•».,  ont  les  poids  db co/. 

()n  obtiendra  le  groupe  g%  en  partant  de  la  forme  bilinéaire 
alternée  [#i#a]  de  poids  IL,  el  lui  appliquant  les  transformations 
de  a*  1  •  lj(>  groupe  g%  indique  comment  gy  transforme  linéairement 
entre  elles  les  quantités  ;im-o  obtenues.  Chaque  poids  frontière 
correspond  à  une  variable;  il  \é \  ,i  de  doute  que  pour  le  poids  o, 
qui    correspondra    à    dc>    variables,    combinaisons    linéaires   des 

C)  c  p.  '|i 
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expressions  \x\X   ,| [.r/.r_/|.   Le  nombre  des  variables  de 

poids  <)  sera  ainsi  au  plus  égal  à  /  —  i ,  car  l'expression 

[a?ia?-i]-K..-4-  [a?/rr_/] 

est  invariante  par  le  groupe  g-,.  Si  alors 

ai  [x{x-i]  -+-  rt2[:r2;r_2]  -+-. .  .-4-a/[a?/a?-/] 

est    une    de    ces    variables,    les    a/    ne    soûl    pas    tous  égaux,    par 
exemple  a{  ^é.  a2',  par  raison  de  symétrie,  la  quantité 

ai\x\X  \\-\~a\\x\X  2J  -*-. .  .-+-  ai[xix-i] 

est  encore  une  de  ces  variables  et  par  suite  aussi  la  différence 

[XtX-i]  —  [x.2x-2] 

et  les  différences  homologues 

[XiX-ï\  —  [XjX-j]. 

Donc  il  va  / —  1  variables  de  poids  o,  et  le  groupe  g2  est  un 
groupe  à  C*\, —  1  =  / ( 2 /  —  1)  —  1  variables. 

On  obtiendra  d'une  manière  analogue  les  autres  groupes  fonda- 
mentaux. Le  groupe  ga  est  celui  qui  indique  comment  g{  trans- 
forme linéairement  entre  elles  la  forme  alternée 

[xix2. .  .xa] 

et  relies  quon  en  déduit  par  les  transformations  de  gt. 

Le  nombre  des  variables  de  ga  dont  le  poids  est  poids  frontière 
de  ga-2  est  égal  a  l  —  J  5  Ie  nombre  de  celles  dont  le  poids  est 
poids  frontière  de  ga~i  est  CJ — 1;  d'une  manière  générale  il  y 
;i  Gf — 1  variable  dont  le  poids  est  le  poids  frontière  de  gu-iQ- 
On  peu!  ainsi  calculer  le  nombre  total  des  variables  de  ga. 

Ici  le  groupe  adjoint  n'est  pas  un  groupe  fondamental.  C'est  en 
effet  le  groupe  g\  qui  a  trois  couches  de  poids  :  les  poids  frontières 
correspondanl  chacun  à  une  variable;  les  poids  frontières  de  g2 
correspondant  chacun  à  une  seule  variable;  enfin  le  poids  o  qui 
correspond  à  /  variables.  Ce  groupe  g\  est  celui  qui  indique  com- 
ment g\  transforme  Linéairement  entre  elles  les  quantités  XiXh 

(i,  *=±i,  ...,  ±1). 
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XVIF.  —  Groupes  fondamentaux  du  type  D). 

41.  Les  résultats  sont  ici  tout  à  fait  analogues  à  ceux  du  type  B   . 
Le  groupe  fondamental  g{  est  à  il~K  variables  qu'on  peut  noter 


où  les  zi  sont  égaux  à  ±i  et  ont  un  produit  égal  à  —  i .  Les  Irans- 

àf 


formations  de  g{  sont 


\/y  —  S  e,+1...e;_1^e, ...  i,   ,  a,-s,- ,  , ...  e;_,  a;e;+1 ... 


h 


(*Vy  =:±i,  ...,±^;  «<=i      si     i>o;a/  =  — i     si      i  <o;  3^  =  —  a/). 

Le  groupe  fondamental  g2  est  au  fond  identique  à  gK  ;  il  est 
à  il~K  variables  qu'on  peut  noter 

où  les  s/,  égaux  à  ±i,  ont  un  produit  égal  à  -h  i .  Les  transforma- 
tions de  g2  sont  données  par  les  mêmes  formules  que  (elles  de  g{ . 
Le  groupe  fondamental  g3   est   le  groupe  (  *  )   de  la  forme 
quadratique 

Xy  X-i  4-  X<i  37-2  +  ...  -h  Xl X—l. 

Quant  aux  groupes  fondamentaux  g 4,  g* ,  .  ..,  £7,  ils  indiquent 
respectivement  comment  «-,  transforme  linéairement  entre 
elles  les  quantités 

[XXX2\,      [XiX}Xi]i       ....       [XiXt...Xi-t] 

et  celles  quon  en  déduit  par  les  transformations  de  gy%  IU 
><>nt  respectivement  à  CL,  C!/5  .  .  .,  C/,/-'  variables. 

Il  y  a  ici  aussi  des  relations  remarquables  entre  les  groupes  g^, 
g2  et  les  autres  groupes  fondamentaux.  Elles  son!  toul  à  fail  ana- 
logues aux  relations  indiquées  dans  le  cas  du  type  B). 

12.  Le  eas  de  /  =  3  est  Intéressant,  parce  que  les  groupes  du 
type  D)  sont  isomorphes  aux  groupes  du  type  \  i.  Les  groupes  fon- 
damentaux du  type  \)  sont  respectivement  à  un  nombre  de 
variables  égal  à 

/   ■    «        ,-  ,  =  6,  ,  .  :  i: 

(')  c,  p.  141. 
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les  groupes  fondamentaux   du  type  D)  sont  respectivement  à  un 
nombre  de  \  ariables  égal  à 


■>/    I  =  A  •>/-!  — 


=  4,        2'-*=  1,        G5/==6. 

On  retrouve  naturellement  1rs  mêmes  nombres  de  variables, 
rangés  dans  un  autre  ordre,  lui  particulier  les  deux  groupes  fonda- 
mentaux d'ordre  (>  sont  pour  le  type  A.),  le  groupe  projectif  des 
droites  de  l'espace,  pour  le  type  D)  le  groupe  projectif  d'une  qua- 
drique  de  l'espace  à  5  dimensions  :  on  sait  en  effet  que  ces  deux 
groupes  sont  semblables. 

XVI II.  —  Groupes  fondamkntaux  nu  type  E)  (/  =  6). 

13.  Le  groupe  g{  est  un  groupe  à  i-j  variables  que  j'ai  indi- 
qué dans  ma  Tbèse  (1).  Les  variables  x^  y/,  ziu  ont  pour  poids 
—  Cl),—  2  <00,  —  co/4-  o)0,  (o04-  co/4-  io*. 

Le  groupe  gh  s'engendre  facilement  au  moyen  du  précédent  en 
partant  de  l'expression  [^5^0]  et  lui  appliquant  les  différentes 
transformations  de  gK.  Les  poids  des  différentes  variables  sont 
les  poids  frontières  de  gk  et  ceux  de  g:l.  Au  poids  dominant 
co,  —  (.)0  de  g:i  peuvent  appartenir  un  certain  nombre  de  variables, 
combinaisons  linéaires  des  cinq  expressions  [r^,/]  :  on  vérifie 
facilement  que  toutes  ces  expressions  entrent  comme  variables. 
Par  suite  le  groupe  gh  est  celui  qui  indique  comment  gK  trans- 
forme les  droites  de  l'espace  à  26  dimensions.  Le  nombre  des 

•   1  1       1              ,  27  x  26        ., . 
variables  de  gA  est  — =,bi. 

Le  groupe  g$  est  dualistique  de  g{  et  par  suite  à  2^7  variables. 
Mais  d  peut  aussi  se  déduire  de  la  manière  suivante  do  g{.  Consi- 
dérons legroupe^J  qui  transforme  entre  elles  la  quantité x\  etcelles 
qui  s  en  déduisent  par  les  transformations  de  g{.  Les  poids  fron- 
tières de  g ■;.  sont  des  poids  de  g\.  Considérons  alors  l'expression 

11   =  a72*i2-H  SP3ZtB  +  .  •  -~h  #6-316 

qui  est  de  poids  ('>(  —  io0=n3.  Llle  est  invariante  par  les  trans- 
formations K/yftj  \'l//t  ;  par  suite  le  groupe  qui  exprime  com- 
ment g{  transforme  linéairement  l'expression  u  et  celles  qui 
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s^en  déduisent  par  les  transformations  de  g\,  admet  Q3  comme 
poids  frontière.  C'est  donc  le  groupe  g:i.  Remarquons  d'ailleurs 
que  u  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  y K 
de  la  forme  cubique  (  '  ) 

J  =  LxiyicZ/ci-^  S-sxji^vpSffr 

invariante  par  le  groupe  g%.  Les  différentes  variables  de  g3  sont 
donc  les  27  dérivées  partielles  de  la  forme  J. 

Le  groupe  gs  est  le  groupe  dualistique  de  gk\  il  est  donc  à 
35 1  variables. 

Le  groupe  gG  est  le  groupe  qui  indique  comment  £G  trans- 
forme l'expression  [a?4a75.r6]  et  celles  qui  s'en  déduisent  par  les 
transformations  de  g{.  Or  la  transformation  X/12,  appliquée  à 
[^7,^5.^0]  donne 

{oc^x^z^  J  4-  \x;  .r0  z;tr,  J  -j-  [  xs  xt  s56 1  ; 

en  posant  [xiXjXij\  =  u;j—  Uji,  on  en  déduit  que  le  groupe  g,; 
contient  les  variables  Uij-\-  Ujk~h  Ukii  d'où  Ton  conclut  facilement 
qu'il  contient  toutes  les  variables  u//  de  poids  — -  3  to0  -  -  IL.  De 
ces  variables  on  déduit  par  les  transformations  \//  lotîtes  le^ 
expressions  trilinéaircs  possibles  de  poids  ll,-f-ll;t.  Par  consé- 
quent le  groupe  gv,  est  le  groupe  qui  indique  comment  gK  trans- 
forme les  plans  (à  2  dimensions)  de  l'espace  à  26  dimensions; 

•1       ,   «   '>~  x  26  X  25  s  •   ,, 

il  est  a  — — •  =  2Q20  variables. 

1X2X3 

Reste  le  groupe  £3  :  c'est  le  groupe  adjoint  à  -S  variables.  On 
peut  l'engendrer  au  moyen  du  groupe g\gsi  c'est-à-dire  en  somme 

au  moyen  de  g\ .   On  considère  pour  cela  la  forme 

i,k 

avec  deux  séries  de  27  variables  supposées  transformées  chacune 
par  le  groupe  g{ ,  Le  groupe  g>  indique  comment  g ,  transforme 

linéairement  la  forme  l'./v.r/,  ;?,-/,  *7  celles  qu'on  en  déduit  par  les 

transformations  de  gy.  La  variable  Sa  de  ce  groupe  esl  <\e 

poids    IL      :  —  ,1  (,)„  . 

(l)  c,  i>.  »',.;. 
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\I\.    -  Groupes  fondamentaux  un  type  E)  (£  =  7). 

\\.   Le  groupe  fondamental  g%  esl  le  groupe  à  56  variables  (jue 
j'ai  indiqué  dans  ma  Thèse  (*).  Les  variables 

#/,   yu    xtk,   y'tk 

sont  respectivement  de  poids 

(O0  +  '0/  -f-  (!)£,        — (w0+  W/+W/J- 


to. 


'01 


Le  groupe  fondamental  gh  est  celui  qui  indique  comment  g2 
transforme  entre  elles  l'expression  [fif-i]  et  celles  qui  s'en 
déduisent  par  les  transformations  de  g2.  O'1  trouve  facilement 
que  toutes  les  expressions  [uv]  formées  avec  deux  des  56  variables 
de  g2  entrent   comme   variables  de  gA,   exception    faite   pour  les 

[y/ a?/]  et    [ .ritiVik]    qui    n'entrent  que    par  leurs    différences.   Le 

5  6  x  55 
groupe  g',  est  donc  à — -   —  1  =  1 009  variables. 

Le  groupe  fondamental  g6  est  celui  qui  indique  comment  g2 
transforme  entre  elles  V  expression  \y\y*yi\et  celles  qui  s'en 
déduisent  par  les  transformations  de  g2.  Au  poids  II,  -+-  Il2  appar- 
tiennent les  cinq  variables  [jKj  J'*)'^]  ;  au  poids  Iï3  appartiennent 
les  21  variables  [jK/J'aJKm],  au  poids  \\2  appartiennent  56  variables 
à  saisir  les  différences  mutuelles  des  27  quantités  [jKiJKV ■£*/]> 
[y,xuyw]  et  [yiXikyiit])  et  ensuite  les  quantités  [yi%\jyij\  l^n 
résumé,  le  groupe  g0  a  C*G  —  56  =  2^664  variables. 

Le  groupe  g{  est  le  groupe  al  joint  à  1 83  variables.  On  peut 
l'engendrer  ;>u  moyen  du  groupe  g2.  H  indique  en  effet  com- 
ment  g.,  transforme  entre  elles  la  forme  quadratique  ^yiyh  et 
celles  qui  s'en  déduisent  par  les  transformations  de  g2. 

Le  groupe  g3  est  celui  qui  indique  comment  g2  transforme  la 

forme  ^yiyjyij  de  poids  ll;(  et  celles  qui  s'en  déduisent  par 
les  transformai  ions  de  g2. 

Le  groupe  gs  peut,  s'engendrer  au  moyen  du  groupe  adjoint^. 
Si  I  on  appelle  e'0Q1  la  variable  ï)'///7  de  poids  II,  le  groupe  g$ 
indique  comment  g{  transforme  [e'0()V,e'lU)-  \  et  les  quantités  qui 
s'e/t  déduisent  par  les  transformations  de  g{. 

Enfin     le    groupe    gi     indique    comment    g2     transforme 

(')  c,  p.  .',;. 
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[^oos^'ooo^oot]  et  les  quantités  qui  s  en  déduisent  par  les  trans- 
formations de  g{ . 

On  peut  aussi  engendrer  les  groupes  g$  et  g-k  au  moyen  des 
variables  de  g2. 

XX.  —  Groupes  fondamentaux,  du  type  E)  (/  =  8). 
45.  Le  groupe  gs  est  le  groupe  adjoint  à  248  variables  en,, 

Le  groupe  g:i  est  le  groupe  qui  indique  comment  gK  trans- 
forme r expression  [tfig^tg]  et  celles  qui  s1  en  déduisent  par  les 
transformations  de  gK. 

Le  groupe  gs  est  celui  qui  indique  comment  g»  transforme 
V expression  [e,7e)s<?,9]  et  celles  qui  s'en  déduisent  par  les 
transformations  de  g{. 

Le  groupe  g'7  est  celui  qui  indique  comment  g{  transforme 
V expression  [eiGene^e{^  et  celles  qui  s'e/i  déduisent  par  les 
transformations  de  gi. 

Le  groupe  g%  est  celui  qui  indique  comment  g{  transforme 
l'expression  \e{ 5 e% 6^17^18^19]  et  celles  qui  s'en  déduisent  par 
les  transformations  de  gt. 

Le  groupe  g2  peul  aussi  s'engendrer  au  moyen  de  gt.  C'est  le 
groupe  qui  indique  comment  g{  transforme  la  forme  quadra- 
tique  .S^i/eia/  de  poids  I'l2  et  celles  qui  s'en  déduisent  par  les 
transformations  de  g\ . 

Le  groupe  g0  peut  alors  s'engendrer  au  moyen  du  groupe  g2- 
Si  Ton  appelle  ç/y  les  variables  -e/pe//p  de  g2i  le  groupe  g9  est 
crf ni  qui  indique  comment  g2  transforme  V expression  [?ia£ia  ] 
et  celles  qui  s  en  déduisent  par  les  transformations  de  g2. 

Enfin  le  groupe  gn  se  déduil  aussi  de^,.  C'est  celui  qui  indique 
comment  g \  transforme  l'expression  S[  e\ie%  je  %ij\de  poids  \\,<t 
celles  qui  s'en  déduisent  par  les  transformations  de  g\. 

XXI.     -  Groupes  fondamentaux  di    \\w.  F). 

I(>.  Le  groupe  g\  esl  le  groupe  linéaire  \\  26  variables  que  j'ai 
indiqué  dans  ma  Thèse  (  ').  (  les  vai  iables 

ne  p. .',». 
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sonl  respecl ivement  de  poids 

çi)a-t-  (0B-+-  Wy-f-  wg 
a 

Le  groupe  ^2  est  le  groupe  adjoint  à  52  variables.  C'est 
celui  qui  indique  comment  gK  transforme  entre  elles  l expres- 
sion 

ÉlS  =   |>l#ï]  —  [>12.n-*'l23",']  +  [>123'4#1234'] 

de  poids Jlî  et  celles  qui  s'en  déduisent  par  les  transformations 
de  gt. 

Le  groupe  g$  est  celui  qui  indique  comment  gt  transforme 
entre  elles  V expression  [#|.£»2m]  et  celles  qui  s  en  déduisent 
par  les  transformations  de  git  II  est  à  a-3  variables,  les  poids 
homologues  de  IL  correspondant  chacun  à  'i  variables,  les  poids 
homologues  de  II,  à  5  variables  et  le  poids  o  à  <)  variables. 

Enfin  le  groupe  gk  est  le  groupe  qui  indique  comment  g2 
transforme  l'expression  [ Si 2 5 1 3 ]  de  poids  II 4  et  celles  qui  s'en 
déduisent  par  les  transformations  de  g2.  H  est  à  12^/i  variables. 

XXII.  —  Groupes  fondamentaux  du  type  Ci). 

17.  Le  groupe  g\  est  le  groupe  à  7  variables  indiqué  dans  ma 
Thèse  (').  Ces  variables  x^  r/,  s  sont  respectivement  de  poids 
—  10/,  -+-  o)/  et  o. 

Le  groupe  g2  est  le  groupe  adjoint  à  1  \  variables.  Il  peut  s'en- 
gendrer au  moyen  de  g{.  C'est  celui  qui  indique  comment  gK 
transforme  entre  elles  l'expression  [^jKi]  de  poids  IL  et  celles 
qu'on  en  déduit  par  les  transformations  de g\.  Les  1  \  variables 

de  g '2  sont  : 

|  ./■,.)-/.  |         (i  ?±  /,;  /,  k  =  I,  2,  3), 

[•2*r/]  —  {ijk)[yjyk\, 

\}.zyi\  —  (ijh)\xl:rk\, 
[xi  yt ]  —  |  ./■,  7,  | ,         |  rL>  jk2  ]  —  |  -r3  7a  ] • 

(')  C,  p.  1  i'.. 
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LES  CONDITIONS  DE  CONVERGENCE  DE  L'INTÉGRALE 

//  °°         C  °°  ^x  dy  . . .  dt 

Jb  Jt     (^a  +  ^P  +  ...-+-^)«.(.rai-+-yPi +  ...-+-  ^i)«i(a^»-+-,^P* -+-...-*-  **•)••  ' 

Par  M.   N.   Podtiaguine. 

M.  Borei,  dans  son  Livre  Leçons  sur  la  théorie  de   la  crois- 
sance ('),  en  étudiant  l'ordre  de  grandeur  de  certaines  intégrales 

/      9{x,yta,  p,  .  ..,l)dxdy, 

relativement  aux  paramètres  a,  (3,  ...,X,  a  donné  une  méthode 
pour  la  recherche  des  conditions  de  leur  convergence.  Celle 
méthode  consistée  déterminer  tout  d'abord  le  champ  des  variables, 
dans  lequel  l'intégrale  peut  devenir  infinie.  Puis  on  divise  ce 
champ  en  plusieurs  zones  de  manière  à  pouvoir,  dans  chacune  de 
ces  zones,  réduire  l'élément  différentiel  à  une  partie  principale  de 
forme  simple.  En  ne  retenant  que  ce  terme  prépondérant  de 
l'élément  différentiel,  on  cherche  les  conditions  de  convergence 
de  l'intégrale  dans  chacune  des  zones. 

M.  Borel  a  ainsi  trouvé  les  conditions  de  convergence  de  l 'inté- 


gra le 


r    rx dxdy 


[ci,  dans  ce  petit  travail,  je  me  suis  proposé  de  généraliser  i 
recherches   et  d'étudier,   par  nue  méthode    basée   sur   le   même 
principe,  les  conditions  de  convergence  de  l'intégrale 

rx  rx  dxdy  ...di 

Ja      J  i,  J,      (./•*4-jP-f-.  .  .-+-  *x  )">(.  r*i  -i-^-Pi-t-  ..  .-+-  **t  )«•(**•  H- /"Pi  -+-... -h  0 

Dans  ce  qui  >uit  nous  désignerons  toujours  par  les  lettres 

(')  Pages  6x-73. 
\u. 


—  98  — 
des  nombres  quelconques  fixes;  par  les  Lettres 

A,     B,     G,     D,     ... 

les  nombres  arbitrairement  grands;  enfin,  par  les  Lettres 

a,    h,    c,     ...,     /,     /, 

a,     a,,     a2,      |3,      fi,,      [îj,     7,     y,,     y2,      ...,     X,     x,,     x2,     À,     Xtl     À2 

des  nombres  fixes  positifs. 

Nous  allons  commencer  par  l'étude  de  l'intégrale 


»     /i* 


dx  dy 


~Ja    Jb     (*?+}*}** 
Si  nous  supposons  que 

a,a>i,         a,[i>i, 

l'intégrale  I  ne  peut  diverger  que  dans  un  champ  où  x  et  y  sont 
tous  les  deux  très  grands.  13onc,  il  suffit  d'étudier  l'intégrale 


dx  dy 


Dans  ce  champ  des  variables  #,  y,  traçons  la  courbe 

a 
y  =  x$. 

Cette  courbe  divise  le  champ  en  deux  zones,  et  nous  avons 

r=i!+r2, 

I,  étant  l'intégrale  V  prise  dans  la  première  zone,  I2  la  même  inté- 
grale prise  dans  la  deuxième  zone. 

On  a,  dans  la  première  zone, 

a 

y>  xfi 
et,  dans  la  seconde, 


y  <  #P5 

de  sorte  que 

o{x,y)  =  (  xx-^yïy'x  —  yaïï.h{         (\<h\<ia*) 

dans  le  premier  cas,  et 

tp(a?,  y)  =  a?*i*.Aj        (i<^»<2a0 
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dans  le  second  cas.  Nous  avons  donc 


Mais  le  nombre  B  est  arbitrairement  grand.  Donc,  nous  pouvons 
le  prendre  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

É  g 

7a— A  =<ra(I_Tj)) 

Yj  étant  inférieur  à  i.  En  appliquant  le  théorème  de   la  moyenne, 
on  a 

y 

Cette  intégrale  converge  si 

«ip-§>i 

'         a 


OU 


I        I 


Quant  à  l'intégrale  I2,  on  a 

a 

l  r**  rV=f  r*.[J-B]. 


Ici,  nous  intéressent  seulement  les  valeurs  de  2  qui  sont  1res 
grandes. 

Donc,  nous  pouvons  remplacer  ici  A  par  une  nouvelle  limite  \  . 
de  sorte  que 

a  a 

a??—  B  =  a?P(i  —  il), 

Y|  étant  inférieur  à  i.  La  condition  de  convergence  de  L'intégrale  l_> 

est  donc 

a         (S 

JNous  vovons  ainsi  que  La  condition  de  convergence  de  l'inlé- 
(')  Pour  simplifier  nos  calcula  nous  supposons  «j  «i<    v       B,  de  sorte  que  B      B. 


grale  1  est  seulement 
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I         1 

a         ji 


Considérons  maintenant  l'intégrale 

ll=  rx  rx  ç* _dxdy_d^_ 

./„    Jb    .',    (««'■-*- .rPH-iir)». 

En  supposant 

«i«>i,       «iP>i,       ^r;>', 

nous  pouvons  nous  borner  à  l'étude  de  l'intégrale 

Imaginons  dans  le  champ  des  variables  #,  y,  z  la  surface 

SY  =  J7a+t/P. 

Cetle  surface  divise  le  champ  en  deux  domaines,  de  sorle  que 

II' =  II, +  11 


I  -T-   l'2l 


où  II,  est  L'intégrale  II'  prise  dans  le  premier  domaine  et  ll2  l'in- 
tégrale prise  dans  le  second  domaine.  Mais  dans  le  premier  domaine 
on  a 

d'où 

y(x.y,  z)  =  (.ra-+- âx?-f-^Y)"i=  zntf.ht         (i<  A,<  2fli), 

et  dans  le  second 

d'où 

o(x,y,  z)  =  (x*-+y$)a*Ju.         (i  <  h2<  2*1). 
Donc 

II,=  i-    f^L    f    l dy  f    '  dx     (»). 

La  limite  supérieure  WK  est  définie  par  les  équations 

z"{  =  x*-i-  wf         et        a?  =  A, 
d'où 

Y 

(V,  =  sP(I  —  Tfj). 

Pi    Pour    simpliûer   nos   calculs    nous    supposons    que    A*-t-B?>CY,    de  sorte 
que  Cr>  C. 
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G'  étant  arbitrairement  grand,   nous  pouvons  le  supposer  assez 
grand  pour  que  7\  soit  inférieur  à  i . 
De  même  pour  w2  on  a 

71 1  étant  inférieur  à  i.  Donc 


Y       y 


Ici  encore  nous   pouvons   prendre  G'  assez   grand  pour  que  tj2 
soit  inférieur  à  i.  On  a  finalement 


".  =  *;  f" — ^r^- 


La  condition  de  convergence  de  cette  intégrale  est 


i        i         i 

a        p        y 


envisageons  maintenant  l'intégrale  IL.  On  a 


2'     htJÂ     JB     {œ*+yPyiJc 

=  ■  r  r  **\  U^Lcj. 

Mais  la  question  de  la  convergence  se  pose  seulement  pour  .r,  y 
très  grands.  Nous  pouvons  donc  remplacer  ici  A  el  B  par  deux 
nouvelles  limites  de  telle  sorte  que 

(x*  +  jr&yt  —  C    -  (a?*  •  ;  P  >•  (i  -  r,,  >. 
7j3  étant  inférieur  à  i.  Mais  l'intégrale 


i 

\       •    i:  "•- 


(  ar«  !  /P) 
m   la  forme  de  l'intégrale  I,  demi    la   condition   de   convergence, 
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comme  nous  avons  déjà  vu,  est 

i       i  i 

-  -4--B  <«1 r 

7.         fi  y 

c'est-à-dire  la  même  que  celle  de  l'intégrale  II,. 

Les  mêmes  raisonnements  sont  applicables  aux  intégrales  de  la 
forme 


3, 


rx    rx  rx  dxdy  ...dt 


On  trouvera  pour  elles  la  condition  de  convergence 

-  H-  75  -K..-+T  r-  <  &i, 
a         [3  A 

Si  l'on  suppose 

«7,=  I, 

on  obtiendra  pour  l'intégrale 

dx  dy  .  . .  dt 


a       Jb  Jl 


^P -h  .  .  .  H- ** 


la  condition  de  convergence 


11  [    ^ 

_  +  _+...+  _<, 

qui  a  déjà  été  donnée  par  M.  Borel  ('). 

Nous  allons  maintenant  considérer  l'intégrale 

m=  rr ±± 

Nous  supposons  que 

a       «ii 

En  considérant^  comme  constant,  nous  voyons  qu'il  faut  tout 
d'abord  avoir 

pour  (pie  l'intégrale  III  ait  un  sens.  De  même  il  faut  que 

at  p  -hOspi>i. 

En  supposant   ces  conditions  remplies,    l'intégrale   111   ne   peut 

(')  Leçons  sur  la  théorie  de  lu  croissance,  p.  70. 
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diverger  que  pour^ety  tous  deux  très  grands.  Donc,  nous  pouvons 
nous  borner  à  l'élude  de  l'intégrale 

iir=  r  r <*z± 

Dans  le  champ  des  variables  x,y  traçons  deux  courbes 

a  o^ 

y  =  x$  et         y  =  x$i. 

A  cause  de  la  condition  z  >>  ~,  la  première  courbe' sera  au-dessus 

P        pi 
de  la  seconde.  Ces  courbes  divisent  le  champ  considéré  en   trois 

zones.  On  a,  dans  la  première  zone, 

dans  la  deuxième, 
et  dans  la  troisième, 

de  sorte  que  nous  avons,  dans  les  trois  cas  indiqués, 

cpO,  y)  =  (x*->ry$)a*(x*i-iry$*)a*  =  ya$+a&*hu 
cp('.r,  j^)  —  xa\* ya$\ .  hij 

cp(.r,  j')  =  .r". *+"-•*<. //3, 

//,,  //2,  /^3  étant  compris  entre  i  et  2"»+"* 

En  désignant  par  III,,   ML,  III.,   L'intégrale   IIP  prise  respecti- 
vement dans  les  première,  deuxième  el  troisième  zones,  on  a 

[ii'=  HÏJ+  in24-  in3. 

Envisageons  séparément  les  trois  intégrales  ci-dessus.  <  )n  a 

l 

y 


m,      ' 

h 


a, 


(l)  Nous  supposons  que  V  '      B,  de  sorte  que  B       B 
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Mais  à  cause  de  la  condition  -  >  -^  ,  on  a 

p        Pi 

?(i-«iPi)      ^(i-fl.p^)      Sd-«iPi)r 

r(  étant  inférieur  à  i  (').  Il  en  résulte  que 

„,,=  *;  r s 

•A      «— «tôti-«iPi) 

La  condition  de  convergence  des  intégrales  III,  et  III2  est  donc 
la  même 

Quant  à  l'intégrale  1II3,   elle  donne  la  nouvelle   condition   de 
convergence.  En  effet,  on  a 

iiï3==  jt*  i  ^,ai2a,  /*  ^ = *•  r  — ? — -a-t 

.2?  Pi 

si  nous  supposons  A  assez  grand.  La  condition  de  convergence  de 
l'intégrale  III3  est  donc 

a         i         i 

«1  —  > h  .g «2- 

a,         a,         fj. 

Ainsi,   pour  que  l'intégrale  III  soit   convergente,    il   faut  et  il 
suffit  que  ses  paramètres  satisfassent  à  deux  conditions  : 

Pi  _    i         i 

a           i           i 
cti  —  > h  q a2, 

«i         «i         pi 


avec 


En  supposant  ici 
on  a 


a        a, 

P>  PT 


a,  =  a2  =  i, 


a  i  i 

—    > h    g I. 

«I      2(1       Pi 


(')  Nous  supposons  donc  que  i  —  a.,  £,>  o.  Si  i —  a3  {3,  <o,  il  est  aisé  de  démon- 
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Ce  sont  les  conditions  de  convergence  de  l'intégrale 

dx  dy 


30  /-l    30 


*J n  J  h 


a     Jb     (^-^yP)(x^-i-y^) 


qui  ont  été  données  par  M.  Borel  (  '  ). 


Nous  allons  maintenant  chercher  les  conditions  de  convergence 
de  l'intégrale 


iv-  r*  Çx  fx dx  dy  dz 

" Ja     Jb     Jc     (œ*-ï-yP-ï-zl)a*(x*t-*-yPi-*-sYty* 

Si  nous  supposons 

fi\  a  -+-  <72  iy  >  i , 

aif)  +  a2pi>i, 

l'étude  de  cette  intégrale  se  ramène  à  l'étude  de  l'intégrale 
IV'=   f    C    C dxdydz 

Divisons  le  champ  des  variables  X,  y,  z  en  trois  domaines  par 
deux  surfaces 

zYi  =  xx\-r-  y$*. 


P        Pi  ï        Yi 


a        a, 
-  >  —  > 

Y       Yi 


Supposons 
d'où 

de  sorte  que 

î  \_ 

(i)  (a?QfH_<yP)Y>(a?aJ_Htypt)Yi     <■-•>. 

Dans  le  premier  domaine  nous  avons 

o(x,y,  z)  =  (.ra  +  ^P-h  cï  )".(./•*.   i-^.  H-  sY«  )"i  —  l«iTH  a«Y».A|, 

dans  le  second 

cp(  ./•,;',  s)  =  <  a?a      /P  )  '>  «a»Yt.À, 


trer  <|u<'  lu  condition  <!(•  convergence  de  l'intégrale  III   esl  la  mène  <j <: «^  celle  <l«' 
l'intégrale  111  . 

(')   Leçons  sur  la   théorie  de  /</  eroissa/iee,  |>.   7». 

( 2 )  Cela  vcui  dire  que  la  première  surface  esl  au  dessus  il<v  La  seconde. 
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el  dans  le  troisième 

?(a?*.T>  *)  =  (^a-t-rP)','(^0('-+-7P')"^./'.M 

où 

i  <  /(\  <  •>"■  '  "-■,         i  <  h-i  <  •>".-•-"-•,         i  <  h3  <  aai  '  "». 

L'intégrale  IV7,  dans  le  premier  de  ces  domaines,  a  pour  valeur 

I  I 

-ï 


et  dans  le  deuxième,  elle  est  égale  à 


1Y1 


iv  =  -L  /    f     dxdy    ç         Jl 

*A       «A 


0    "i-  £  («— «aYt) 


à  cause  de  l'inégalité  (ï)  (2). 

F^es  intégrales  IV!  et  IV2  convergent  si 


Y  I  I  I 

ïi        *        P        Y 


Quant  à  l'intégrale  IV,  prise  dans  le  troisième  domaine,  elle  nous 
donne  encore  deux  conditions  de  convergence.  En  ell'et,  celte- 
intégrale  a  pour  valeur 


i 

(jr«i  +  vPi)T« 


iv„-  l  r  r ±él r  ^  '  dz 

-*;  rr *^ p. 

(.ra-+-jKP)"'0*i-i-jK«3>)  '     Tl 

Celte  dernière  intégrale  a  la  forme  de  l'intégrale  III.  Nous  avons 
déjà  vu  (pie  les  conditions  de  sa  convergence  sont 

V  Yi/  P         *         P 

a  i  i  i 

"i  — >  — ^  ?r  h "2. 

*i        ai         pi        Y» 

Donc,  pour  que   L'intégrale    IV  soit  convergenle,   il  faut  et   il 

(')   .Nous  supposons  toujours  OC. 

(-)  Nous  supposons   que   ï  —  aiyl>o.   Si   i  —  a2Y,<o,   on    obtiendra    pour    la 
convergence  de  l'intégrale  l\    <\ru\  conditions  :  celles  de  l'intégrale  1V3. 
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suffit  que  ses  paramètres  satisfassent  à  trois  conditions 

Y        a        P        Y 
/  i  \  3t        i         « 

Vl2~TJJ>-  +  P  ""l' 

a  i  i  i 

a,         a,         [j,        y, 
avec 

*  ^  «.  P  ^  Pi 

P       Pi  ï       Yi 

En   se  plaçant  au  point   de  vue  de  l'hypothèse  de   l'espace    à 
quatre  dimensions,  on  peut  considérer  l'intégrale 

r"   rx   rx   rx dx dy dz dt 

Ja     Jb     Je     Jd     (a?*-f-7P+^Y-h^)*i(a?ai-iri^Pi-+-^T»H-^)a' 
On  trouvera  quatre  conditions  pour  sa  convergence  : 

O,  I  I  I  1 

8        a        p  •       y         û 

1  \  Yi  ^     l  l  T 

o,/  y         a  p         y 


/          i  ï  V  pi  ^  ï  ï 

V          ô,  Yi/    P  a  P 

d  ï           i  ï  i 

*i  ^i        pi  Yi  °> 


avec 


a  ^  ^1  Ë  ->  Pi  I  ->>  li 

P       Pi  Y       Yi  °       °i 


En  appliquant  toujours  la  même  méthode,  nous  obtiendrons  en 
général,  pour  la  convergence  de  L'intégrale, 

3  =    P    fX    f         f"    r  dxxdx,dx,...dx,    ,</.*•„ 

n  conditions 


A|  i  i  i  il 

À  3!  p  X  À 

I   \Xi  I  1  I  I 

a,—  r-l  —  >-  +  7  +  -  ..-+--       «i, 
A,  /    /.          a                    V  "/- 


/  .  ï  l  \  P,         1  I 

«j—  r-  -  ...  -   -I-  «i, 

\  A,  /-,  Yi         P  a 

2  111  II 

ai  —  ^         --f-r  -h.  ..H hr- 

*i         a,         /,,         Y"  *l         A' 
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avec 

*  .«1  P  ^  Pi  *  ^  *i 

P        Pi  Y   .    T»  x       x» 

Nous  avons  vu  que  l'intégrale 

rx    Çx  rx  dxdy  ...dt 

dont  l'élément  différentiel  a,   dans  son  dénominateur,  un  facteur 
de  la  forme 

(■>)  (x*-±-y$->r.  . .-+-  A)"> 

converge,  si  ses  paramètres  satisfont  à  une  seule  condition.  Nous 
venons  de  voir  aussi  que  le  nombre  de  conditions  de  convergence 
de  l'intégrale  32  dont  l'élément  différentiel  a,  dans  son  dénomi- 
nateur, deux  facteurs  de  la  même  forme,  est  égal  à  l'ordre  de  sa 
multiplicité.  Le  nombre  de  ces  conditions  croît  encore  plus  vite 
si  l'élément  différentiel  de  l'intégrale  a  trois  facteurs  de  la  forme  (2). 
En  effet,  considérons  d'abord  l'intégrale 


*-r.r. 


dx  dy 


i,    Oa -r- y$ )"•  <>*■  -+- yP* )''>( x*a ■+■  y$2 )a% 

où  aK  et  a2  sont  positifs  (  '  ). 

Nous  supposons  ici 

a         ai         a> 

En  supposant,  en  outre, 

ai  a  -h  «2*1  +  «3«2>  1, 

nous  pouvons  ne  considérer  que  l'intégrale 


\ 


dx  dy 


(x*->r  y$ )a\ ( X*i  -+-  ^Pi  )«a ( a?*, -+-  ^P* )'3 

Traçons  dans  le  champ  des  variables  2?,  y  les  courbes 

a  a^  a, 

y  =  a?P,  y  =  a?P»,  j^  —  2*P*. 

En  vertu  des  conditions  (3),  la  première  courbe  sera  au-dessus  de 
la   seconde   <'t    la  seconde  au-dessus   de  la    troisième.    Ainsi    nous 

(')  Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  maintenant  toujours  «,>o  et  #2>o. 
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avons  quatre  zones  à  considérer.  Dans  la  première,  on  a 

o(x,y)  =  (x*  -h  yP)a*(x*t  -h  y$i )"» ( a:*» -i-  j^P* )«■  =  ^«iP-»-«aP«-*-«3pi . A |  ; 
dans  la  seconde, 

dans  la  troisième, 

et  dans  la  quatrième, 

y$  <  a?a,        7P1  <  .r*.,        y%  <  a**. 

où  A,,  h2,  h3  et  A4  sont  tous  compris  entre  1  et  2rti+a»+'V 

En  désignant  par  V,,  V2,  V3  et  V/(  l'intégrale  V  respectivement 

dans  les  première,  deuxième,   troisième   et  quatrième  zones,  nous 

avons 

V'=V1  +  V2+V3  +  V*. 

On  trouve,  pour  chacune  de  ces  intégrales, 


hiJB,    jra.p+a.p.+a.p,     /°    dr    =  ^    Ç"  *[ 


I        (lr    =  /'  1    /       — g 


y 


h*JA      X«*J±ya$x+a  *JA         „,  a  _  ■ |,  ,_,„;,,_,„?, 

■•'  .r  P 

«1 

v  =  ±  r  **     f^  =A<  r x         ^ 

'    "  ./•  P« 

'  li,      1  r"i*-f«j*i+"'i3'j      /  *    '  «  *'  ' 

./ 

(;»!•  A  el  T>  sonl  arbitrairement  grands  (*), 


(')  Nous  supposons  toujours  que  v        B.  Doni    1»       B 
(:)  Nous  n'avons  considéré  ici  que  le   cas,   dans    lequel    1 
(Toù  r  — aaP5     0.  Si  1      d,y     o  ou  seulement   1      </.,:•,      a  racile 

de  démontrer  que  les  conditions  de  convergence  <i<-  l'intégrale  V  sonl  les  mêmes, 
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Nous  voyous  ainsi  que  l'intégrale  V  est  convergente  si  ses  para- 
mètres satisfont  à  trois  conditions  : 

,JM  (3,         i  i         '• 

P  P         *         P 

a  32  i  i 

a,  p,         ai         fi, 

a  a,  i  i 

a2  a2         a2         p2 

avec 

a         ai         a2 

P  ^  Pi  ^  P. 
Considérons  maintenant  l'intégrale  triple 

vj-    fx  fx  fx dx  dy  dz , 

où 

a  .     a,  P  ^   Pi  aj         a2  Pi  ^P* 

P        Pi  Y        Yi  Pi        P2  Yi        Y2 

En  supposant 

«!  a  -h  a2  cti  H-  a3a2>  i , 

«,p-+-  a2pi+  <?3P2>  i, 
«iY  +  «2  Yi  +  «3Y2>  !1 

nous  pouvons  ramener   l'étude   de   cette   intégrale   à  l'étude   de 
l'intégrale 

VI=  r  r  r dx dr dz 

«A     «A     Je     (^a-+-7P-H^Y)"i(^«.  +  jKP«+  -Yi)'^(a7aJ-h^^4-^Y0a' 

Imaginons  dans  le  champ  des  variables  x,y,  z  trois  surfaces  : 

zy  =x*  -+-jP, 

Ces  surfaces  divisent  le  champ  en  cpiatre  domaines,  de  sorte  que 
nous  avons,  dans  le  premier  domaine, 

y(x,y,z)t=  (xa-i-  yP-+-  zY)«i(:rai-b  jkP'+  *Yi  )aa(#a3-f-  jP^h-  ,zYj)as 
=  aaiY+a^Yi+a3Y«.À|  : 

dans  le  deuxième 

cpl  a?,^,  a)  =  (a?*-*-  y$  )".  aasYi-»-*ïY3 . /j  ; 


—  HJ  — 
dans  le  troisième, 

cpO,  /,  z)  —  (^raH- y^)a^{x'^-\- y$i)a>  «a»Y».Aa, 

et  dans  le  quatrième, 

cpO,^,  z)  =  ( x* -h yfi )rh  (x*>  -h y?*  )" ;( x*<  -+-  y$>)' '  Jit. 

/*,,  A2,  /*3  et  /a4  étant  compris  entre  i  et  2ai+a*+a». 

Donc,  l'intégrale  VF,  dans  le  premier  domaine,  est  égale  à 

1  1 

VI,  =    -L       /  « /  dy      f  f         dX 

-*i/" ^—    C); 

a  P 

dans  le  second  elle  a  pour  valeur 


vf  =  -i  /""  f   dxdy    r    y 


^   »«tYl-»-«lYi 


r 

oo        /->  oo 


/.T  C(/ 


(«)• 

"i (  1  —  "»  Yi  —  "3  Yî  ) 


(tfa  +  ^P)         Y 

La  condition  de  convergence  des  intégrales  \  I,  el  \  I_»  est  donc 

seule 

Yî  Y-2         »  1  1 

Y  Y        *        P       ï 

L'intégrale  VI',  dans  le  troisième'  domaine,  est  égale  à 


j_     /•"     r00 <£r  dy f  '     '    jh_ 


S%      00  •"»      30 

=  ''i/     /    — 


(  '  )   Toujours  C>  C. 

(-)  Nous  supposons  *  1  < »  1  » «^  que  1  aay,  a  . ;  0.  Dans  le  cas  contraire,  noua 
aurons  pour  la  convergence  de  l'intégrale  VI,  deux  conditions  :  celles  de  l'inté- 
grale \  [3. 

(•')  En  supposant    1-    ".7       0.   Dans   le   cas  où    1  il    est   .hm'  de 

démontrer  <|uc  l'intégrale  VI,  converge,  si  ses  paramètres  satisfont  a  trois  condi 
Lions  qui  sont  celles  de  l'intégrale  VI4.   Remarquons  qu'il   est   impossible  d'avoir 
a  la  fois  1      ".7, —  "r,'     •  "  al  ■      "  parce  que  nous  avons  supposi 
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Les  conditions  de  sa  convergence  sont 


i        i 


[a»-^(—««ï«)]|r 

OC  I  1  i 

clxV  >  T  "+"  T  —  "»-*-  — C1  — «»Y»)- 

*i       *i       pi  ;i 

Enfin,  L'intégrale  VI',  prise  dans  le  quatrième  domaine,  qui  est 

dx  dy 


égale!  à 


OO  /!« 


vl=  a; 


donne  encore  trois  conditions  : 

?        V  Y«/  P        a        P 

«i         V  Ï2/  Pi  a,  pi 


a  a,  I 

«, h  a2  —   >    — 

a,  a>  a.-> 


i 


Pî  "  Y» 


—  «3- 


Donc,  l'intégrale  VI  converge,  si  ses  paramètres  satisfont  à  six 

conditions  : 

i 


Yi    ,  Ï2    ^    l 

Y  Y  a        P 


"2¥ 


«3 


Y«/  ^         a 


a,-    +    a3^    >  —  +  r 

Yi  «i        pi 

a* )  ft     >  _ 

72/    Pi  «1 

I  \      3  Y  2    ^        I 

*/  Pi  Yi        Pi 


«1 

a 


i 

Y 
r 

p 

i 

Yi 


—  ai, 

—  «î» 

—  a2, 


P7-"2' 


H a-2, 


«î 


«2 


a,  » 

a.,  —    >    — 
a2  «2 


i 


h»  2 


avec 


X| 


?  >  Pi 


P^P. 

Yi 


a,         a2 
—  >  — 

pi  p2 


«3, 


Pl>Ê! 
Yi       Y« 


En  général,  pour  l'intégrale 

/    /    •/    /  - 


û&T]  ûfcrj  oVs  .  .  .  dxn-\  dx„ 


(a??  H-a?5-*-arï  -K 

•  ~t"  «^/j- 

+  ^)«q 

x  (•^l  +  4,+  ^'  +  . 

.-+-*&. 

-+-*£■)•« 

x  (a?f*-h*Ç"-+-«ï"-h. 

•  •  H-  ^«- 

,  ■+■  4*)a  'J 
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on  a  3(/i  —  i)  conditions  : 


«2y 

-+■ 

A2 

«3  ">- 
A 

i 
>  -  -+- 

a 

i 
P 

i 

Y 

*1 

a-2  — 
y. 

-h 

(ai  ~  h 

)? 

i 

>   -  -+■ 
a 

i 
P 

i 
Y 

[  I 


I 

—  ai, 


a  A)  iii  il 

a,  Ai  a,         [ii         y,  Xj         a, 

a  /  l   \  x.o  I  I  i  i 

«i h(a3—  t-)  —  > h  Tp  -1 H... H -  a2, 

ai         \  A,/  scj         a,         S,         Vi  x,       - 


avec 


i  \    3  A>  ii                    ii 

a/   p,  a,  Q,        y,                   x,         a, 

a, ïï  )  ---  -+-    a3  r              > K..-+-  —  +  s a,, 

\           a        p/  Yi  A-  Yi                  *-        A- 


a  a,  (  ï  i  il 

ai h     a.)  —  -  -f-  7j h     -  H- ...  H h  -— 

a,  "  a2  «2        P2        Ys  x-        ''- 


X  /-! 

Al   >  X2 


a         X] 

p .  pi 

7]    >    —  ■> 

Y  '     Yi 

«i  .    y-> 

Yi  '    Y2 

SUR  LES  LIGNES  SINGULIÈRES  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES: 

Par   M.   l'Ami  . 

J'ai  étudié,  dans  les  \ctamathematica  (t.  \\\.  1906,  p.  36  j 
ci  suiv.),  les  propriélés  que  possèdent,  au  voisinage  de  leur  cercle 
de  convergence,  les  séries  de  faylor  <jui  restent  bornées  à  I  inté 
rieur  de  ce  cercle  <m  j'ai  démontré  que  les  fonctions  qu  elles  rei 
sentent  possèdent  la  propriété  -^u  1  \ ;i n  1  (*  :  en  ions  les  points  s0  du 
cercle  <lc  la  convergence,  s .  1  n I  au  plus  aui  points  <1  un  ensemble 
•  le  mesure  nulle,  la  fonction  f(z)  tend  vers  une  valeur  déterminée 
quand  ^  tend  vers  r„  en  restant  à  I  intérieur  <l  un  angle  inférieur 
à  n  ayant  pour  bissectrice  le  rayon  Os0. 
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Je  me  propose  d'étendre  cette  propriété  aux  fonctions  < j n i  sont 
bolomorphes  ou  méromorphes  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  et  qui 
de  plus  sont  assujetties  à  celle  condition  qtie,'lorsque  z  varie  dans  C, 
le  point  représentatif  Z  =  f  (z)  ne  vienne  jamais  se  placer  sur  un 
certain  continu  linéaire  y. 

Pour  abréger  le  langage,  nous  dirons  qu'une  fonction  (analytique 
ou  harmonique)  possède  la  propriété  (0  en  un  point  m  d'une 
ligne  analytique  L,  lorsque  cette  fonction  supposée  définie  d'un 
certain  côté  de  I,,  prend  une  valeur  limite  finie  et  bien  déterminée 
quand  le  point  représentatif  tend  vers  m  en  restant  à  l'intérieur 
(I  un  angle  inférieur  à  -  avant  pour  bissectrice  la  normale  à  L; 
nous  dirons  qu'elle  possède  Ja  propriété  (0',  si  le  cas  d'une  limite 
infinie  n'est   pas  exclu,  les  autres  hypothèses  restant  les  mêmes. 

Soit  alors  F(^)  une  fonction  n'ayant  dans  C  d'autres  singula- 
rités que  les  pôles,  en  nombre  fini  ou  infini,  mais  telle  qu'on  n'ait 

jamais 

F(*)  =  « 

pour  un  point  z  intérieur  à  C,   et   un    point  a  appartenant  à    un 

continu  linéaire. 

Soit  y  ce  continu  ;  je  dis  qu'on  peut  choisir  sur  y  deux  points    V 

et  13  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  lorsque  le   point  Z  varie 

dans  son  plan,  sans  jamais  rencontrer  y  (ou  une  partie  de  y),   la 

fonction 

Z  -  A 
Z  —  \i 

a  un  argument  qui  varie  entre  des  limites  finies. 

La  chose  est  à  peu  près  évidente  si  l'on  prend  pour  y  le  segment 
de  droite  A.B,  ou  une  coupure  curviligne  ne  présentant  pas  de  sin- 
gularités  :  dans  ce  cas,  en  effet,  le  point  Z  ne  peut  tourner  qu'un 
nombre  limité  de  fois  autour  du  point  A  ou  du  point  B,  et  tout 
chemin  fermé  qui  ne  contient  à  son  intérieur  aucun  des  deux 
points  \  el  15  ou  qui  contient  ces  deux  points  à  la  fois  ramène 
l'argument  à  sa  valeur  initiale.  Mais  il  peut  en  être  autrement 
dans  le  cas  où  y  possède  en  \,  par  exemple,  un  poinl  asymptote 
//_■  i  i  :  dans  ce  cas,  le  point  Z,  pour  aller  de  m  en  m!  sans  traver- 
ser y,  devra  décrire  la  courbe  ponctuée  qui  i  ou  rue  autour  de  A  un 
nombre  de  fois  d'autant  plus  grand  que  />/  est  plus  rapproché  de  \. 
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de    sorte    que   L'argument    de    Z  —  A    peut    croître    indéfiniment. 
Gomme  nous  pouvons  toujours,  dans  nos  raisonnements,  remplacer 


Fig.  i 


y  par  une  partie  finie  quelconque  de  y,  il  est  possible  de  choisir  \ 
et  B  de  manière  à  éviter  cette  singularité  ;  mais  lorsque  Ion  con- 
sidère un  continu  quelconque,  la  possibilité  d'un  tel  choix  demande 
quelques  explications. 

Remarquons  qu'un  point  asymptote  d'une  courbe  possède  celte 
propriété  que  sa  distance  à  un  point  O  quelconque  du  plan  exté- 
rieur à  la  courbe  n'est  jamais  un  maximum  ou  un   minimum   pour 


la  distance  du  point  O  à  un  point  variable  de  la  courbe;  ceci  nous 
amène  donc  à  choisir  un  poinl  \  de  la  façon  suivante  :  Soil  i  fîg.  a) 
un  point  (  )  extérieur  à  y  :  la  distance  de  O  à  y  possède  un  mi  m  nui  m 
différent  de  zéro  et  ce  minimum  <\si  atteint  pour  ym  poinl   \  :  yne 

Contient  donc  aucun   point  à   l'intérieur  du    cercle    de   centre   <>    (t 

de  rayon  OA;  décrivons  de  A  comme  centre  un  cercle  égal  au 
précédent  cl  prenons  un  poini  M  de  V  intérieur  à  ce  cercle  el  tel 
qu  il  existe  un  segment  y'  de  v  ayant  pour  extrémités  \  el  M  et 
qui  soil  tout  entier  à  I  intérieur  de  ce  même  cercle  :  on  déduit 
facilement  de  La  définition  d'un  continu  linéaire  la  possibilité  d  un 
tel  choix.  Considérons  alors  le  continu  y  :   l.i  distance  de  0  à  • 


-  tl(>  - 

possède  un  maximum  qui  se  trouve  atteint  pour  un  certain  point  13; 
on  doit  supposer  B  différent  de  A,  si  le  continu  (le  y'  ne  se  réduit 
pas  à  un  arc  de  cercle  de  centre  0;  B  peut-  coïncider  avec  M  ou 
être  distinct  de  M  ;  dans  ce  dernier  cas,  nous  réduisons  y'  au  seg- 
ment AB  que  nous  appellerons  c. 

On  voit  que  ce  continu  c  doit  être  compris  entre  les  deux  cercles 
de  centre  O  passant  par  A  et  B,  et  en  outre  intérieur  au  cercle  de 
centre  A  passant  par  O.  Il  est  donc  compris  à  l'intérieur  ou  sur  le 
contour  du  quadrilatère  curviligne  nxnpq\  dans  ces  conditions  il 
est  clair  que  le  point  Z  ne  peut  tourner  autour  de  A  d'un  angle 
surpassant  \  n  sans  rencontrer  c  ;  en  effet,  si  Z  décrit  un  chemin 
tel  que  celui  de  la  figure  3  entourant  A  et  non  B,  il   existe  néces- 

Fig.  3. 


sairement  une  partie  ris  de  ce  chemin  qui  réunit  entre  eux  deux 
points  du  contour  mnpcj,  laissant  de  part  et  d'autre  les  deux 
points  A  et  B.  Donc  la  ligne  c  qui,  nous  l'avons  vu,  est  complè- 
tement  intérieure  à  ce  quadrilatère  coupera  nécessairement  le 
chemin  ris. 

On  fera  un  raisonnement  analogue  pour  le  point  B  et  l'on  en 
déduira  que  le  point  Z  ne  pouvant   tourner  que  d'un  angle  limité 

autour  des  points  V  el  B,  l'argument  de  ^ ^  est  lui-même  limité. 

\prr-  celle  digression   nécessaire  <i  cinalvsis  situs,  revenons  ;> 
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la  question  qui  nous  intéresse,  et  considérons  la  fonction 


[F(*)  —  A"l 

G(*)=1o4^)^bJ 


F(z)  ne  prenant  jamais  les  valeurs   V  et  B,  G(z)  est  holomorphe  et 
uniforme  dans  G,  et,  d'après  ce  qui  précède,  sa  partie  imaginaire 
reste  bornée. 
Posons 

00 

z  =  re*,  G(^)=^(an-hi6„)/-«e"'Ô  =  P(r,  9)  4- 1  Q(r,6), 


Q(/',  G)  étant  bornée,  la  série  S(a^  -f-  b;{)  est  convergente  (loc. 
cit.,  p.  3 -y 4 ) ,  le  rayon  du  cercle  G  étant  égal  à  i . 
L'identité  connue 

montre  ensuite  que  l'intégrale 

a  une  limite  finie  quand  r  teud  vers   i . 

Geci  rappelé,  remarquons  qu'on  peut  choisir  la  constante  k  de 
manière  que  la  fonction 


G  (  *  )  —  k 


soil  bornée  dans  G;  il  suffit  de  prendre  k  puremenl  imaginaire  et 
supérieur  en  module  au  module  maximum  de  Q(/%,  8). 

\  la  fonction  II,  holomorphe  et  bornée  dans  C  on  peul  appli- 
quer le  théorème  rappelé  au  débul  de  cet  article  :  M  possède  la 
propriété  CD,  presque  partout^  sur  le  cercle  C. 

Donc  (j(z)  possède  presque  partout  la  propriété  CD'  sur  C.  Mais 


l'égalité 


lim    /        |  r.(/v<"  »  ■  ,/0      quantité  finie, 


i/_  7; 
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montre  qu'on  ne  peut  a\ oir  ■ 

1 1 1 1 1  [  ('.(  /v'(J)  |   =  X 


/•=! 


que  pour  un  ensemble  de  mesure  nulle  de  valeur  de  9. 

On  peul  donc  dire  que  G(z)  possède  là  propriété  cO  presque 
partout  sur  G. 


L'égalité 


F  (z  )  = 


I  -   gG  : 


montre  ensuite  que  G(z)  tendant  vers  une  limite  finie  r,F( z)  tend 
vers  la  limite  bien  déterminée,  finie  ou  infinie, 

A  —  B  er 

i  —  e.> 

On  peut  donc  dire  que  F (-3)  possède  la  propriété  (D'  presque 
partout  sur  le  cercle  C. 

On  peut  donner  un  énoncé  un  peu  plus  général,  en  transformant 
l'énoncé  précédent  par  une  représentation  conforme.  Cet  énoncé 
est  le  suivant  : 

Soit  une  ligne  analytique  £  et  une  fonction  analytique  F(z) 
définie  d'un  côté  de  £_,  et  n'ayant  au  voisinage  de  4^  d'autres 
singularités  que  des  pôles.  Supposons,  en  outre,  que  ¥(z)  ne 
puisse  pas  prendre  au  voisinage  de  £  les  valeurs  d'un  continu 
linéaire. 

Cela  étant,  en  tous  les  points  z0  de   4^,  sauf  au    plus  aux 

points  <T  un  ensemble  de  mesure  nulle,  F (3)  (qui  a,  en  général, 

4^  comme  ligne   singulière  essentielle)  prend  une  valeur  limite 

bien  déterminée,  finie  ou  infinie,  quand  z  tend  vers  z0  suivant 

un  chemin  faisant  un  angle  fini  avec  41- 

On  voil  que  la  proposition  démontrée  par  nous  dans  les  Acta 
subsiste  essentiellement  si  les  valeurs  exceptionnelles  de,  la  fonc- 
tion, au  lieu  de  remplir  un  domaine,  sont  distribuées  sur  une 
ligne  . 

()n  pourrai!  se  demander  si  la  méthode  si  féconde  de  M.  Picard 
pour  démontrer  certaines  propriétés  des  fonctions  entières  et  qui 
repose,  tomme  l'on  sait,  sur  l'emploi  de  la  fonction  modulaire,  ne 


—  119  — 

permettrait  pas  détendre  le  théorème  aux  fonctions  ayant,  par 
exemple,  trois  valeurs  exceplionuelles.  Mais  l'exemple  même  des 
fonctions  modulaires  et  fuch  sien  nés  montre  qu'il  existe  des  fonc- 
tions uniformes  affectées  de  coupures  et  ayant  en  outre  un  nombre 
fini  quelconque  de  valeurs  exceptionnelles,  qui  ne  possèdent  en 
aucun  point  de  leur  coupure  ou  seulement  en  une  infinité  dénom- 
brable  de  points,  les  propriétés  remarquables  que  nous  avons 
découvertes  pour  les  fonctions  étudiées  dans  cette  Note. 

Il  est  bon  de  rappeler,  d'ailleurs,  que  cette  élude  repose  essen- 
tiellement sur  la  connaissance  des  propriétés  de  -l'intégrale  de 
M.  Lebesgue. 


DES   SYSTÈMES   INFINIS   D'ÉQUATIONS; 

Pau    M.   A.   Pellet. 
1.   Soient  les  équations 

(i)  SPpP  —f,>(-ri  »  XK xn  >  —  O  (p  =  I,  2 il  I. 

les  fp  étant  des  fonctions  holomorphes;  désignons  par  1,,  une 
fonction  majorante  de  fp  et  considérons  leurs  //  équations  majo- 
rantes 

(2)  V/,V       V,,{\u  Xa X/i)  =  o, 

m  étant  le  plus  grand    des  nombres   ////(  el    F(X)    une  fonction 

majorante  des  n  fonctions 

V"    >»rVr(\.  X X), 

OÙ  le  facteur  de  X'"   '"/>  n'est  antre  que  Fp(Xt,   \  _. \     I  dans 

laquelle  on  a  remplacé  \,,  Xa Xw  par  \:  les  valeurs  posi- 
tives de  X  qui  rendent  positive  la  fonction 

\  F(X) 

rendront  aussi  positives  les  premiers  membres  des  //  équations 
Les  équations  (i)  ont,  dans  la  majorité  des  cas,   un   nombre  «le 
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systèmes  de  solutions  égal  au  produit  m,  ma  ...  />?„,  pour  chacun 
desquels  les  quantités  ./',,./■;.,  ...,  xn  ont  des  modules  inférieurs 
à  ç,  plus  petite  racine  positive  de  Inéquation  \'" — F(X)  =  o,  et 
il  nv  en  a  pas  d'autres.  Cela  se  voit  immédiatement  lorsque  n —  i 
des  nombres  m^  m*,  ...,  m„  sont  égaux  à  l'unité,  ou  encore 
lorsque  fp  ne  contient  que  les  p  inconnues  j(,  a?2j  ■••?  #/* 
[j>  i ,  :>. /*).  Fb/r  mon  Mémoire  Sur  les  équations  majo- 
rantes (Bulletin  de  la  Société  mathématique,  1909). 

2.    Appliquons  ceci  à  l'équation  de  Fredholm 


9(s)-lf  K('vO?(0*s/(0. 


(Traité  de  MM.  B.  Heywood  et  Fréchet,  p.  49) 
On  est  conduit  aux  n  équations  linéaires 


(3)  xp  =  t\ 

où  Ton  a  |)Osé 

et 


2^cvqK(sp,Sç) 


</  = 


f(sP), 


sn  =  a  -+-  (n  —  1)0  =  6, 


a  —  ^  ZLfL 

n  —  1 


xp  —  o(sp)         (p  =  1,  2,  .  . .,  /i). 

dans  les  équations  (3)  on  doit  omettre  dans  le  second  membre  le 
terme  correspondant  à  q  =  p,  lorsque  K(.v,  5)  est  infini.  Enfin  on 
doit  faire  tendre  n  vers  l'infini.  Désignons  par  \xs  l'intégrale 


f   |K(*,0l 


dt 


et  soil  u  son  maximum  lorsque  5  varie  entre  a  et  />  ;  par  v  le  maxi- 
mum du  module  de /(s)  dans  le  même  intervalle  ;  on  est  conduit 
pour  x p  à  l'équation  majorante 

X  __  XjxX  =v, 
qui  a  une  racine  positive  si  Xui<i;  on  suppose  \  paramètre  positif  ; 
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d'où,  pour  fonction  majorante  de  es  (s), 

1/(01 


l  —  A  U 


on  développant  suivant  les  puissances  croissantes  de  X. 

Ce  résultat  se  vérifie  sur   l'exemple  de    M.    Picard    (Trait*''   de 
MM.  B.  Hejwood  et  Fréchet,  p.  81). 

Plus  généralement  soit  l'équation  (p.  f\  du  Traité) 

«p(M)-X  /,K(M,P)^[(?(P)]rfa)P=/(M))    > 

'\(x)   étant    une   fonction   holomorplie  de  x  donnée,  avant   pour 
fonction  majorante  lF(X).  Désignons  p:ir  ;j.m  l'intégrale 


.( 


|  K(M,  P)|rfwp=  [xm, 


par  ijl  sa  valeur  maximum  lorsque  M  varie  dans  le  domaine  D, 
par  v  le  maximum  de  |/(M)|  dans  D,  une  équation  majorante 
de  <p(M)  dans  D  est 

(4)  X-VW',\,  =  v 

et 

|/(M)|+f*MX) 

une  fonction  majorante  de  <p(M),  pour  tout  point  M  :  on  peut 
ordonner  co(M)  suivant  les  puissances  croissantes  de  À  si  ;jl,  v,  ulm, 
/(M)  sont  finies,  et  le  rayon  de  convergence  esl  au  moins  égal  ;'i 
la  plus  petite  valeur  positive  \  pour  laquelle  l'équation  (4)  a   une 

racine  double. 

3.  Soit  l'équation  différentielle  linéaire 

d'n  v        .  /       d'"    '  y  '!'"      I  \ 

les  coefficients/?  étant  des  fonctions  nolomorph.es  de  <•''  el  e 

toutes  eou\  ergentes  lorsque  la  partie  réelle  <le  .r  esl  comprise  entre 

R  et  R , ,  l\,  >  El.  Si  Ton  remplace  x  par  r  -f-  ri  ^ —  i   :    / .  /  .i  /-, 


—    \^2  — 

étant  réels,  les  coefficients  conservent  leur  forme  cl  sont  conver- 
gents lorsque  la  partie  réelle  de  x  est  comprise  entre  R — /•  et 
R,  —  /•,  quantités  de  signes  contraires,  lorsque  r  est  compris  entre 
R  el  Ht;  ainsi  nous  supposons  H  •<  o  et  R,  >  o.  Cherchons  à 
satisfaire  à  celle  équation  par  nue  fonction  y  de  la  forme 


A0rP-»--H  />,c<P+»-*  +  ô,c<p-i>*  +  .  ..=    V    bue[ÇH-n)xi 


p  étant  un  nombre  non    entier  et  différent  de   zéro.    Les  dérivées 
de  j^  seront  de  la  même  forme.  Nous  prendrons  pour  inconnue 


■  (m) 

On  aura 


,////  y 

J  dxm 


g(p-+-«).r 

(/i  variant  entre  —  oc  et  -h  oc). 

Substituant  dans  l'équation  et  ordonnant,  les  coefficients  doivent 
être  tous  nuls,  ce  qui  donne  une  infinité  d'équations  pour  les 
quantités  b.  Si  l'on  considère  l'une  d'elles,  il  y  a  un  seul  terme  ne 
s'annulant  pas  avec  À  et  formé  par  l'une  des  quantités  bn  ;  nous 
désignerons  cette  équation  par  l'indice  de  celle  quantité,  qui  varie 
d'une  équation  à  l'autre.  Supposons  pour  un  moment  connus  les 
2N  +  1  coefficients  bn  ayant  un  indice  inférieur  à  N  en  valeur 
absolue.  On  arrive,  pour  les  équations  en  nombre  infini  dont  l'in- 
dice est  en  valeur  absolue  >N,  à  l'équation  majorante 

b[i-x(p1iL  +  p8ïL+...+  p„,J_)]  =  q, 

où  N,  représente  N  —  |o|,  Q  une  fonction  linéaire  des  modules 
des  2  N  +  1  quantités  bn)  pour  |  /i  |  <  N,  les  coefficients  tendant 
vers  zéro  lorsque  IN  tend  vers  l'infini  ;  [\  la  somme  des  modules 
des  termes  de  la  série  /;*,  pour  x  =  o,  série  qui  est  convergente 
d'après  l'hypothèse  faite  K  <  o  et  R,  ]>  0, 

On  a  B  >•  |  bn  |,  pour  /i^N,  pourvu  que  le  coefficient  de  R  soit 
positif,  ce  qui,  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  positif  À, 
sera  réalisé  pour  N  suffisamment  grand.  En  effet,  clans  le  produit 
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pky{m~h\  le  coefficient  de  e(?+,t)x  est  égal  à 


'tyj'n  -0L 


où  a  entier  positif  ou  négatif  satisfait  à  L'inégalité 

|n  — «|>N; 
donc  ce  coefficient  a  un  module  inférieur  à 

B  étant  le  module  maximum  des  quantités  bu,  \n\  ;JN. 

Ainsi  le  maximum  de  X  éteint  donné,  on  pourra  assigner  N  de 
façon  que  l'équation  majorante  des  équations  d'indice  |ai|^N  ail 
une  racine  positive;  on  pourra  donc  résoudre  ces  équations  en 
ordonnant  les  inconnues  bn  suivant  les  puissances  croissantes  de  À, 
sans  se  préoccuper  de  la  convergence  de  leur  déterminant.  Subs- 
tituant dans  les  2N+1  équations  homogènes  d'indice  inférieur 
en  valeur  absolue  à  N,  on  a  un  système  de  2N+1  équations  du 
premier*  degré  à  2IN-I-1  inconnues,  homogènes;  leur  détermi- 
nant doit  être  nul  pour  qu'il  y  ait  un  système  de  solutions,  ce  qui 
donne  une  équation  pour  p;  cette  équation  élant  satisfaite,  les 
valeurs  de  bn  \  n  |  <  N,  seront  proportionnelles  aux  déterminants 
partiels  du  premier  ordre,  supposés  non  nuls  tous  ensemble  :  ces 
déterminants  sont  des  fondions  entières  de  A. 

\.  Plus  généralement,  p  étant  une  indéterminée,  tirons  des  !  N 
équations  d'indice  autre  que  zéro,  les  \ aleurs  des  6W,  N  >>  \n  | .  <>. 
en  fonctions  de  00  ;  puis  substituons  dans  l'équation  d'indice  zéro, 
et  soit  A(p)60  ce  que  devient  le  premier  membre  ;  on  a 

différent  ion  s  l  fois  par  rapport  à  p  ;  il  vient 


en  posant 


d*y  rfA(p  1 
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\imsi    si    o    est    une    racine    multiple    (Tordre    /    de    l'équation 

A    p)   =  o,  )-,  )-| yi-\  sonl  ^  solutions  de  L'équation  (5). 

Si  A(p)  est  différent  de  zéro,  posons 

>0      Mp-)'        Mp)  = 

3  est  une  solution  de  l'équation 

(6)  z^»1  —  X(/),s("'   "  +  .  ..-+-/>„, ^)  =  ceP* 

et 


rfo' 


de  l'équation  (6)  où  l'on  remplace  le  second  membre  par  cxleïx. 

Si  la  parenthèse  de  l'équation  (5)  contenait  un  terme  en  y^m\ 
si  Ton  avait  l'équation 

le  nouveau  coefficient  p  étant  de  la  même  forme  que  les  autres  et, 
comme  eux,  convergent  pour  partie  réelle  de  x  comprise  entre  R 
et  R,,  ce  qui   précède  serait  applicable,  mais  seulement  pour  les 

valeurs  de  X  inférieures  à  „>  P  étant  la  somme  des  modules  des 
coefficients  de  p. 

5.  Une  solution  du  problème  qui  précède  a  été  donnée  par 
M.  Poincaré  {Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XIV, 
p.  --)  dans  le  cas  de  m  =  2,  et  sa  méthode  a  été  étendue  au  cas 
général  par  M.  Helge  von  Koch  (Acta  tnathematica,  t.  XV  et 
t.  WII1). 

Mais  la  méthode  actuelle,  plus  simple,  est  applicable  à  des  équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles  analogues,  équations  qu'on 
pou i  rail  aussi  bien  appeler  équations  aux  intégrales  partielles. 

So  i  t 

u  =  ^V  V«,„,„e(P+/")"r+(pt-+",.>', 

m         n 

les  sommes  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  et 
négatives  de  m  el  de  n.  Désignons  par  u^^  une  fonction  de 
même  forme  ayanl  pour  dérivée  alème  par  rapport  à  a?,  et  (3,ème  par 
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rapport  à  y  la  fonction  a  : 


p  et  p4  indéterminés  non  entiers  positifs  ou  négatifs,  ni  nuls. 
Considérons  les/>  é(juations 

(7)  Zi—\fi  —  0         (i  — 1,2,  ...,/?), 

les  y,  étant  des  fonctions  homogènes  et  du  premier  degré  des 
quantités  3^ >P>  (y  =  1,  2,  .  . .,  p)  et  a  +  ^^i;  de  plus  les  coeffi- 
cients   sont    des    fonctions    de  la  forme   précédente,   en   y  faisant 


P    =Pl     =0; 


ces  séries  étant  toutes  convergentes  pour  partie  réelle  de  x  com- 
prise entre —  11  et  R,,  et  dey  comprise  entre  — R' et  R,.  R,  I»,. 
R',  R'j  étant  des  quantités  positives. 

Cherchons  à  satisfaire  aux  équations  (~)  par  des  fonctions  de  la 
forme  de  u, 

on  est  conduit  à  une  infinité  d'équations  entre  les  indéterminés 
^mn  c]ul  S(>  déduisent  respectivement  à  Tune  de  ces  quantités  pour 
A  =  o.  Regardons  pour  un  moment  comme  connue  lune  des 
quantités  //0°0'  par  exemple,  et  mettons  de  côté  l'équation  qui  ^<- 
réduit  à //J'j  pour  X  =  o;  les  équations  restantes  permettent  de 
développer  les  autres  quantités  b{Jj}H  suivant  les  puissances  crois- 
santes de X ;  ces  développements  sont  dc>  fonctions  entières  de  X, 
convergents  quelle  <pie  soi  1  a.  Substituant  dans  l'équation  mise  à 
part,  on  est  conduit,  à  une  relation  entre  p  «'I  p,,  cl  6^  peut  être 
pris  arbitrairement. 

6.   La  méthode  peul  s'appliquer  à  des  équations  ne  pouvant   se 
ramènera  la  forme  précédente;  ainsi  à  l'équation 

d*Pz  d*Pz  d*Pz  '-- 
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si  elle  est  à  caractéristiques  imaginaires,  c'est-à-dire  si  L'équation 

r/u/,2/'+f/1/'î/'-i+...+  ^/,/'2/'  h   h.  .-.-J-aS/l  =  o 

h  .1  que  des  racines  imaginaires,  u  étant  toujours  une  fonction  de 
l,i  forme 

7  i  /  ,  Lt m ,n  t.  ■   ) 

m  el  />  prenanl  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  négatives. 

Si  l'on  ne  considère  que  les  fonctions  u  régulières,  c'est-à-dire 
si  m  et  n  ne  prennent  que  les  valeurs  entières  positives  ou  nulles, 
la  méthode  s'applique  à  l'équation 

dPz  dPz  ôi'z       .   , 

o.ri'  ldxi>-ldy  '  dyi>  J 

f  étant  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  dérivées  de  z  d'ordre 
inférieur  à  p,  ayant  par  conséquent 

i  -h  2  -h  3  -+- . . .  -+- p  =  - — - -  termes, 

les  coefficients  étant  des  fonctions  régulières  de  x  et  y  pourvu 

que  l'équation 

a0rP-+-  airP-i-h.  .  .-h  ap  =  o 

n'ait  pas  de  racine  positive. 

Enfin  on  peut  étendre  la  méthode  aux  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables. 


SUR  LES  SYSTÈMES  DE  LAGRANGE  A  PARAMÈTRE  PRINCIPAL: 
Par  M.   Et.    Dklassus. 

1.  Nous  'liions  qu'un  système  S2  de  n  équations  différentielles 
du  second  ordre  définissant  n  paramètres  r/,  />,,  ...,  bn_\  en  fonc- 
tion de  la  variable  t  est  à  paramètre  principal  a,  s'il  possède  n 
intégrales  premières 

i  Oi  =  Ci,        . . .,        8„=  G„, 
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où  les  paramètres  secondaires  b  ne  figurent  que  par  leurs  déri- 
vées b'.  L'élimination  des  //entre  les  équations  (i)  fournira  immé- 
diatement V équation  principale 

(i)  ¥(a,  a\  t,  Ci,  ...,  Cn)  =  o 

déterminant  a  et  fournissant  l'intégration  complète  de  S2  par 
quadratures  chaque  fois  qu'elle  sera  elle-même  intégrable  par  qua- 
dratures, ce  qui  arrivera,  par  exemple,  quand  les  n  intégrales 
seront  indépendantes  de  t,  car  cette  variable  ne  figurera  évidem- 
ment pas  alors  dans  l'équation  principale. 

2.  Nous  donnant  a  p?*iori l'équation  (a)  on  peut  évidemment 
trouver  d'une  infinité  de  façons  des  fonctions  0  de  (t ,  de  a',  de  t  et 
de  n —  i  autres  paramètres  //,,  .  .  .,  b'n  telles  que  F  résulte  de 
l'élimination  des  //entre  les  équations  (j),  puis  former  un  système 
S2  admettant  ces  n  intégrales  premières;  donc,  l'équation  princi- 
pale peut  être  une  équation  absolument  quelconque. 

3.  Le  système  S2  est  équivalent  au  système  S'2  déduit  de  (i)  par 
dérivation,  ce  qui  n'introduit  pas  les  b  et  donne  pour  les  <-/",  /;,. 
b[n  ...,  b'n,  des  expressions  contenante,  a',  t  et  les  //;  récipro- 
quement, soit  un  système  de  la  forme 

.  \a"=   \(a,a\b',t), 

l  b'i  =  B/(a,  a  ,  0\  t  \         <  /  =  i ,  ■>.,  . . . ,  n  —  i). 

On  obtiendra  des  intégrales  premières  indépendantes  des  b 
comme  solutions  de  l'équation  linéaire 

de  v  d6  de     ,      de 

(3)  — ;  A  H-  >  -77  B  H a  ■+■  —  =  o. 

v    '  da  «j  de  ''"  d< 

Comme  cette  équation  est  à  //  - 1- •>.  variables,  on  peut,  d'une 
infinité  de  façons,  trouver  un  système  de  n  intégrales  principales, 
c'est-à-dire  indépendantes  des  b.  Le  même  système  pourra  donc 
donner  naissance  à  une  infinité  d'équations  principales. 

I.   Soit  un  groupe  de  n     -  i  intégrales  principales 

(G)  &i=C, o„  ,      c„  h 

c'est-à-dire  satisfaisant  à  L'équation  |  3  > 
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Soit  0  une  nlème  intégrale  principale  quelconque.  Les  équations  G 
définissent  les  b'  en  fonction  de  a1  a\  /,  G,,  ...,  C„_t  eLen  portant 
dans  la  //."""'  intégrale 

0  =  G, 

on  ;»  évidemment  l'équation  principale  correspondante 
I  [)  F(ala',*,Cil  ...,C»-i)  =  C. 

Tout  système  de  fondions  a,  b\,  ...,  b'n_i  vérifiant  (S2)  véri- 
fiera, pour  des  valeurs  convenables  de  C,,  C2,  ...,  C«_(,  G,  les 
équations  (G),  (4)  et  la  première  équation  de  S2,  donc  aussi 
toutes  les  équations  qu'on  pourra  en  déduire  par  dérivations  et 
combinaisons.  En  particulier,  il  vérifiera  l'équation 

d¥    ,       dF    „      dF 

-—  a  -h  —- .a  H —  =  o, 

da  da  Ot 

déduite  de  (4)  par  dérivation,  et  l'équation 

(5)  a"=  X (a,a',t,  C, ,  ....C.-,) 

obtenue  en  portant  dans  la  première  équation  de  (S2)  les  valeurs 
des  b'  fournies  par  les  équations  (G)  et,  par  suite,  l'équation 

f*\  âF    '      dF   3        dF 

(  b  )  __a_hX-i--7T=o 

da  da  dt 

qui  en  résulte  par  élimination  de  a!'. 

C'est  une  identité  en  t,  mais  comme  S2  admet  une  solution  cor- 
respondant à  des  valeurs  arbitraires  de  C(,  ...,  C„_,  et  à  des 
valeurs  initiales  quelconques  a0,  a'0  pour  t  =  t0,  c'est,  en  réalité, 
une  identité  par  rapport  à  toutes  les  variables  a,  a',  /,  Ct,  ..., 
Cn_t.  Nous  l'appellerons  l'équation  fondamentale  du  groupe  G 
el  nous  remarquerons  immédiatement  qu'elle  exprime  ce  fait 
presque  intuitif  que  toute  équation  principale  obtenue  en  com- 
plétant !<•  groupe  (i  au  moyen  d'une  niènie  intégrale  principale 
est  une  intégrale  première  de  V  équation 

à  laquelle  se  ira1  ait  (S2)  en  vertu  des  intégrales  (G). 

.).    Etudions    le  cas  important  des    équations   principales  indé- 
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pendantes  de  t,  cas  clans  lequel  on  a  l'intégration  de  (S-2)  par  qua- 
dratures. 

Pour  que  (G)  puisse,  par  adjonction  d'une  nlèmc  intégrale  prin- 
cipale, fournir  une  telle  équation  principale,  il  faut  que  l'équation 
fondamentale  de  G  admette  des  intégrales  indépendantes  de  /,  ce 
qui  exige  manifestement  que  t  ne  figure  pas  dans  -JU.  Nous  dési- 
gnerons par  (T)  les  groupes  (G;  satisfaisant  à  cette  condition. 
Les  équations  principales  indépendantes  de  t  seront  alors  fournies 

par  l'équation 

àF    ,       dF   „ 

-r—  a   -+-  -—.  cAo  =  o 

oa  oa 

qui  admet  une  intégrale  indépendante  de  /,  soit 

J(ci,  a  ,  Ci,  .  .  . ,  Cn-\  ) 
et  donne 

F  =  *(/,'*,  Ch  ...,C„-,). 

F  ne  doit  pas  contenir  t  qui,  ne  figurant  pas  dans/,  ne  doit  pas 
figurer  dans  <I>  ;  les  équations  principales  indépendantes  du  temps 
sont  donc  de  la  forme 

*(/,c„  ...,<:„  ,)  =  G 

et  se  réduisent  toutes  à  l'équation  unique 

f=  const. 

Ainsi  :  toutes  les  équations  principales  indépendantes  de  t 
qui  peuvent  être,  obtenues  au  moyen  d'un  même  groupe  [Y)  se 
réduisent  à  une  seule. 

Si  l'on  remarque  que  L'équation  principale  n'es!   que  l'intégrale 

complémentaire 

0  -  G, 

réduite  au  moyen  des  intégrales  (r),   on   voit  que  les  intégrales 

principales  susceptibles  de  fournir  avec  (V)  une  équation  prin- 
cipale indépendante  de  t  se  réduisent  toutes,  en  vertu  des  inté- 
grales (T)  à  la  nié  me  relation 

./"(  a,  a\  <  m C  const. 

().   Appliquons  ces  généralités  aux    systèmes   (S2)  satisfaisanl 

aux.  conditions  suivantes  : 

XI. I.  Q 
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i"  A  est  une  forme  quadratique,  homogène  on  non,  de  a'  et 

des  //  ; 

a0  (S2)  possède  un  système  (F)  d'intégrales  principales  li- 
néaires; 

.1"  (S2)  possède  une  intégrale  principale  J  algébrique  et 
entière  par  rapport  à  af}  //,,  . ..,  b'n; 

4°  Les  intégrales  (F)  et  J  conduisent  à  une  équation  princi- 
pale indépendante  de  t. 

Les  intégrales  (F)  fournissent  les  U  fonctions  linéaires  de  a!  et, 
en  portant  dans  J,  on  a  une  équation  principale 

F(a,a',G„  ...,Cn-.l)  =  G, 

dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  en  a'  satisfai- 
sant à 

(7)  ^a  +  ^^  =  °' 

X  étant  ici  un  polynôme  du  second  degré  en  a! 

à  coefficients  fonctions  de  a,  Ct ,  . . .,  C«_, . 

Supposons  d'abord  que  le  groupe  (F)  soit  tel  qu'on  ait 

Y  =  o, 
l'équation  (7)  se  réduit  à 

_  +  _(aa  +  p)  =  o 

et  possède  une  intégrale  linéaire  en  a! 

f  =  Xrt'H-   fJL, 

donc 

F  =  <!>(}.«' -4- tu), 

el  l'équation  pi  incipale  algébrique  et  entière  à  l'inconnue  a'  pos- 
sède  la  propriété  de  se  transformer  en  une  équation  à  coefficients 
constants  par  un  simple  changement  linéaire  d'inconnue.  Dans  ce 
< :as,  on  peul  duo  que  V intégrale  .1  ou  bien  est  linéaire,  ou  bien 
est  réductible  à  une  relation  linéaire  en  vertu  des  intégrales  (T). 
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Supposons  en  second  lieu  qne  (T)  ne  donne  pas  un  cofficienl  y 
identiquement  nul.  L'équation  (7)  est  alors 

— ;(aa''+  3a  +  v)  =  —  «'  —  , 
da  '  '  da 

les  deux   membres   sont  des  polynômes  entiers  en   a',  le    second 
contient  a' en  facteur  et  comme  y  n'est  pas  nul,  a!  doit  être  en 

facteur  dans  -— -,■>  ce  qui  revient  à  dire  que  F  ne  contient  pas  de 

terme  du  premier  degré  en  a',  donc  : 

Si  l'intégrale  J  n est  pas  /déductible  à  la  forme  linéaire  au 
moyen  des  intégrales  (T),  le  terme  du  premier  degré  en  a' 
n'existe  jamais  dans  V équation  principale  supposée  indépen- 
dante de  t. 

En  particulier  : 

Si  une  intégrale  quadratique,  non  réductible  à  la  forme 
linéaire  au  moyen  des  intégrales  (T),  fournit  une  équation 
principale  indépendante  de  t,  cette  équation  est  de  la  forme 

a'2=iF(a,C,,  ....0,-1,0). 

II. 

7.  Les  équations  de  Lagrangc  du  mouvement  d'un  système 
liolonome  soumis  à  des  forces  ne  dépendant  (pie  de  la  position  sont 
de  la  forme  considérée  dans  la  première  partie.  Mises  sous  forme 
résolue,  elles  donnent  des  fonctions  A  et  13/  qui  sont  toutes  qua- 
dratiques par  rapport  aux  q  .  Donc,  elles  sont  dans  le  cas  particu- 
lier qui  a  été  examiné  en  dernier  lieu.  Nous  pourrons  donc 
dire  : 

Si  un  système  de  La  grange  possède  n  —  i  intégrales  li- 
néaires et  une  intégrale  quadratique  indépendantes  des  n  —  i 
paramètres  bi,  ...,  b„_\  et  conduisant  à  une  équation  princi- 
pale indépendante  du  temps ^  celte  équation  est  de  laform< 

I     a 

ou  de  la  forme 

a(Xa'-t- (jL)*-t- P(Xa    •    p) -+- y  =  o, 

a,  p,  y  étant  des  constantes  et  A,  [i.  des  fonction  s  de  a. 
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S.  A.  d  ai  donnons  les  équations  de  La  grange  après  les  avoir 
respectivement  multipliées  par  les  ^'correspondants  et  convenons 
de  dire  qu'on  a  Vintégrale  des  forces  vives  chaque  fois  que  cette 
combinaison  sera  une  dérivée  exaete.  On  peut  l'écrire  en  décom- 
posant la  forée  vive  >/V  en  groupes  homogènes 

£(Ti-T.)  +  2-ïQî'-o1 

il  faudra  donc  supposer 

(8)  ZOa'=  -r> 

K    '  dt  <  '         dt 

et  l'intégrale  des  forces  vives,  sous  sa  forme  générale,  sera 

(9)  T,— T0-+-Q  =  C. 

\).  La  condition  (8)  exige  que  ï2  ne  contienne  pas  t  et  que  l'on 
ail 

en  désignant  par  —  la  dérivée  prise  en  ne  tenant  pas  compte  du  t 

qui  peut  figurer  explicitement. 

JNous  conviendrons  de  dire  quit/i  système  de  Lagrange  est  un 
système  à  fonction  V  si  T2  est  indépendant  de  t  et  si  la  quan- 
tité 

dt  v/ 

g 

est  la  dérivée  exacte  s-  d'une  fonction  des  q  et  de  t.  fonction  que 

ot  l  ■ 

nous  conviendrons  de  toujours  représenter  par  la  lettre  V. 

Nous  considérerons  ces  systèmes  en  même  temps  que  les  sys- 
tèmes ii  fonction  U  définis  par  la  condition 

vn    »       SU 


10.  On  sait  qu'un  système  à  fonction  U  possède  une  infinité  de 

G  =  T  +  U  ■+-  5 < 
dt 


fonctions  génératrices  G 
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0  fonction  arbitraire  des  q  et  de  t,  permettant  de  l'écrire  sous  la 

forme 

d_  I  ùG  \       OG 

Considérons  de   même   un   système   à  fonction  V.  Légalité   de 
définition 

donne 

d  dit  d\ 

Ot   àq)  '        ôq i 

ou,  puisque   T2    ne    contient    pas  T   et   que  T0  ne  contient   pas 

les  q  , 

ù    oT        OY 
dt  0q\        0(ji 

Portant  ces  expressions  des  Q,  dans  les  équations  de  La  grange, 
celles-ci  deviennent 

d  /  àT  \        ÔT        à  /  ÔT  \        ôV 
dt\ôq'i)        àq,-        ôt\dq'j)        Oq  / 
OU 

d[â(T  —  \)-\        d   Ô(T  —  V)       d(T  —  V) 


_rf  f(jfT  — V)"j        _d 


=  o 


dq't  dqt 

ou  enfin 

o  rd(T  — V)"]       ()(T  — V)  _ 

Si  alors  on  pose 

80 

r-T-v  +  ^-/f/i, 

0  étant  une  fonction  arbitraire  des  q  et  de  /  et  f  (t)  une  fond  ion 
arbitaire  de  t,  les  équations  de  La  grange  s'écriront  sous  la 
(orme 


ô  /  dv  \      <»v 

ot  \dq't  <>>/, 


Les  systèmes  à  fonction  V  possèdent  donc  des  fonctions  généra- 
trices r  donnant   une  forme  canonique  analogue  à  celle  des  ^N^- 

tèmes  à  fonction  U,  mais  où  l'opération  —  est  remplacée  parl'opé- 


6 
ration  — 


!  I.    Les  systèmes  à  intégrale  des  forces  vives  sont  forcément  des 

systèmes   à   fonction  V,  mais   la  condition  (8)  montre  alors  que 

Ton  a 

<rv_ 0   _  (A/ 

~àt      "  ~ùt' 
si  donc  on  prend 

r  =  t  —  v 

et  si  l'on  décompose  en  groupes  homogènes,  on  aura 

r2=T\, 

r0=T0-V, 

de  sorte  que  ro  sera,  comme  T2,  indépendante  de  t.  En  outre,  au 
moyen  de  cette  fonction  T,  l'intégrale  (9)  des  forces  vives  s'écrira 
simplement 

r2  —  r0  =  const. 

qui  met  en  évidence  le  fait  que  Vintégrale  des  forces  vives  est 
toujours  indépendante  de  t. 

Réciproquement,  partons  du  système  à  fonction  V,  écrit  au 
moyen  d'une  quelconque  de  ses  fonctions  génératrices  T  et  effec- 
tuons la  combinaison  des  forces  vives 

„    ,  T  8  /  ÔT  \       dri 


on  aura 


ou 


ou 


ou    enfin 
Si  ou  l'écril 


8        ,àT       or 
lt\^dq  J 


s(r,-ro)  =  o. 


puisque  I\>  ne  contienl  pas  t,  on  voit  que  la  condition  nécessaire 
et    suffisante  d'existence  de  l'intégrale    des   forces    vives  est   que 
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^1 o  i  ,    •     ,  il  •  l# 

-t—  soit  une  dérivée  exacte  et,  comme  elle  ne  contient  pas  les  q  , 
il  faut  que  ce  soit  une  fonction  de  t  seulement,   soit 

et  alors,  la  nouvelle  fonction  génératrice 


-Jf{t)dt 


ne  contiendra  plus  t  dans  sa  portion  de  degré  zéro.  Ainsi  : 

Pour  qu'un  système  à  fonction  V  possède  V intégrale  des 
forces  vives,  il  faut  et  il  suffit  qu il  possède  une  fonction  géné- 
ratrice T  ne  contenant  le  temps  que  dans  sa  portion  T,  et  alors, 
au  moyen  de   cette  fonction    T,   /' intégrale   des  forces    vives 

s 'écrit 

r2 —  r0  =  const., 

théorème  qui  est  l'analogue  du  suivant  démontré  ailleurs  (')  : 

Pour  qu'un  système  à  fonction  U  possède  V intégrale  des 
forces  vives,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  possède  une  fonction  géné- 
ratrice G  ne  contenant  pas  le  temps,  et  alors  V intégrale  des 
forces  vives  s'écrit,  au  moyen  de  cette  fonction  G, 

G2  —  G0  =  const. 

Ajoutons  enfin  la  remarque  bien  évidente  qui  suit  :  si  un  sys- 
tème à  fonction  Y  possède  une  fonction  génératrice  Y  indépen- 
dante  du   temps,   c'est,   en    même  temps,    un    système  à  fone- 

tion  U  car,  pour  une  telle  (onction  V,  l'opération  —  est  équivalente 
à  l'opération -t- et  les  équations  ainsi  écrites  montrent  que  T  est 
une  fonction  G,  de  sorte  qu'il  existe  bien   une  fonction  U. 

12.  La  forme  générale 

S  /  àT\        dV 

^-  (  — -  ) ; —  =  o  (  I  j  et  l,i  indcMUMid.mi»  de  t  \ 

8/  \à(/l/        d<{i 

rJ     r0  -  // 

(')  Et.  Delassus,  Sur  les  forces  vives  équivalentes  t  Vou\*elles  Annales  de 
Mathématiques ,  191a  ). 
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des  systèmes  à  intégrale  des  forces  vives  et  de  cette  intégrale  va 
nous  permettre  d'étudier  complètement  les  systèmes  de  La  g  range 
à  intégrale  des  forces  vives  et  à  paraniètre  principal  mis  en 
évidence  par  cette  intégrale  des  forces  vives  et  par  n  —  i  inté- 
grales linéaires  indépendantes  du  temps. 

Alors  I\>  et  F0  ne  contiennent  ni  t  ni  les  b  ;  ro  est  une  fonction 
de  a  et  T2  est  de  la  forme 

>Y,r-  Aa'2+  2a'P,(6')  -+-  V->(o'), 

\\  polynôme  homogène  du  premier  degré  aux  b\  Pa  polynôme 
homogène  du  second  degré  aux  b'  ;  A,  les  coefficients  de  P,  et 
ceux  de  P2  étant  des  fonctions  de  a. 

Nous  savons  a  priori  que   l'équation   principale  obtenue  sera 
indépendante  du  temps  et  de  l'une  des  deux  formes 

a'i=  F(«), 
a(Aa'-+-  a)2 h-  ($(Xa'-h  fx)  -+-  y  =  o         (a,  ($,  y  constantes) 

que,  pour  des  raisons  qui  apparaîtront  ultérieurement,  nous  appel- 
lerons forme  normale  et  forme  accidentelle. 
Soient 

(10)  ïi  =  Ci,         . . .,        I„-t  =  G„_, 

les  //  —  i   intégrales  linéaires  et 

les  équations  du  second  ordre  qu'on  en  tire  par  dérivation. 
Des  équations  (10)  nous  tirerons  les  b'  sous  la  forme 

(12)  b'i=  l,a' -h  jx/, 

les  X  étanl  des  fonctions  de  a  et  les  u.  des  fonctions  linéaires  des  C 
à  coefficients  fonctions  de  a  telles  que  a  étant  considéré  comme 
donné,  on  puisse  déterminer  les  G  de  façon  que  les  jjl  prennent 
des  valeurs  arbitrairement  choisies.  Portons  les  b'  dans  l'intégrale 
des  forées  vives 

r,  —  r0  =  // 
el  cherchons  les  conditions  pour  que  le  coefhVient  de  a'  soit  nul, 
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quels  que  soient  les  G.  Il  suffit  de  substituer  dans  T.,, on  aura 

r2(a',  k'r  u), 
et  si  l'on  pose 

r,(i,X)  =  A, 
le  coefficient  de  a!  sera 


et  ne  pourra  être  nul,  quels  que  soient  les  C,  que  si  l'on  a 

(i3)  '      —  =o  àX 

Considérons  les  équations  (n)  du  second  ordre;  en  les  résol- 
vant par  rapport  aux  b" ,  on  en  tirera 

04)  6{=X/o'+...l 

les  X  étant  ceux  des  formules  (12).  Portons  dans  l'équation  de 
Lagrange  qui  correspond  à  un  b  quelconque  et  cherchons  le  coef- 
ficient de  a!'  ;  il  faudra  prendre 

àb'ky 

y  remplacer  a!  et  les  b'  par  a"  et  les  bff,  puis  les  b"  par  les  "ko?.  Le 

coefficient  de  a"  sera  alors— -^  où  Ton  aura  remplacé  a'  par  1  et  les 
b'  par  les  A,  c'est-à-dire 

<)\ 
ôl/, 

donc  sera  nul.  En  vertu  des  équations  1  11),  les  équations  de 
La  grange  qui  correspondent  aux  b  se  réduisent  à  des  relations  du 
premier  ordre,  c'est-à-dire  à  des  identités,  puisque  leurs  para* 
mètres  et  leurs  dérivées  premières  peuvent  être  prises  arbitraire- 
ment. Donc  : 

La  condt lion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  V équation 
principale  soit  de  la  forme  normale  est  que  les  n  —  1  inté- 
grales linéaires  résultent  de  combinaisons  faites  uniquement 
sur  les  n  —  1  équations  de  La  grange  qui  correspondent  <tu.c 
paramètres  secondaires  b. 
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El ,  par  exclusion   : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 
principale  soit  de  la  forme  accidentelle  est  que,  parmi  les  n  —  i 
intégrales  linéaires,  il  y  en  ait  au  moins  une  qui  résulte  (Tune 
combinaison  où  figure  effectivement  Véquation  de  Lagrange 
qui  correspond  au  paramètre  a. 

<  Commençons  par  étudier  la  forme  accidentelle. 

Soient 

o   /  àT  \        dY 


o   /ÔF\        dY 


les  équations  de  Lagrange.  Il  existe  alors  une  intégrale 

1  =  £  a'  -+-  X  7)  b'  -\-  Ç  =  const. 

telle  que  l'on  ait  identiquement 

avec 

[a  ^  o. 

Si  l'on  groupe  les  termes  par  ordre,  on  voit  immédiatement  que 
cette  identité  se  décompose  en  trois  autres 

_(Ça'+27)ô')=  pJucro  +  sX/ifWtr*), 

o=  HLCAo(r0)4-sX/i)î,/(r0). 

Gomme  T2  ne  contient  ni  t  ni  les  b,  la  première  montre,  par 
identification  des  coefficients  de  a"  et  des  b",  que  [A  et  les  X  sont 
indépendants  de  t  et  des  6,  ce  sont  des  fonctions  de  a. 

On  a 

,.  -u  r.)  +  xx,  *,<  r.)  =  ^  (-)  +ïX*r(-^)  - ,--; 

le  premier  lermc  et  le  second  ne  donnent  que  des  termes  en  a", 
des  termes  aux  //'  et  des  termes  du  second  degré  contenant  a1  en 

facteur  ;  les  seuls  termes  quadratiques  aux  b'  proviennent  de  -r-  <  ' 
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leur  ensemble  est 

Or  ces  termes  ne  figurent  pas  dans  le  premier  membre;  donc  Pa 
doit  être  indépendant  de  «,  puisque  |jl  n'est  pas  nul. 
Considérons  la  troisième  identité;  elle  se  réduil  à 

'/Tu 

oss-*is 

et,   comme  >j.  n'est  pas  nul,   r0  est  une  constante  que  l'on   peut 
supprimer  dans  T. 

Considérons  enfin  la  deuxième  identité.  Elle  n'apprend  rien  par 
elle-même  sur  F,,  mais  si  nous  tenons  compte  de  l'existence 
des  ri — i  intégrales  linéaires,  nous  aurons  n —  i  identités  ana- 
logues, dans  lesquelles  un  au  moins  des  jjl  n'est  pas  nul,  et  aux- 
quelles nous  joindrons  l'identité  des  forces  vives 

a'&iT^-hZb'i  WUi(l\)  =o, 

qui  a  lieu  parce  que  F,  est  linéaire  et  homogène. 

Des  n —  i  premières  nous  tirerons  ,1,  (F,)  (parce  que  l'un  des  u 
n'est  pas  nul)  et  n  —  2  des  quantités  i)ï>/  (1^  )  en  fonction  par 
exemple  de  ilbw_,  (T)  sous  la  forme 

X(r1)  =  M0     ^>«-t(l,i  )  -r-  <\>     a\ 
Ul>i('r,)  =  m,      lH>„   i(rt)-l-p,     a\ 


>''>« -î(Ti  )=  un-%  l»b„  -i(ri)  +  wn_ta', 


les   U   et   v  étant  des   fonctions    de  (t.    Portant    dans  la    nièm*   elle 
deviendra 

(u0a'-h-  U\h\  -h.  .  .-\-  11,1    tb'n    %-t-b'n    i)l&„    i(Tj) 
=  — a'(p0a'-h  v\b\   h . . . -h  V/»_i 6'w  ..  >. 

Le  second  membre  ne  contient   pas  /;„    ,  et  le  second  le  contient 
effectivement  si  ii!>„  _,  (T,  )  n'est  pas  nul.  Si  cette  quantité  est  nulle, 

l'identité  exige  que  tous   les   c  soient    nuls  cl   alors  tous  les   \\l .  I 
ainsi  que  X  (Ti  )  sont  nuls. 

Mais   alors    F,    ne    donne    aucun     terme    dans    les    équations    de 

La  grange  et  Ton  peut  le  supprimer  dans  r  de  sorte  que  le  système 
admet  des  fonctions  génératrices  r  ou  G,   puisque  t  n\    figure 


—  U()  - 
pas,  de  la  forme 

2r  =  'iG  =  Aa'«H-ïia'P,-H  P*, 

Pa  étanl  à  coefficients  constants.  Réciproquement  G  étant  indé- 
pendant des  />,  un  tel  système  admet  les  intégrales  principales 
immédiates  fournies  par  les  équations  relatives  aux  b 

dG  -r  <>G  _r 

de  sorte  <pi'en  employant  ces  intégrales  visibles  a  priori  on  est 
fatalement  dans  le  cas  de  l'équation  principale  de  forme  normale. 
Pour  obtenir  une  équation  de  forme  accidentelle,  il  faut  ne  pas 
employer  ces  intégrales  qui  résultent  uniquement  des  équa- 
tions i)b(r)  ==  o.  Effectivement  il  existe  une  autre  intégrale.  En 
effet,  les  équations  de  Lagrange  sont  toutes  de  la  forme 

R,(6")  +  Hrt"+  Ka'*  =  o, 

les  Rj  étant  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  constants,  les  H 
et  les  K.  des  (onctions  de  a.  Si  l'on  fait  une  combinaison  linéaire 
à  coefficients  constants  de  façon  à  éliminer  les  //  on  tombe  sur 

S 

une  équation  de  la  forme 

/(  a  ) a" ■+-  <p ( a ) a'2  =  o, 

qui,  bien  visiblement,  admet  une  intégrale  linéaire  de  la  forme 

ty(a)a'  =  const. 

Cette  nlèmc  intégrale  première  est  en  réalité  l'équation  principale 
qu'on  obtient  ainsi  sous  forme  linéaire  sans  passer  par  l'intégrale 
des  forces  vives. 

Ainsi  :  Lorsqu  un  système  est  dans  le  cas  qui  pourrait  con- 
duire à  la  forme  accidentelle  de  l'équation  principale,  il 
possède  n  —  i  intégrales  immédiates  au  moyen  desquelles  il  se 
trouve  forcément  dans  le  cas  de  la  forme  normale  de  V  équation 
principale. 

1  |.  Etudions  maintenant  le*  cas  où  l'on  a  forcément  la  forme 
normale,  c'est-à-dire  où  les  n  —  i  intégrales  linéaires  sontdes  consé- 
quences des  équations  lfï>,-  (T)  =  o;  les  identités  analogues  à  celles 
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du  cas  précédent  se  réduisent  aux  deux  premières 


£««'+w=s^r«>=^4(S)=^ 


<)Y,  ,      <l~i  j  01, 

—j-, a  £  —j—  —y-,  , 

Où,  aa    ou 


g  «'=  EX,  *,(!■,), 


la  première  montre  que 


doit  être  une  dérivée  exacte  d'une  forme  linéaire  de  a-  et  des  V  à 
coefficients  fonctions  de  a,  ce  qui  est  absurde  puisqu'elle  ne  contient 
pas  les  dérivées  secondes  et  elle  ne  peut  pas  être  la  dérivée  d'une 
fonction  de  a  et  des  b  puisqu'elle  est  quadratique  aux  a',  b',  elle 

dl 
doit  être  nulle,  donc  les  ~  sont  nuls  et  les  X  sont  des  constantes. 

aa 

Les  quantités  ikz(r)  possèdent  donc  n  —  i  combinaisons  linéaires 

distinctes  et  à  coefficients  constants  qui  sont  des  dérivées  exactes 

de  sorte  que  ces   n  —  i    quantités  elles-mêmes  sont  des  dérivées 

exactes. 

On  a    . 

d  fdY\ 


*,(!■)  =  !(£,;)  +  *„.-,,. 


donc  les  iiï>/(r,)  sont  des  dérivées  exactes.  Or,  l'identité  des 
forces  vives  pour  T, 

a'  X(Ti)-h  Zb'i  ùb/i  r,)  =  o 

montre  (pie,  quels  que  soient  les  //,  la  quantité 

zb'i  ^(ro 

doit  être  divisible  par  a1.  Il  faul  donc  que  tous  les  tfbj(ri)  con- 
tiennent a'  en  facteur,  et,  comme  ce  sonl  des  dérivées  exacte-,  ce 
sont  les  dérivées  de  fonctions  de  a  seulemenl 

/Y  / 

^nd,i)  =  ^wi(«) l,1,<    '(  '*'  '       ,'//"•    •' 

Posons  alors 

<i»     r,     s:  (..,/.... 

on  aura 

Ubi(4»)  =o Ub„    ,(  * 
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et,  en  vertu  de  l'identité  des  Corées  vives  pour  <l>. 

-U<1>)  =  o. 

Il  en  résulte  que  F,  et  Stot-6J  donneront  les  mêmes  termes  dans 
les  équations  de  Lagrange  de  sorte  que  le  système  possédera  une 
fonction  génératrice  V 

indépendante  de  /  et  des  b.  Ce  sera  aussi  une  fonction  G.  Ainsi, 
el  en  tenant  compte  du  résultat  du  paragraphe  précédent,  nous 
pouvons  dire  : 

Les  seuls  systèmes  qui  sont  à  paramètre  principal,  au  moyen 
de  l'intégrale  des  forces  vices  et  de  n —  i  intégrales  linéaires 
in 'le pendantes  du  temps,  sont  les  systèmes  à  fonction  U  possé- 
dant une  fonction  génératrice  G  indépendante  de  t  et  des  b. 
Cette  fonction  met  en  évidence  et  (Vune  façon  immédiate  l 'inté- 
grale des  forces  vives  et  n  —  i  intégrales  linéaires,  et  l'équation 
principale  déduite  de  ces  n  intégrales  est  toujours  de  la  forme 
normale. 

On  peut  dire  plus  simplement  (pie  les  systèmes  possédant  cette 
propriété  sont  forcément  dans  le  cas  régulier  d'intégration  par 
quadratures  (*)  et  l'on  peut  remarquer,  à  un  point  de  vue  pratique, 
qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  chercher  la  fonction  G  indépendante 
de  t  et  des  b.  Quelle  que  soit  cette  fonction  G,  les  équations  de 
Lagrange  sont  les  mêmes,  le  changement  de  fonction  G  ne  fait  que 
modifie!  le  groupement  de  leurs  termes.  Si  l'on  constate  qu'on  a 
l'intégrale  des  forces  vives,  que  les  équations  relatives  aux  b  sont 
des  dérivées  exactes  et  que  toutes  ces  intégrales  sont  indépen- 
dantes de  t  et  des  b,  on  sera  assuré  d'ohtenir,  par  élimination 
des  //,  une  équation  principale  de  forme  normale. 

15.  Les  systèmes  de  Lagrange  à  intégrale  des  forces  vives  et 
dont  n  —  i  équations  sont  des  dérivées  exactes  possèdent  des 
propriétés  Intéressantes.  Désignons  par  6,,...,6n_,  les  para- 
mètre- qui  correspondent  à  ces  équations  et  par  a  le  nlomo  para- 
mètre. Par  hypothèse  V2  et  F0  sont  indépendants  du  temps. 

(')  Et.  Delassus,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ^  1912, 
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Et 

,.1   {r\  -  £(ÉL\       ï±  dIl       àIl       °±A       dT^ 
"'u{    }  ~"  dt  \db't)       [àt  db't        dbt  "*"  dbt  "*"  dbt  J 

doit  être  une  dérivée  exacte,  de  sorte  que  le  crochet  doit  aussi  rire 
une  dérivée  exacte,  ce  qui  exige  qu'il  ne  contienne  pas  de  termes 

quadratiques  -p  ;  donc  T2  doit  èlre  indépendant  des  b. 

ilî>;(r2)  est  alors  une  dérivée  exacte,  donc  les  quantités 

ifki(Tl-hri)J 

c'est-à-dire 

doivent  être  des  dérivées   exactes  de  fonctions  to,  de  a,  des  b  et 
de  t.  On  aura  donc 

>Mr,)  =  ^> 

drn        àto,- 
~  db^  '     ~dt' 

D'après  l'identité  des  forces  vives  pour  T,  les  ift>/(r,  )  doivenl 
contenir  a'  en  facteur,  donc  les  to,  ne   contiennent  pas  les  b  el 

d>  i-i  •  i      t/ti)|  •     i  , 

autre  part,   comme  1 0  ne  contient  pas  £,  les  — sont  indépen- 
dants de  t  et  les  o>;  sont  de  la  forme 

u>i=  kit  -h  //,-, 

les  k  et  les  A  étant  des  fonctions  de  a.  Il  en  résulte 

dTa 

donc 


-  -  */, 


I  (i  —  «0  ~-  -  />/  Oii 

/'0  étant  une  nouvelle  fonction  de  (t. 
Posons 

On  aura 

Ub/(*)  -  tfl>,i  r,  i      -,   -    -. 

Les  it!i/(«l»'i  étanl  nuls,  l'identité  des  forces  vives  pour  (l>  montre 
que  eU^)  est  aussi  nulle,  de  sorte  que  I \  el  !'(•>,/'    sont  équiva- 
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lentes  au  point  de  vue  des  équations  de  Lagrange  et  qu'on  obtient 
une  nouvelle  fonction  génératrice  en  remplaçant  L,  par 

S  eu/ 6} 
qui  ne  dépend  pas  des  b. 

Finalement  nous  voyous  que  le  système   possède  une  fonction 

génératrice  de  la  forme 

\\  -\-  ^  (  kt t  -+-  h,  )  b't  -+■  kQ  —  S  kt  hj. 

F2  étant  indépendant  de  t  el  des  b  el  les  A"  et  A  étant  des  fonctions 
de  a. 

Les  n  intégrales  sont  alors 

r2—  r0=  (Tï—  A-0)-hSA:/6/=  //. 

^r2  , 

— ?  +  */*-*- A  =  C, 

et  l'on  voit  que  l'intégrale  des  forces  vives  ne  contient  pas  /,  mais 
contient  les  b  par  une  fonction  linéaire  additive  à  coefficients 
fonctions  de  a,  tandis  que  les  intégrales  linéaires  ne  contiennent 
pas  les  b,  mais  contiennent  chacune  t  par  uu  terme  additif  dont  le 
coefficient  est  celui  que  possède  le  b  correspondant  dans  l'inté- 
grale des  forces  vives.  Si  celle-ci,  qui  ne  contient  pas  t}  ne  con- 
tient pas  les  b,  les  intégrales  linéaires,  qui  ne  contiennent  pas 
les  b,  ne  contiendront  pas  t. 

D'ailleurs  l'hypothèse  que  l'intégrale  des  forces  vives  ne  con- 
tient pas  les  6,  exigeant  que  les  kt  soienl  nuls,  il  en  résulte  que  Y 
est  en  même  temps  indépendante  des  b  et  de  t,  donc  : 

Poiu-  rire  dans  le  cas  régulier  d'intégration  par  quadra- 
tures^ il  faut  et  il  suffit  : 

i  °  Que  les  équations  de  Lagrange,  relatives  an  —  i  des  para- 
mètres soient  des  dérivées  exactes; 

2°  Que  V intégrale  des  forces  vives  existe  et  ne  dépende  pas 
de  ces  paramètres. 

Liant  donné  un  système  de  Lagrange,  on  peut  se  proposer  de 
chercher  s  il  existe  un  changement  de  paramètres  le  ramenant  au 
cas  régulier  d'intégration.  Cette  recherche,  impraticable  dans  !•' 
ra>  général,  se  fait  aisément  dans  le  cas  particulier  suivant  qui  se 
rencontre  fréquemment. 


Considérons  un  système  à  intégrale  des  forces  vives  possé- 
dant n  —  i  intégrales  linéaires  obtenues  en  faisant,  sur  les 
n  équations  du  système,  des  combinaisons  linéaires  au  moyen 
de  multiplicateurs  constants. 

Une  telle  combinaison 


(i  =  i 


,  n  ;  k  =  i , 


s'écrit,  puisque  les  X  sont  des  constantes, 

dt  Zu    ''  àq't       Zu    k  \_dt\ dq't )        ôq t  J 
i  i 

ce  qui  exige 

2d    k\.àt\dq't)  "  àqt\  '       dt    ' 

i 

Effectuons  le  changement  de  paramètres 

Ci  =  M  6,  -H...H-^Â-i*«    i  +/i  (a  L 


/i  —  i  ) 


qui  donne 


qn=  V{bx  -h.  .  .-HÀ#   ,£„_,  -+-/„(a  |, 

gi  =  Xj6i+...-hXj;   ,//„    i-h/i(a)a', 

> 

5r'„=X?è/1+...-HXSJ   t6'n     -H /£(«)<*', 


de  sorte  que  les  r/'  ne  dépendent  j>;t ->  des  l>.  Soit  Iv  la  fonction 
transformée  de  F,  on  aura 


d/>y 


àq  i  àbk 


àqt 


dT'       yi  dT   dq'j  _  y  df     , 


,;,/, 


donc 


dtKdb'i 


db'it      —t  dq't  àb'k 

i 

n  _  v^'  r  *  / dT  \  — 


dr 
d6i 


T// 


ce  qui  montre  que,  avec  les  nouveaux  paramètres,  les  équations 
relatives  aux  paramètres  b  sont  des  dérivées  exactes.  Si  donc  les 
paramètres  b  ne  figurent    pas  dans   L'intégrale   des    forces    vives 

XII.  io 
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transformée,    le   système  se    trouvera    forcément  ramené   au   cas 
régulier  d'intégration  par  quadratures. 


SUR  LA  RATIONALISATION 
DES  COEFFICIENTS  DUNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  ALGÉBRIQUE; 

Pau   M.   R.   Garnier. 


Considérons  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre  (pour 
simplifier  l'écriture),  soit 

(o  y=*(y,y,y\*), 

où  R  est  rationnelle  en  y"  ely',  algébrique  enj',  analytique  en  x1 
et  dont  l'intégrale  générale  a  ses  points  critiques  fixes.  Je  me 
propose  de  démontrer  qu'on  peut  toujours  trouver  une  relation 
algébrique 

(2)  f(y,z;v)  =  o 

telle  que  les  coefficients  de  la  fonetion  rationnelle  R  dey"  et  y' 
soient  rationnels  en  y  et  z  et  que  la  fonction  z{x)  définie 
par  (2)  [où  l'on  a  remplacé  y  par  l'intégrale  générale  de  (1)]  ait 
aussi  ses  points  critiques  fixes. 

Tout  d'abord,  la  fonction  R  étant  algébrique  en  y,  on  peut  tou- 
jours l'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  y  et  d'une  irration- 
nelle 'Ç(y'jX)  liée  à  y  par  l'équation  irréductible 

(3)  cp(y,Ç;a?)  =  o, 

algébrique   en  y   et    Ç,   analytique    en  x.  L'équation  (1)  s'écrira 

alors 

y'" X,,  Sa  ahh  (y,  Ç  ;  x)y^y''<=  S/S/M-T,  l  ;  x)y^y'J\ 

les  ahk  et  bij  étant  rationnels  en  y  et  Ç. 

Cebi  riiint.  -oient  E  l'ensemble  des  points  singuliers  du  coefn- 
cienl  différentiel  R  |  r".  y',  y,  x)  ele  l'ensemble  des  points  critiques 
des  intégralesj^ip)  «le  (i)j  ajoutons  à  E  les  points  x  =  (j  pour  lesquels 
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l'équation  (3)  devient  réductible,  et  soit  x  un  point  n'appartenant 
pas  à  l'ensemble  ainsi  formé.  Appelons  y0,  y'0,  y"Q  un  ensemble  de 
valeurs  régulières  (')  attribuées  à  y,  y'ij^i  etÇ0  une  des  racines  de 
l'équation  algébrique  <D\yQl  Ç;  x)  =  o.  D'après  le  théorème  de 
Gaucby  il  existe  une  intégrale  de  (i)  répondant  aux  conditions 
initiales  précédentes;  soit  D  le  domaine  d'existence  de  cette  in- 
tégrale. Relions  les  points  de  e  situés  à  l'intérieur  de  U  par  des 
coupures  que  x  ne  pourra  franchir,  et  soit  D'  ce  (pie  devient  le 
domaine  D  après  le  tracé  des  coupures.  L'intégrale  )'{z)  est  une 
fonction  uniforme  à  l'intérieur  de  D' ;  dès  lors,  deux  cas  sont  à 
distinguer  : 

i°  Ou  bien,  pour  tout  chemin  fermé  .J^  décrit  par  x  à  l'intérieur 
de  D'  sans  rencontrer  les  points  £,  le  point  'Ç(y)  décrit  sur  la  sur- 
face de  Riemann  (3)  un  cycle  nul  S  (2),  et  cela  quelles  que  soient 
les  conditions  initiales  choisies; 

2°  Ou  bien  il  existe  des  chemins  fermés  £  el  des  conditions 
initiales  tels  que  le  cycle  B  ne  se  réduit  pas  à  zéro. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  clair  que  la  fonction  £(  x  |  définie  par 
l'équation  (3),  dans  laquelle  on  a  remplacé  y  par  y(x)t  n'a  pas 
d'autres  points  critiques  que  les  points  de  e.  Nous  n'avons  donc  à 
nous  occuper  que  du  second  cas. 

Appelons  ^,  la  valeur  prise  par  Ç  quand  x  a  décrit  le  chemin  £ 
en  vertu  de  la  fixité  des  points  critiques  de  v  on  aura 

(4)  ïl*A2k[aht(yotZi;*)-    "A.iiv:,,:^]'-,/.-/ 

==  S,2; [6,7(^0,  Ç,;*)      btJ(yù%  Ç,;5)] 

Ceci  posé,  attribuons  à  y11  et  y1  des  valeurs  initiales  V  (l  V»  '  r,'s 
voisines  de/''  <>i,)/'0,  et  prenons  toujours  ^  „  =yo,  Z0  Ço>  D  après 
des  théorèmes  de  M.  II.  Poincaré  le  chemin  £  restera  intérieur 
au  domaine  D  correspondant  à  la  nouvelle  intégrale  Y(x)  de  1 
et  le  nouveau  cycle  Z  décrit  par  Ç  sera  très  voisin  du  premier. 
Quand  ./■  aura  décrit  P,  la  valeur  finale  de  Ç  sera  donc  encore  Ci  ! 

(')  Ceci  exige  que  j^o  ne  soi  l  p.is  un  point  critique  de  la  fonction  *(»  :  x). 

(:)  A  vrai  dire,  la  surface  (3)  se  déforme  quand  x  varie;  mais  ou 

jours  équivalente  à  elle-même  (au  poinl  de  v  ■■<'  <l«'  V analyste  titi  1    si 
contre  pas  de  points  ;. 
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en  définitive,  on  pourra  encore  écrire  L'identité  (4)  en  remplaçant 
y\  e[  y'o  Par  d'autres  valeurs  très  voisines,  mais  arbitrairement 
choisies.  Or  ceci  exige  que. l'on  ait  : 

6/V  (.)„.  Ci  ;  -r)  =  6/y  (  r„,  Çoî^); 

il  en  résulte  nécessairement  que  si  r//^,  par  exemple,  dépend  de  Ç, 
la  fonction 

où  l'on  a  remplacé  y  par  une  intégrale  quelconque  de  (i)  et  Ç  par 
une  branche  de  la  fonction  algébrique  Ç(j?)  définie  par  (3),  ne 
peut  avoir  de  points  critiques  n'appartenant  pas  à  e  :  il  suffira  d'ex- 
primer Ç  en  fonction  ralionnelle  dey  et  z  pour  avoir  la  représen- 
tation cherchée. 

Le  théorème  précédent  généralise  une  proposition  énoncée  dans 
dans  ma  Thèse  (');  il  s'étend  évidemment  à  une  équation  d'ordre 
quelconque.  Il  est  d'une  grande  importance  au  point  de  vue  de  la 
recherche  des  équations  différentielles  dont  l'intégrale  générale  a 
ses  points  critiques  fixes;  il  fournit,  en  effet,  desconditions  supplé- 
mentaires qui  doivent  être  vérifiées  dans  le  domaine  des  points 
critiques  de  l'irrationnelle  z{y)- 


SUR  LA  PUISSANCE  DE  L'ENSEMBLE  DES  POINTS  SINGULIERS 
TRANSCENDANTS  DES  FONCTIONS  INVERSES  DES  FONCTIONS 
ENTIÈRES; 

Par   M.    .1.    Sire. 

1.  Dans  une  Note  publiée  à  la  fin  des  Leçons  sur  les  fonctions 
définies  par  les  équations  différentielles  du  premier  ordre,  de 
M.  Pierre  Boutroux,  M.  Painlevé  a  posé  les  deux  questions  sui- 
vantes : 

i°    (   ne  fonction  uniforme,  continue  dans  une  aire  D  et  qui  esl 

inn.  se.  ii     Worm.  sup.:  3e  série,  t.  \\l\,  1912,  p.  i3. 
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holomorplie  dans  cette  aire,  sauf  peut-être  pour  un  ensemble  par- 
fait partout  discontinu  de  points  singuliers,  est-elle  holomorphe 
dans  toute  l'aire  ? 

2°  L'ensemble  des  points  singuliers  transcendants  de  la  fonction 
inverse  d'une  fonction  entière  est-il  toujours  dénombrable  ? 

M.  Denjoy,  en  reprenant  un  exemple  donné  par  M.  Pompéiu 
dans  sa  thèse,  a  montré  que  la  première  de  ces  questions  se  résout 
par  la  négative.  Nous  allons  établir  qu'il  en  est  de  même  de  la 
seconde,  en  construisant  une  fonction  entière  telle  que  l'ensemble 
des  points  singuliers  transcendants  de  la  fonction  inverse  ait  effec- 
tivement la  puissance  du  continu.  Il  nous  est  nécessaire,  pour 
parvenir  à  une  telle  fonction  entière,  de  montrer  qu'il  existe  des 
fonctions  entières  satisfaisant  à  la  condition  suivante  :  elles 
convergent  uniformément  vers  une  limite  déterminée  ).,  quand  la 
variable  converge  vers  le  point  à  l'infini  en  restant  ù  L'intérieur  au 
sens  large  d'un  angle  A  qui  diffère  de  tz  d'aussi  peu  que  l'on  veut, 
tandis  qu'elles  convergent  uniformément  vers  une  limite  jji  ^  X 
quand  la  variable  converge  vers  le  point  à  l'infini  en  restant  à  l'in- 
térieur de  l'angle  A'  dont  les  côtés  sont  les  prolongements  des 
côtés  de  l'angle  A. 

2.   La  fonction  entière 

g(X)=^- — - (<T>0) 

v=o  (v  -f-  -  )  r(i  +  v<r) 

vérifie,  pour  tous  les  points  de  V angle 

(i) 1_  e  <  o  <  v>.ir  — e         (e  nombre  positif  arbitraire), 

v    '  i  2 

ht  relation 

/h 

*'*)='4--2/»v     »'\" ;+*-"*(*) 

•r-       v     l(— —  Jr(ï-va) 

(m  <  a  <  m   •  i,  m      i), 

v  désignant  un  nombre  réel  fini  et  e (x)  convergeant  unifor- 
mément rets  zéro  lorsque œ  augmente  indéfiniment  en  restant 
et  V intérieur  de  V angle  (i), 
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[Nous   poserons  à  cet  etîcl 

<?(*)  = 


z  H )  P  (  i  -f-  a  3  ) 


de  sorte  que  la  fonction  g(x)  pourra  s'écrire 

X 

g(x)  =  V<?(v). 


v  =  o 


Ceci  étant,  nous  considérerons  avec  M.  Lindelôf  (')  l'intégrale 

y(z)xz  dz 


i 


elraz_.  , 


S  désignant  le  contour  formé  par  la  demi-circonférence  GR  admet- 
tant   le   point   x  =  —  a   comme    centre,    de    rayon  n  -f-  -  -f-  a  et 

située  dans  le  demi-plan  -^  —  a(-s  =  T-H-iV)  et  du  diamètre  de 

o ( z )xz 
celte  demi-circonférence.  La  fonction     ;'  ~   —  admettra  comme 

eimz  —  ( 

pôles  simples  à  l'intérieur  du  contour  S  les  points  d'affîxes  entières 
—  m,     -m  +  i,     ...,     n —  i,     n 

et  le  point  d'affixe  — -•  Le  résidu  correspondant  à  un  pôle  d'affixe 

l    «   o ( v  )  xv         ,         ,    .  ,  i 

entière  v  étant  égal  a  '        .    et  le  résidu  correspondant  au  point 
°  2  ir  i  '  ' 

d'affixe étant  égal  à 


X     z 

I—  - 


noii^  aurons,  en  applicjiiant  le  théorème  des  résidus, 

n 

'  V       ,    ,  f  <ï(z)xz  dz 

v  -=  —  /// 


TT 


rn-2 


(')    LlNDRLÔF,   /-'•  <>il<itl  des  résîdllS,   (>.    in». 
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Ceci  posé,  la  fonction  — vérifiant  la  relation  (r) 

1  1  (  !  -f-  ff  Z  ) 


/7C<7  , 


r[i  +  î(a+  pe'ty)] 

ol  désignant  une  constante  réelle  quelconque  et  s  un  nombre  posi- 
tif arbitraire  ;  pour  —  -<<{;£  ^  et  à  partir  d'une  valeur  de  p  suffi- 
samment grande,  la  fonction  ®(z)  qui  ne  diffère  de  la  fond  ion 
— que   par  la   présence   du   facteur vérifiera   dans  les 

1(1  +  OLZ)    ^  l  l  I 

z-\-  - 

2 

mêmes  conditions  la  relation 

^)|<e(~^>. 


cp(a 


oel 


Alors   nous  aurons,  d'après   M.  Lindelof  (-),   pour  tout  point 
de  l'angle  (i), 


i^x   -  + 


r' 


o(z)a-:  //z 


avec 


C  o(z  ).r~  (tz                   ,     . 

/  ±±-A =a:-*e(ar), 

/  C21Ï*S_  r 

-  or  —  /  » 


•  '  V.—IX 


z{x)  convergeant  uniformément  vers  zéro  lorsque  x  augmente 
indéfiniment  en  restant  à  l'intérieur  de  l'angle  (i),  d'où  Ton  déduit 
immédiatement  la  relation  (2). 

Remarque.  —   La  quantité  y=  — — - — — -   est   positive   el    d<- 


r    1  -  - 


l) 


croissante  pour  toutes  les  valeurs  de  <r  appartenant  à  l'inter- 
vallc  (0,2  —  Tj),  r\  désignant  un  nombre  positif  très  pelii.  Elite 
admet  donc  dans  cel   intervalle  (0,2  —  r\)  un  minimum  h ■  —  k  et 

un  maximum  K  = 


r  12 


'.\.   La  relation  x  =  y2   fait   correspondre  aux  |>>wn  1  ^   du    plan 


(')   Cf.   LlNBKLÔF,  loc.  cit.,  |>.    l  10. 

C)  Ibid.y  p.  ii3-u6. 
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des  x  situés  dans  l'angle  (i),  les  points  du  plan  des  y  appartenant 
à  chacun  dc<>  angles 

(3)  —  -h  -  •()   :     71 , 

4         2  j         •>. 


(4) 


Tra         s       .    .  71?         e 


<  . 


>. - 


4         2  î         ■>. 


Alors  si  c  désigne  une  constante  positive  supérieure  à  y  et  si 
nous  posons 

h(y)  =  c±iyg(y*)i 

où  il  faudra  prendre  le  signe  —  si  la  détermination  dey  qui  décrit 
l'angle  (3)  est  pour  chaque  point  x  appartenant  à  l'angle  (î)  égale 

à  la  détermination  de  x'1  qui  figure  dans  la  formule  (2)  et  le 
signe  -f-  dans  le  cas  contraire,  nous  aurons,  comme  on  le  constate 
aisément,  pour  tous  les  points  de  l'angle  (3), 

m 

h{y)  =  c  +  y  -  V  T(-_  V)r-(2v  i)  +  r-<«a-i)  B(y*), 

1 

et  pour  tous  les  points  de  l'angle  (4) 

m 

^(y)  =  c~ï-~2?(-v)j-(2v-i)  +  ir-(2a-i)e(^)) 

1 

e( y2)  convergeant  uniformément  vers  zéro  lorsque  y  augmente 
indéfiniment  en  restant  à  l'intérieur  de  l'un  quelconque  des 
angles  (3)  ou  (4).  Alors  on  en  déduit  que  la  fonction  entière  h(y) 
converge  uniformément  vers  le  nombre  positif  c  -h  y  lorsque  y 
augmente  vers  Vinfini  en  restant  à  V intérieur  de  V angle  (3) 
et  vers  le  nombre  positif  c  —  y  lorsque  y  s'éloigne  à  V  in  fini 
en  restant  à  r intérieur  de  V angle  (4). 

Ceci  étant  vrai,  quelque  petits  que  soient   les   nombres  posi- 


tifs  7  et  s,  on  voit,  en  remarquant  que 


—- 


est  bornée  pour 


toutes  les  valeurs  de  a-  appartenant  à  l'intervalle  (o,  2 — yj),  qu'il 
<\iste  des  fonctions  entières  tendant  uniformément  rers  un 
nombre  positif  X  lorsque  y  augmente  indéfiniment  dans  un 
angle  A   qui  est  inférieur  ci  ~  d ^ aussi  peu  que  Von  voudra  et 
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vers  le  nombre  positif  u.  ^  ).,  lorsque  y  augmente  indéfiniment 
dans  l'angle  A'  opposé  par  le  sommet  à  A. 

4.  Décrivons  du  point  y  =  o  comme  centre  une  circonférence  C 
de  rayon  égal  à  l'unité  et  désignons  par  Gt  la  portion  de  C  située 
au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles  £.  Partageons  cette  demi- 
circonférence  C,  en  trois  parties  égales  et  excluons  tous  les  points 
intérieurs  au  sens  étroit  à  l'arc  médian,  de  même  que  les  poinls  de 
la  circonférence  G  diamétralement  opposés  à  ces  derniers.  Parta- 
geons de  même  chacun  des  deux  arcs  restants  de  C,  en  trois  par- 
ties égales  et  excluons  tous  les  points  intérieurs  au  sens  étroit  à 
chacun  des  deux  arcs  médians,  de  même  que  les  points  de  la 
circonférence  C  qui  leur  sont  diamétralement  opposés  et  conti- 
nuons ainsi  indéfini menl.  Considérons  l'ensemble  des  points 
restants  de  la  circonférence  G  (les  extrémités  de  G,  étant  égale- 
ment exclues),  nous  désignerons  par  K{  la  portion  de  cet  ensemble 
située  sur  la  demi-circonférence  G,  et  par  E2  la  portion  de  cet 
ensemble  située  sur  la  demi-circonférence  G2  ;  chacun  de  ces  en- 
sembles E<  et  E2  est,  comme  on  le  sait,  un  ensemble  parfait  non 
dense  ayant  la  puissance  du  continu. 

Le  nombre  des  arcs  de  la  demi-circonférence  G,  exclus  pendant 
la  nIèmo  opération  est  égal  à  X(/i)  =  2n~i .  Nous  désignerons  par 

sn,\i       sn,ï-       •  •  •  •>      sn,\(H) 

ces  arcs  exclus  en  les  supposant  rangés  dans  l'ordre  <>ù  les  ren- 
contre un  mobile  parcourant  la  demi-circonférence  C,  en  partanl 
de  son  origine  située  sur  l'axe  des  z,  positifs  pour  aboutir  à  son 
extrémité  située  sur  l'axe  des  Ç  négatifs,  par  zn  leur  longueur 
commune,  par  anj  et  b„j  les  extrémités  droite  el  gauche  de  l'arc 
.*„/,  par  a't  •  et  b\  ■  les  points  de  la  circonférence  G  diamétra- 
lement opposés  aux  points  bnj  el  anj  el  enfin  par  iïnj  l'angle  que 
fait  la  bissectrice  de  l'angle  anj  Obnj  avec  Taxe  des  £  positifs. 
Ceci  posé,  considérons  la  suite  des  fonctions 

où  fnj(y)  esl  la  fonction  <|ui  se  déduit  de  la  fonction  h(y)  du 
n°  <\  en  y  remplaçant  i  par  vnj  y  par  ye  ,{),'-J  el  le  nombre  positif  c 
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par  le  nombre  positif  cn  appartenante  l'intervalle 


(2 y»,  3 Y*) 


- 


v    . 


1 


En  vertu  d'un  résultai  de  ce  n°  3,  la  fonction  fnj(y)  conver- 
gera uniformément  vers  le  nombre  positif  y.„ ,-—  cn — yn  quand  y 
augmente  indéfiniment  en  restant  intérieur  au  sens  large  à  l'angle 
anj  Oa'n  j  et  vers  le  nombre  positif  pw  =  ca-\-  yn  quand  y  augmente 
indéfiniment  en  restant  intérieur  au  sens  large  à  l'angle  bnjOb'n  ,. 

Si  comme  nous  le  supposons,  le  nombre  positif  crt,  défini 
comme  il  vient  d'être  dit  précédemment,  est  le  môme  pour  cha- 
cune des  fonctions  fnj(y)  [y  =  i ,  2,  . . . ,  A(/i)],  les  nombres  art 
et  (3n  seront  les  mêmes  pour  chacune  de  ces  fonctions  et  leur 
différence  fin —  ara  qui  est  égale  à  2yu  restera  comprise  entre  2K 
et  ik  et  cela  quel  que  soit  l'indice  /*,  K  et  k  étant  les  nombres 
définis  dans  la  remarque  du  n°  2,  en  supposant  't\  =  1 . 

Appelons  angle  A  tout  angle  ayant  l'origine  pour  sommet  et 
interceptant  entre  ses  côtés  un  des  arcs  de  la  circonférence  G 
compris  entre  deux  arcs  consécutifs  de  celte  circonférence  exclus 
pendant  la  nième  opération.  Le  nombre  de  ces  arcs  sera  égal  à 
m(ft)  =  2A(/i)  ==  2".  Nous  les  représenterons  par 

en  les  supposant  rangés  dans  l'ordre  où  les  rencontre  un  mobile 
parcourant  la  circonférence  G  dans  le  sens  positif  et  partant  de 
Taxe  des  £  positifs.  Alors  l'angle  A^,  admettra  l'axe  des  Ç  positifs 
comme  bissectrice  et  l'angle  An  X(n)+«  admettra  l'axe  des  £  négatifs 
comme  bissectrice  et  les  deux  angles 

A»JX(7i)+l   q     et     knt\ln)+l+g  [g  =  1,  2,  . ..,  X(/i)  — 1] 

seront  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  quantités  réelles. 

l'osons 

X  (  n  ) 

fn(y)=^.fnj(y). 

/  =  « 

Un  angle  quelconque  A  étant,  pour  chaque  valeur  dey  appar- 
tenant à  La  .suite  des  nombres  1,  2,  3,  ...,  A(/*),  intérieur  à  l'un 
des  angles  anijQa'nj  cl  bnjOb'ltJ  la  fonction  fn{y)  converge  uni- 
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fonnément  vers  une  limite  positive  lorsque  y  augmente  indéfini- 
ment en  restant  à  l'intérieur  de  l'angle  A..  Nous  désignerons  par 
|/-n,/Ja  limite  correspondant  à  l'angle  AW)/J  et  nous  allons  comparer 
les  nombres  \>-n,p  entre  eux. 

L'angle  A„5,  étant  intérieur  à  chacun  des  angles 

anjOa'nJ  [y  =  i,  -2,  ...,  X(n)] 
nous  aurons 

puisque  chaque  fonction  fnj  (y)  converge  vers  oc„  lorsque  y  aug- 
mente indéfiniment  en  reslant  à  l'intérieur  de  l'angle  anj Oa'n  . 
Ceci  étant,  si  p  est  un  nombre  entier  vérifiant  les  relations 

'i%p  -X(n)  4-1, 
on  a 

En  effet,  l'angle  Anî/>  étant  intérieur  aux  p  —  i   angl 
b„jObfttJ  [.7=1,2,  ...,/>  —  i] 

et  aux  )v(/i)  — p  -\-  i  angles  a„j  Oa'  •  [J  =  />,  .  .  • ,  '-('0]  el  comme 
chacune  des  fonctions  fnj  (y)  converge  uniformémenl  vers  hn 
lorsque  y  augmente  indéfiniment  en  restant  à  l'intérieur  de 
l'angle  bnjOb'n  ,,  nous  aurons 

Pn,/»  =  (  P  —  1  )  fin  4-  [  X  (  /l  )  —  p  4-  I  j  a..,  =  JX,M  4-  »(  p  —  l)  7,, , 

puisque 

?n—  *n  =  2Y«' 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  La  suite  des  nombres 

\x/i, l-,       ia«,2i        •  •  •  •       lxn,).,/n  I  l 

forme  une  progression  arithmétique  à  termes  positifs  dont  la  raison 
est  égale  à  2  y/0  par  suite  ces  nombres  sont  distincts  el  le  module 
de  la  différence  de  deux  quelconques  d'entre  eux  est  compris 
entre1  2  v„  et  :>X(/?)y//.  Par  conséquent,  en  tenanl  compte  de  ce 
que  nous  avons  dit  plus  haut,  eeite  différence  restera  comprise, 
pour  toutes  les  valeurs  de  /i,  en  ire  les  i\^\i\  nombres  2k  et  aX(/i  K . 
Supposons  maintenant  que  l'indice  p  vérifie  les  relations 

Al  n  )    |    i      />      ;/•//> 
el  posons 
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l'angle  A^x^o+i+y  sera  Intérieur  aux  q  angles 

<*nj  0anJ  (/=!,  2,  ...,  g) 

cl  ;iu\  A( //)  —  (j  angles 

&'«,>  °*«J  \J  =  7  +  h  ••  -,  X(n)j; 
alors  nous  aurons 
K.»,*(»)+n-f  =  yan+  [X(«)  -  ?]p„  =  n»,i+a[X(/i)7-9]Yji  =  Hin,X(«)+i  ?• 

Comme  les  angles  A^nj+i+f  et  A„5X(iî)-i+ç  sont  symétriques  par 
rapport  à  l'axe  des  quantités  réelles,  on  voit  que  la  fonction  fn (y) 
converge  vers  la  même  limite  lorsque  y  augmente  indéfiniment  en 
restant  à  l'intérieur  d'un  angle  A,,^  [p=  2,  ...,  )*(/»)]  ou  ^e  son 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  quantités  réelles 

Soit  D„  l'ensemble  des  points  du  plan  des  y  tels  que  chacun 
d'eux  soit  intérieur  au  sens  large  à  un  angle  An^t  [A=  i ,  2, ...,  u,(/i)1. 
D'après  ce  qui  précède  la  fonction  fn  [y)  sera  bornée  dans  1)„, 
nous  désignerons  par  r\n  le  maximum  de  \fn{y)  |  dans  Dn. 

5.  Si  nous  procédons  ainsi  pour  toutes  les  valeurs  entières  et 
positives  de  ft,  nous  obtiendrons  une  infinité  dénombrable  de 
fonctions  entières  fn{y)>  Ceci  étant,  nous  pouvons  déterminer  la 
suite  des  nombres  positifs  'f(/i),  (/i=i,  2,  ...,  ad  infinitum) 
satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

I.   La  fonction  f(y)—  N  Jny>  est  une  fonction  entière; 


n=r.l 


II.   La  série  à  termes  positifs  N       i "    est  convergente. 

Désignons  par  (L,)  l'ensemble  des  demi-droites  issues  de  l'ori- 
gine et  passant  par  les  différents  points  de  l'ensemble  E,  et  par  (L2) 
l'ensemble  des  demi-droites  issues  de  l'origine  et  passant  par  les 
divers  points  de  l'ensemble  E2  [E,  (')  et  E2  étant  les  ensembles 
définis  au  début  du  n°  4],  Soit  L,  une  certaine  demi-droite  de 
l'ensemble  E,,  cette  demi-droite  sera  pour  chaque  valeur  de  n 
intérieure  à  un  certain  angle  k.n  ^,  l'indice  h  (2)  prenant  les  valeurs 

(')   Nous  supposerons  dans  ce  qui   suit,   pour  plus  de  clarté  dans  l'exposition, 
que  E,  comprend  en  outre  les  extrémités  de  Cr 
(  -  )  L'indice  //  peut  varier  avec  n. 
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i ,  2,  .  . . ,  X(/i)  H-  i  •  Posons 


n  =  l 


je  dis  que  la  fonction  f(y)  converge  vers  ul,  lorsque  y  s'éloigne  à 
l'infini  suivant  la  demi-droite  h{.  Soit  à  cet  effet  £  un  nombre 
positif  arbitrairement  petit;  les  séries  à  termes  positifs 


et 


émd   fl(  II)  —    ®(n) 

ra  =  l  n= 1 

«'tant  convergentes,  nous  pouvons  déterminer  un  entier  p  tel  que 
l'on  ait 


'"    <  - 


n  —  p-hY  n=p  +  l 

Le  rayon  L,  étant  intérieur  pour  chaque  valeur  de  n  à  A,,/,  el  par 
suite  à  D„,  nous  aurons,  pour  tout  point  de  ce  rayon  et  quel  que 
soit  n, 

\fn{y)\<rin. 

Par  conséquent,  nous  aurons,  en  tenant  compte  de  la  seconde  des 
inégalités'  (  5  ), 

oc 

V    A  00 


(6) 


n  =  />  h-  1 


<p(/l) 


< 


Ceci  étant,  nous  désignerons  par  s,, (y)  la  somme  des/;  premiers 
termes  de  la  série  définissant  la  fonction  /(y)  et  par  sp  La  somme 
des/;  premiers  termes  de  la  série  définissant  le  nombre  u.  La  demi- 
droite  L,  étant  intérieure  aux  angles  V»  à,   \>  /, An,A  chacune 

des  fonctions  fn(y)  (/i  =  i,  2 />  )  converge  vers  la  limite 

quand  y  s'éloigne  à  L'infini  sur  La  demi-droite  L,.  M  en  résulte 
donc  que  la  fonction  sp(y)  convergera  vers  sfl  quand  y  s'éloigne  à 
l'infini  en  suivant  le  même  chemin.  On  en  conclut  qu'au  nombre 
positif  e  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  K£  tel  que 
l'on  ait 

pour  tvnii   point  y  du  chemin  L,  donl  ta  distance  à  I  origine  e6l 
supérieure  à  l\£. 
<  lomme 


|/<  j)        u|      |/m   I     -  ,v,..i    .  |    |    1-Vi.t    >    -  f,|        |J  |A|, 
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on  aura  donc  en  tenant  compte  de  (5),  (6)  el  (7) 

1/OO-iiK». 
pour  lout  point  de  la  demirdroite  L,  dont  la  distance  à  l'origine  <^i 
supérieure  à  lu. 

Considérons  maintenant  une  demi-droite  \^2  ('(l  I  ensemble  (I 
que  nous  supposons  être  symétrique  de  la  demi-droite  L,  précé- 
demment considérée  par  rapport  à  Taxe  des  quantités  réelles.  Cette 
demi-droite  L2  sera  pour  chaque  valeur  de  //  intérieur  à  un  certain 
angle  \„.a-  symétrique  de  l'angle  \n,/t  par  rapport  à  l'axe  des 
quantités  réelles.  Comme  d'après  le  numéro  précédent 

la  fonction  f(y)  convergera  également  vers  le  nombre  p.  lorsque^ 
augmentera  indéfiniment  en  se  déplaçant  sur  le  rayon  L2. 

6.  Soient  P,  et  P,  deux  points  de  la  demi-circonférence  C, 
appartenant  à  l'ensemble  E,,  nous  dirons  que  l'arc  P<  P,  de  cette 
demi-circonférence  C,  est  de  rang  q,  s'il  existe  un  nombre  entier  <j 
tel  que  l'arc  P,  P^  ne  contienne  à  son  intérieur  aucun  des  arcs 
exclus  de  C|  pendant  les  (q  —  1)  premières  opérations  tandis  qu'il 
contient  à  son  intérieur  un  arc  et  un  seul  exclu  à  la  qieme  opéra- 
tion. Désignons  par  /,  la  longueur  de  l'arc  Pt  P,  et  supposons  que 
l'un  au  moins  des  deux  points  P,  et  P'j  ne  soit  pas  extrémité  d'un 
arc  contigu  à  l'ensemble  E,  ;  dans  ce  cas,  le  rang  de  l'arc  P4  V\  sera 
égal  au  nombre  entier  q  vérifiant  les  relations 

En  effet,  la  longueur  d'un  arc  exclu  à  la  nyeme  opération  étant 
1  uale  à  — ^  et  les  points  P,  et  P'j  appartenant  à  E,,  Tare  P,  P',  ne 
renfermera  à  son  intérieur  aucun  des  arcs  exclus  pend. ml  les 
(  <j  —  1)  premières  opérations.  Si,  d'autre  part,  nous  considérons 
l'ensemble  <!<•>  arcs  exclus  pendant  les  n  premières  opérations, 
deui  arcs  consécutifs  quelconques  de  cet  ensemble  sont  séparés 
par  un  arc  dont  la  longueur  est  égale  à  ^ ,  il  s'ensuit  que  P(  I', 
comprendra  à  son  intérieur  un  arc  exclu  à  la  q>vmr  opération.  Il 
n'en  contiendra  d'ailleurs  qu'un  seul,  car  dans  le  cas  contraire  il 
en  résulterai!  que  /,     tt-tj'  ce  que  nous  ne  supposons  pas. 
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7.  Soient L,,  L/,  deux  demi-droites  distinctes  de  l'ensemble  (L,  ) 
ne  passant  par  aucune  extrémité  d'arcs  contigus  à  E<  ;  désignons  par 
K,hh  et  kn^'  'es  deux  angles  \  qui,  pour  une  valeur  déterminée 
de  /i,  comprennent  respectivement  Lt  et  L\ .  Alors,  si  L',  est  à 
droite  de  L,,  nous  aurons  pour  chaque  valeur  de  n  :  h'^Ji  et  par 
suite  d'après  un  résultat  de  la  page  [ 55  :  M*  A'  =  V-n,hi  puisque  les 
indices  A  et  h'  ne  prennent  que  des  valeurs  appartenant  à  la  suite 
des  nombres  i ,  2,  .  . .,  A  (n)  -f-  i . 

Les  rayons  L,  et  \JX  interceptent  sur  C|  un  arc  P,  P,  dont  la 
longueur  est  diiï'érente  de  zéro  et  dont  les  extrémités  ne  sont  pas 
extrémités  d'arcs  contigus  à  E, .  Par  suite  (cf.  n"  6)  le  rang  de  cet 
arc  sera  un  nombre  fini  q  et  nous  aurons 

A,,,*  =  A„,A<     pour     n  =  i,  2,  ...,  (q  —  i) 

A,/j/t  ^  \f/t,i-     avec     h'  —h  —  i 

et  par  conséquent 

\*-tï,h  =  V-nji'     pour     n  =  i ,;.,...,(  q  —  i v 

puisque  h!  ■=  h —  i  (cf.  p.  1 55). 

Désignons  par  Q<  Q'j  l'arc  exclu  de  la  glème  opération  et  inté- 
rieur à  l'arc  P!  P'j  (Q'j  étant  l'extrémité  droite  de  cet  arc  et  Q( 
son  extrémité  gauche).  Désignons  par  m  le  plus  pelit  des  rangs 
des  deux  arcs  non  nuls  P,  O,  et  P,  Q',  :  m  sera  un  nombre  fini  au 
moins  égal  à  q  -f-  i .  Nous  aurons  donc 

A„,/,  =  A«,A'     pour     q  <  n  <  ni 
et,  par  suite,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  n 

Pour  n:lm  il  viendra  AN^^é  \w,/,  d  la  différence  h  —  h'  qui 
pour  /i  =  m  est  au  moins  égale  à  i,  n  ira  pas  en  décroissant  à 
partir  de  n  =  /?*,  de  sorte  que  Ton  aura  pour  ces  valeurs  de  // 

Ceci  étant,  désignons  par  u,'  le  nombre  u.  correspondant  au 
rayon  1/,  et  considérons  la  séné 


,    ysfii 


"    -/ 
d'après  ce  qui  précède,  !<•  premier  terme  de  cette  série  sera  positif 
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el  égal  à  — ~j  tandis  chic  tes  autres,  sauf  au  plus  un  nombre  fini 

?(q)  l  ... 

(I  entre  eu\  qui  sont  nuls,  seront  positifs.  On  en  conclut  que 
si  Tare  P,  lyt  intercepté  par  les  deux  rayons  L,  et  L',  sur  C,  est  de 
rang  y,  on  a 


>  >   ''  ï'/ 


et  par  suite  que  les  nombres  pi  et  u/  sont  distincts. 

Comme  les  rayons  L<  el  L',  précédents  de  l'ensemble  (L,  )  ont 
été  choisis  arbitrairement  et  comme  (L,)  a  la  puissance  du  continu, 
il  s'ensuit  que  l'ensemble  ([J.<)  des  limites  distinctes  jjl  corres- 
pondant aux  divers  rayons  de  (L,)  a  également  la  puissance  du 
continu.  L'ensemble  (|à2)  des  limites  distinctes  iju  correspondant 
aux  divers  rayons  de  l'ensemble  (Lo)  comprenant,  en  vertu  d'un 
résultat  du  n°  5,  tous  les  nombres  de  l'ensemble  ([*<),  sauf  les 
deux  nombres  qui  correspondent  aux  deux  rayons  0£  et  Olj' 
(çç'  étant  Taxe  des  quantités  réelles),  aura  également  la  puissance 
du  continu. 

8.  Soit  M  une  demi-droite  issue  de  l'origine  et  passant  par  le 
milieu  d'un  arc  exclu  de  la  circonférence  C,  en  procédant  d'une 
manière  analogue  à  celle  utilisée  au  n°  5,  on  voit  que  la  fonction 
/(  r)  converge  vers  l'infini,  lorsque  y  s'éloigne  à  l'infini  suivant 
une  demi-droite  M. 

Comme  entre  deux  demi-droites  L,  il  y  a  toujours  au  moins 
une  demi-droite  M,  il  s'ensuit  qu'entre  deux  rayons  quelconques 
le  long  desquels  la  fonction  /(y)  converge  vers  une  limite  finie,  il 
y  a  une  infinité  de  rayons  le  long  desquels  la  fonction  /(y) 
converge  vers  l'infini. 

9.  Désignons    par  y{x)    la    fonction    multiforme    définie    par 

l'équation 

x  =/{y). 

Comme  tout  point  x  =  [jl  [jjl  étant  un  nombre  quelconque  de 
l'ensemble  (  "*{)]  est,  d'après  une  proposition  connue,  un  point 
singulier  transcendant  de  la  fonction  y(x),  nous  pouvons  énoncer, 

en  tenant  compte  du  résultat  du  n°  7,  la  proposition  suivante  : 

L'ensemble  des  points  singuliers  transcendants  de  la  fonc- 

fiony(x)  a  effectivement  la  puissance  du  continu. 
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SUR  LES  PRODUITS  DIRECTS; 
Par  M.   O.   Scfimidt. 

Dans  le  Tome  139  du  Journal  de  C relie  M.  Kemak  a  démontré 
plusieurs  théorèmes  sur  les  produits  directs,  dont  le  principal  est 
le  suivant  : 

Si  un  groupe  fini  est,  représenté  de  deux  manières  comme 
produit  direct  de  facteurs  indécomposables  {c'est-à-dire  qui 
ne  sont  plus  produits  directs),  les  facteurs  seront  deux  à  deux 
centralement  isomorphes. 

La  démonstration  de  tous  ces  théorèmes  a  été  simplifiée  par 
moi  avec  quelques  généralisations  dans  une  Note  parue  sous  le 
titre  Ue.be r  die  Zerlegung  endlicher  Gruppen  in  direkte  unzer- 
legbare  Faktoren,  dans  les  Comptes  rendus  de  la  Société 
mathématique  à  Kielï  (janvier  191 2).  En  laissant  de  côté  les 
autres  théorèmes  de  M.  Remak,  je  donnerai  plus  loin  une  nou- 
velle et  courte  démonstration  du  théorème  principal. 

Dans  le  fascicule  III  du  Tome  XL  de  ce  Bulletin  (p.  219) 
M.  de  Séguier  s'occupe  du  même  théorème,  le  trouvant  <  bien 
classique».  M.  de  Séguier  donne  une  démonstration  simplifiée 
sans  connaître  ma  Note;  cependant  Cette  démonstration  n'es!  pas 
tout  à  fait  exacte,  car  les  formules  JWj|  D/  =  G  |II"Dj  (p.  120, 
ligne  4)  et  Di  2 ■..,,*=  11^  D^(A-  <c  //  )  i  p.  220,  ligne  1  >.  |  ne  sonl  pas 
vraies  dans  tous  les  cas.  Soit,  par  exemple,  \  =  W\  \,  le  produit 
direct  des  groupes  de  substitutions  Â<  ji,(a,6)j,  \-  :{i,(a,  f))j 
el  A3=  \  1  ,(x,y)\.  Prenons  le  diviseur  G:  j  1 ,  (#,  b)  (a,  P)  (x,j 
(a y  b)  (a,  p)  (x,  v)j.  H  esl  aisé  de  voir  que.  avec  les  notations  de 
!\l.  de  Séguier,  I),  =  D2=  1 ,  D3—  Xt=  A.3=  ;  1 .  / .  r  >j,  c'est- 
à-dire  -l,:,  |  D3  =  1 1,  tandis  que  (  î  |  II]  I  >:,  :  G|  \.i  esl  d'ordre  1  ;  de 
même  nous  avons  I),  j       j  i,  (a,  b)  (a,  fi)},  tandis  que  II J  D        1  ('). 

(')  M.  Remak  nous  ;i  aussi  adressé  un  exemple  mettant  en  défaut  la  formule 
■\    |  D,      G |  n*Dk  :  Soit  an  aa,  <i ,  la  base  d'un  groupe  abélien    \  ■  ■/','      t, 
o§   =  1,  p  est  un   nombre  premier  quelconque),  y   le  diviseur  de    \    contenant 
tous  les  éléments  i,r  - -:  a^a^'a**  pour  lesquels  a,  mod/>).   Poui 

l<s  éléments  de  Dn  il  résulte  de  la  congruence  précédente  <m  >l< 

xi.i.  11 
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Voici  une  démonstration  nouvelle  du  théorème  de  M.  Rcmak. 
Chaque  élément  g  du  groupe 

(i)  Ç  =  3er  3Ci     •  3C* 

(le  point  désigne  le  produit  direct)  es!  le  produit  de  certains 
éléments  //,,  A2,  •  ••<  hx  des  groupes  3C/.  Les  A,  seront  dits  les 
composants  de  «.  Il  est  aisé  de  voir  que,  d'après  les  définitions  du 
produit  direct  et  de  l'isomorphisme  central  : 

i°  Chaque  g  j>eut  être  représenté  cl' une  seule  manière  comme 
produit  de  composants  relatifs  à  la  décomposition  (i)  ; 

2°  Si  a  et  b  sont  deux  éléments  permutables,  chaque  composant 
de  a  sera  permutable  à  chaque  composant  de  b; 

.)"  Le  central  d'un  produit  direct  est  le  produit  direct  des  cen- 
traux des  facteurs; 

4°  Deux  groupes  centralement  isomorphes  à  un  troisième  sont 

centralemcnt  isomorphes  entre  eux. 

Soit 

£  =  3C,-  se,  ■••  3e*=#r  (£2  •••  Qi 

un  groupe  fini  représenté  de  deux  manières  différentes  comme 
produit  direct  de  groupes  indécomposables.  Nous  pouvons  sup- 
poser le  théorème  de  Remak  vrai  pour  les  groupes  d'ordre  moindre 
(pie  celui  de  (/,  car  il  est  évident  pour  les  groupes  indécomposables. 
D'ailleurs,  le  théorème  est  bien  connu  pour  les  groupes  abé- 
liens;  supposons  donc  (J  non  abélien.  Si  nous  réussissons  à  trouver 
deux  facteurs  non  abéliens  centralement  isomorphes,  le  théorème 
sera  démontré.  En  effet,  soit  par  exemple  JCf  d  P)  (—  étant  le  signe 
de  l'isomorphisme  central),  où  3C,  et  <£,  ne  sont  pas  abéliens. 
Alors,   si   ."rC^*,    $*  sont   les  centraux    de  5C,,   •£,,   nous  obtenons 


.ïef^^et 


OCf-  Wt  ■■;  5CA=^î-  £t  •••  */=  </\ 


car  le  composant  relatif  à  3C»  de  chaque  élément  de  (J.V  #3  $1 
doit  appartenir  à  .1C;,  parce  que  ces  éléments  sont  permutables 
aui    éléments    de    <f,,    et    de    même    pour    3C2.  #3  ...  4V   Mais 


a3  s  o  (  moil  />  )  que  s,  ~  0  (  mod /?  )  ou  que  D,  =  1 .  De  même  I),  =  1,  D3—  »i 
llf  I >,  1—  1 .  L'isomorphisme  donnerait  A-==  (/,  ce  qui  est  impossible  puisque  l'ordre 
de  A»,  rst  égal  à  />  et  l'ordre  de  (/  est  égal  à  /72  [N.  D,  t..  H.  |. 
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comme  5C,  n'est  pas  abélien,  3e'<3C,  et  par  conséquent  g'<Ç,  le 
théorème  est  donc  supposé  vrai  pour  (/,  donc 

*  =  /,      3e,~£,      (*-=2f  3, ...,  k). 

Mais  nous  avons  déjà  5e,  ~  4\,  le  théorème  sera  ainsi  démontré. 

Cherchons  donc  deux  facteurs  cenlralement  isomorphes  non 
abéltens.  Soit  5e,  le  facteur  non  abélien  d'ordre  maximum  dans 
nos  représentations  (ou  l'un  d'eux,  s'ils  sont  plusieurs).  Deux  cas 
sont  à  distinguer  : 

a.  5e,  n'est  pas  le  seul  groupe  non  abélien  parmi  les  facteurs  de 
la    première     décomposition.    Soient    alors    T,,    (J?!>,    ...,    9't    les 

groupes  composés  par  tous  les  éléments  de  <J.\ ,  ».i\ l.lV  qui  sont 

composants  des  éléments  de  3e,.  Ajoutons  les  éléments  nécessaires 
pour  obtenir  le  produit  direct  des  <£[.  Nous  avons  évidemment 

%■  %  •  ••<ty=3er  OC. 

Tous  les  éléments  de  5C  sont  permutables  aux  éléments  de  5e, 
et  par  conséquent  d'après  2°  à  tous  les  éléments  de  (,C| ,  'A'',,  . .  .,  £j, 
c'est-à-dire  que  5e  appartient  au  central  de5C,  3C.  Mais  alors,  nous 
avons  5C,-  5C  <  (j\  car  autrement  5C,  serait  Punique  facteur  non 
abélien.  Le  théorème  est  donc  supposé  vrai  pour  5e,  -5c.  Le 
groupe  5C,  doit  être  centralement  isomorphe  à  un  facteur  indécom- 
posable de  <£',-  fF2  •••  (1y,  par  exemple  à  un  facteur  <&  de  (A\  ; 
mais  comme  5C,  est  d'ordre  maximum,  nous  devons  avoir 
4*  =  «-f,  =  #,,  5e,~<fcV  C'est  le  résultat  qu'il  nous  fallait  cher- 
cher. 

b.  5e,  est  le  seul  groupe  non  abélien  parmi  les  3C/.  Soit  M\  un 
facteur    non    abélien    de    la    seconde    décomposition.    Loi  nions, 

comme    plus    haut,    le    produit   direct    des  groupes  X,,  X 

5e'A  des  composants  des  éléments  de  (.l\  ;  QOUS  obtenons 
5e',-  5e',  •••  ne*  =  4\.  £  =  ae.  Si  3e',  =  3C,  le  théorème  esl  démontré, 
5C,  ~  (JL\ ,  car  3C,  esi  d'ordre  maximum  et  tous  les  3e,  i  -  i  appar- 
tiennent au  central  de  Çj,  Si  5C',  <  3C|  i»«hi>  avons  et  l,.\ 
doit  être  centralement  isomorphe  à  un  facteur  x,  el  x( .  Mais 
l'ordre  de  ne',  ne  peut  dépasser  l'ordre  de  (t\  .  c'est-à-dire  .x  ,  =  X  , . 
3e'.  —  (?|.  Le  même  raisonnement  peul  s'appliquer  au  lieu  de  "\  au 
facteur  3e',  de  x  et  nous  obtiendrons  le  résultai  que  3e',  esl  centra 
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lemenl  isomorphe  au  groupe  de  ses  composants  <l;msl,l\,  c'est- 
à-dire  que  'A',  même  est  ce  groupe  de*  composants.  Chaque  élé- 
ment de  X',,  excepté  L'unité,  a  ainsi  un  composant  dans  <8{  diffé- 
rent de  L'unité  el  nous  voyons  que  d'après  i°  les  groupes  ,7C',  et 
$2"  '-:t  •  ■  l,-V  sont  premiers  entre  eux.  Nous  pouvons  former  le 
produit  direct  .le', ■  (1\,  •••  T/  qui  est  égal  à  (,'  parce  que  son  ordre 
est  égal  à  celui  de  4Y  (J.\  ••■  ^,i\=(J.  Nous  sommes  parvenus  à 
l'égalité 

x',-  3e,  ••■  jc/,=  xv  %  •••  £,, 

d'où  5C i  =  5C ',  (AV.  Le  groupe  5C1  étant  supposé  indécomposal)le, 
on  doit  avoir  <£'  =  i ,  3C',  =  5C,  et  par  conséquent 

Le  théorème  est  donc  démontré  dans  tous  les  cas. 


SUR  LES  PRODUITS  DIRECTS 
ET  SUR  LA  STRUCTURE  DE  LEURS  DIVISEURS  MAXIMUMS; 

Var  M.   de   S  kg  un:  r. 


1.  Dans  une  Noie  précédente  (')  j'ai  énoncé  un  théorème  de 
M.  Remak  sous  la  forme  suivante  : 

Soit  A!=  II','  AJ  un  groupe  central  ement  isomorphe  à 
A=  II'. ''A/  dans  le  produit  direct  de  A  par  un  groupe  abélien 
quelconque  l\  (  Mv  =  A'iv),  les  Ai  et  les  A,  étant  des  facteurs 
directs  réduits.  .  Unis  n'== n,  et  Von  peut  établir  entre  A  et  A! 
une  correspondance  centrale  dans  AK  où  chaque  AJ  correspond 
centralement  à  un  A,. 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France^  t.  \F,,  p.  219-223,  1913. 
Le  lecteur  esl  prié  de  se  reporter  à  cette  Note  pour  la  terminologie  et  les  réfé- 
rences. J'ignorais  alors  le  travail  <le  M.  Schmidt,  Ueber  die  Zerlegung  endlicher 
Gruppen  in  direkte  unzerlegbare  Faktoren,  paru  dans  les  Anna/es  de  l'Uni- 
versité de  Kiew  au  commencement  de  1912. 
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Quelques  inadvertances  s'étant  glissées  dans  ma  démonstra- 
tion ('),  je  voudrais  aujourd'hui  y  revenir. 

On  peut  admettre  la  proposition  quel  que  soit  K  pour  (Les 
groupes  A  et  A'  d'ordre  moindre. 

Soit  ©  une  correspondance  centrale  de  A  à  A'  dans  \K. 

Supposons  d'abord  qu'un  A;  lel  que  A,  soit  centralemenl  iso- 
morphe dans  AK  à  un  A,  tel  que  A,,  et  soit  A  le  groupe  déduit 
de  A  en  y  remplaçant  A,    par  A'r   11    résulte  immédiatement    des 

équations    de  A    qu'on  obtient    une    correspondance    centrait 

de  A  à  A'  dans  AK  en  remplaçant  dans  ©  chaque  élément  de  A, 
par  l'élément  de  A',  qui  lui  correspond  (par  ©).  Soit  M"  <•/,  (at  ('tant 

dans  A',-  )  l'élément  de  A'  qui  répond  par  8  à  a\  IÏJ'a;  (<7,  étant 
dans  \i)  de  A .  La  considération  des  éléments  où  at=  \  montre 
(pie  HjAf,  répond,  par  ©  comme  par  ©  à  II','  \(  .  et  l'on  est  ramené 
à  des  groupes  d'ordre  inférieur  (2). 

J'admettrai  donc  désormais  qu'aucun  \,  n'est  centralemenl  iso- 
morphe dans   \K  à  un  A,. 

On  peut  de  plus  admettre  qu'aucun  des  A/,  AJ  n'est  ahélien.  Car 
soit,  par  exemple,  A,  =  j  at  j  abélien  réduit,  donc  c\  clique  d'ordre 
p'x  (p  premier),  et  supposons  qu'à  c{  répond  par©  L'élémenl  II','  a\ 
de  A',  a'i  étant  dans  A',-  et  ar  par  exemple,   d'ordre  pa.   Soit   a  le 

corres|)ondant  par  ©  de  II'.'V, .  A  a{ a  '  =  aK  répondra  a\.  Soit  \ 
le  groupe  centralemenl  isomorphe  à  \  dan^  \l\  déduit  de  A  en  y 
remplaçant  aK  parai,  donc  A,  par  A,  — )^,|.  Gomme  A,  est 
facteur  direct  de  tout  diviseur  de  \  qui  le  contient,  |  a'A  le  sera 
de  A'r  Mais  V.  est  réduit.  Donc  A.^  ==  1  «| },  et  \,  esl  centrale- 
ment  isomorphe  dans  \K  à  \ , . 

Désignons  maintenant  par  \.  le  groupe  répondant  à  A  par  G 
dans  V,  et  soit  X./p  le  constitutif  de  X|  dans  \?.  Chaque  élément 
de  X.|p  étant  permutable  à   chaque  élément  de   \/,0   |  pour  i 

le  central  de  \,-p  di\  ise    Lj0. 

Supposons  \;/  d'ordre  maximum  parmi  les  A,.  \  (et  n  *  i). 
\,lrJ  ne  peut  être  égal  à  \0,  quel  que  soit  p,  car  \(,.  dont   chaque 

(')  CA.  Bulletin  de  la  Société  mathématique  <l<    i 
(  -  )  (les    remarques    contiennent    en    même   temps    les    théorèmes 
énoncés  par  M.  Remak  et  par  M    Scbroidl  {loc.  cit.). 

Ml.  I   I  . 
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élément  esl  permutable  à  chaque  élément  de  \,,0,  serait  dans  Ap0 
quel  que  soil  p,  et  \|  sérail  abélien,  et  par  suite  aussi  A.'.  Donc 
"','  X.Wp=  :  OG/j  esl  <  A.  cl  comme  A  =  M"  \,,  A'-,,,  (jui  contient  \/M 
a  la  forme  \„  V  Y  étant  le  constitutif  <le  <X-„  «laits  QJ-'X/. 
Or,  i.X/1  étant  <  A.  on  peut  admettre  le  théorème  quand  on  y 
remplace  V  par  \WY,  À'  par  Xfn  el  k  par  i.  Mais  alors  X„ 
devrait |être  centralement  isomorphe  à  un  oies  X.,,;  tel  que  Xn, 
dans  -Y-,/  et  par  suite  dans  A  (  le  central  de  A-„  di\  ise  \0).  D'ailleurs, 
\n  étant  d'ordre  maximum,  Xwr=Ar.  Donc.  A„  serait  c  entrai  e- 
menl  isomorphe  à  A,.  (  '  )  contre  l'hypothèse. 

2.  Je  ne  me  suis  pas  servi  ici  de  la  structure  des  diviseurs  maxi- 
mums de  A  comme  j'en  avais  d'abord  eu  la  pensée.  Mais  cetle 
structure  étant  intéressante  par  elle-même  je  vais  la  déterminer. 

Soit  G  =  ^g  un  diviseur  de  Ar=Il"A/,  les   A/  étant  facteurs 

directs;  le  plus  grand  commun  diviseur  de  G  avec   A/A* \i  (2); 

cilfliA.../ le  constitutif  de  G  dans  A;A/f...A/;  si  g  =  II" gi  étant  dans 
A/,  je  dirai  que  gi  est  le  constitutif  de  g  dans  A/  (le  constitutif 
de  g  dans  Am.../  est  donc  g i gh...gi)  et  que  chaque  gi  répond  ou 
est  associé  à  chacun  des  autres  gi  de  II^g7=  g  et  à  g  dans  G;  si 
les  éléments  d'une  partie  P;  de  A;  répondent  dans  G  aux  éléments 
dune  partie  P^  de  A*  et  à  ceux  d'une  partie  P  de  G,  je  dirai  de 
même  que  P/  est  associé  à  P*  ou  répond  à  P*  et  à  P  dans  G.  Pour 
que  G  soit  normal  clans  A,  il  faut  et  suffi l  que,  quels  que  soient 
z,  A',  ...,  /,  D;k...i  soit  normal  dans  A/A*. ..A/,  et  que  JU/*.../|D|A.../ 
divise  le  central  de  A,  A^...A/|  D/j.../.  Si  donc  G  esl  normal  dans 
V  et  si  Xih...i=  W.Aa.../,  A/A/t...A/|Di*.../  est  abélien. 

«S«  /'(>•)  £^  /«  valeur  mininia  de  k  pour  laquelle  un  des 
"H. ../t  •s0^  <  A.*—  A./4,  /e  dirai  que  G  es/  <///  diviseur  de  A 
cV espèce  r  relativement  à  Al5  . ..,  A„  (on  verra  tout  à  l'heure  que 
si  les  \i  sont  réduits  et  si  G  est  maximum,  le  nombre  r  a  un  sens 
indépendant    du    choix  de   A,,  ...,  An  ;  je  dirai  donc  alors  que  r 


(')  Le  raisonnement  qui  établit  l'isoniorphisme  central  de  \'n  à  A,,  dans  le  cas 
ou  aucun  des  \  .  A.'  n'est  abélien  a  déjà  été  employé  par  M.  Schmidt,  qui  achevé 
aul  renient  la  démonstration . 

(2)  Les  considérations  qui  suivent  doivent  remplacer  le  n°  2  de  ma  précédente 
Note.  Dans  la  formule  \,|I\  ;  G  |  ir;  l>A  du  n°  1  de  cette  Noie,  il  faut  évidemment 
mettre D,D,        t-ti+i       »au  lieu  de  H?  Dk. 
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est  Vespèce  absolue  ou  simplement  Vespèce  de  G).  Si,  G  étant 
d'espèce  /•  relativement  à  A,,  ...,  A„,  -loj...r  est  «<  A,  ...  \r, 
G  est  £X|  ...rn"+1  A/.  Si  donc  G  est  maximum  dans  A  et  d'espèce  /• 
relativement  à  A,,  ...,  A.n,  il  est  de  la  forme  BIIJ!M  A,-,  B  étant 
maximum  dans  A( ...  Ar  et  d'espèce  /•. 

Si  G  est  maximum  dans   A,    on    seulement  normal    maximum 
dans   A,  JlV)  ,-J  D^  /fc  est   simple,    sans    quoi,    parmi    les   groupes 
résultant   des    divers    homomorphismcs    entre    »l»j    ,,    cl    -l>;,       , 
(£*.,  05),  il  y  en  aurait  un  >>  G  et  <  A,  et  normal  si  G  est  normal. 
Si  donc  G  est  maximum  et  d'espèce  n  relativement  à  A',,  ..  .,  Aw, 

A/,.../a|  ^it...i\  esL  simple. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  voir  la  formation  des  diviseurs  maxi- 
mums d'un  produit  direct  revient  à  celle  des  diviseurs  maximums 
d'espèce  n  d'un  produit  direct  de  /i(^3)  facteurs,  relativement  à 
ces  facteurs. 

Soit  donc  G  maximum  d'espèce  /?  ^  3  dans  A  =  II"  A,  relative- 
ment aux  facteurs  directs  A,,  ...,  A„.  Alors  D2...n  est  normal 
maximum  dans  A2.  ..A„.  Soient  X  le  constitutif  de  Do...,,  dans  \2 
et  i)î>  son  constitutif  dans  A3. .  .  Aw.  Les  plus  grands  communs  divi- 
seurs respectifs  de  D2...,|  avec  X  et  iil>  sont  D2  et  1):}.../,.  I)j  esl 
normal  maximum  dans  cil>  et  dans  \2]  ' );s...//  est  normal  maximum 
dans  il1,»  et  dans  A;J ...  A„.  Mais,  D2...n  étant  normal  dans  A2. . .  \/,< 
l  est  normal  dans  A2,  et  il!>  dans  A3...A„.  Donc  -\.  =  V»,  et 
llb==  A3. . .  An.  Etcomme  D2...n  est  normal  dans  \2...  \„,  A2|Da 
est  abélien  et  simple,  donc  d'ordre  premier  p.  Les  indices  dési- 
gnés par  i  et  i  étant  arbitraires,   on   voit  de  plus  que   D2,.#/1   esl 

d'espèce  n  —  i    relativement   à    \2 \n\    de    même    Ds...w   est 

d'espèce  n  —  2  dans  V3..  .Aw  relativement  à  \:( \„;ctc 

On  a  d'ailleurs  : 

\,j  1),      sGIDtD,,..,,, 

A,|D,      =  Ds...„|  D,D,...W  a  l>,D,..,|  l>,l>_.IV«...„, 

At|D,     =D,...„|n3I>v...ji       D1DsD3...n|DlDtD3D4...J,J 

Vfl   ,|  D„   1      Dn   ,„|l>„  ,D„      D,..  .h.  ,Dn   ,„|  D,...D 

(  )r,  en  échangeant  //  el  n  —  1 ,  on  aurait  de  même 

A„|  D„       D,...D„   ,!>„   ln|  !>,...  I».       \      ,|  D„   ,. 


6 
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Mais  //  et  //  —  i  sont  deux  indices  quelconques.  Donc,  si  n  _•>, 
les  \/|l)/soni  des  gp  el  fournissenl  les  facteurs  de  composition 
Je  G  |  D(  • .  •  Qh  qui  est  i  na  \i  m  m  m  dans  le  produit  direct  des  gp  Ad  I), 
et  d'espèce  n  relativement  aux  A,-|  I),. 

Supposons  I),  =  .  . .  =  Dn  _|  =  i .  Alors  G  est  un  gpn^i  abélien 
p^ipçipal  du  g  n  A=  A,  ...  \„.  Soient  ai  un  générateur  de  Ai  et 

=  W'^a"'  {/i  ';.*>)    un    ('dément    (juelconque    de    G.    Le  constitutif 
de  G  dans  A2. .  .  A„   étant  A2 . . .  A„,   .r 2 ,  . . . ,  xn  doivent  parcourir 
chacun  tous  les  nombres  mod  p.  Ainsi  à  chaque  système  x->,  ...,#„. 
répond  un  seul  a?,,  el    à   chaque  x{    répondent  les  p'1"'1  systèmes 
x2,  • .  -,  xn  des  exposants  des  éléments  cc\-. . .  a*n  du  ^/)„-!D2.„,(. 

L)//_i/0  d'espèce  i  dans  A„_,A/n  est  de  la  forme  \an_Ka^\ 
(a^omod  p).  En  changeant  au  besoin  an__\  en  a~*l5  tout  élément 
de  !)/,_»  «  sera  de  la  forme  ctn-~ian")  ^/,_»  +  a///  (Haut  =  o  mod  /;. 
Admettons  que,  par  un  changement  du  générateur  ai  de  Di...n 
pour  i  =  n  —  i ,  n  —  2,  .  . .,  /•  +  i ,  on  ait  pu  faire  en  sorte  que 
tout  élément  de  D/...,j  soit  de  la  forme  a]*.  ..a*n"  avec  ^'-Xh  eee  o 
mod/?,  et  soit  ara*'^. . .  a*"  un  élément  de  D,....„.  En  changeant 
au  besoin  ar  en  a"r  avec  la  condition  2"<Xi  =  o  mod  y»,  on  aura 

Dr...re=  Dr+1...nSa;(a?r. .  •  a%n)x,         x  =  o,  ...,/?  —  i, 
ou 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  solutions  xr,...,xn  de 
2*#A==  o  mod  />. 

En  continuant  ainsi,  on  pourra  faire  en  sorte  que  G  =  Sa'*-..aJ"1 
la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  solutions  #,,...,#«  de 
Ï',' .r*  =  o  mod  p. 

En  supposant  maintenant  les  D,  quelconques  et  \i=D/!V/" 
(#  =  0,  ...,/>  —  i),  on  peut  choisir  les  ai  de  manière  que 
G  =  I),  .  . .  D/iSa'1. .  .  a%n,  la  somme  riant  encore  étendue  à  toutes 
les  solutions  xK ,  . .  .,  xn  de  -','  //*■  =  o  mod  p  ( !  ). 

On  voit  qu1 un  groupe  d 'espèce  n  relativement  àAn  ...,  V*, 
pour  /t  ').  eZ  maximum  dans  A,  es/  normal  dans  A  e£  d'indice 
premier. 


(')  L'exemple  donné  par  M.  Remak  {Bulletin  de  la  Soc.  math.,  t.  XLI,  191^1 

p.   161,  en  note)  est   nu    cas  particulier   de  la    théorie   précédente. 
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Il  est  clair  que,  pour  n  =  2  comme  pour  n  >>  a,  un  diviseur 
normal  maximum  de  A  d'espèce  2  relativement  à  A,,  A2  a  un  indice 
premier,  puisque  cet  indice  est  de  Tordre  de  A,  j  D,  =  V2|  D2.  Mais, 
pour  n  =  2,  un  diviseur  de  A  peut  être  maximum  et  d'espèce  2 
sans  être  normal.  On  le  voit  en  prenant,  par  exemple,  pour  A/=  Sa, 
(1  =  1 ,  2)  le  groupe  de  substitutions  (xlk^  SaM&j^)  (/»",  1  =  i,.-.,  v) 
de  déterminant  1  dans  un  champ  de  Galois  (d'ordre  suffisamment 
élevé),  pour  D/ le  central  de  A,,  et  pour  G  le  groupe  D21Yj,<72, 
a2  étant  formée  avec  les  x-  comme  aK  avec  les  xK . 

Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  que  tout  diviseur  maximum  d'un 
produit  direct  A  dont  l'espèce  relativement  aux  facteurs 
directs  de  A  est  >>  2  est  normal  dans  \  . 

On  remarquera  qu'un  groupe  d'espèce  n  relativement  à  A,,  . ..,  Afl 
n'est  pas  nécessairement  maximum  dans  A.  On  le  voit  de  suite 
en  considérant  les  différents  homomorphismes  qu'on  peut  établir 
entre  A, ■.. . .  A/r  et  A,-  .  . .  A,n  (£*.,  65).  Soit,  par  exemple,  n  =  2 
et  A,  =  1 12,  ia3  I,  Aa=  |  45,  456  |.  PourD,  =  j  123  J,D2=  [456  |, 
G  est  un  g,8  G,  d'indice  2  dans  A  et  par  suite  maximum.  Pour 
D,  =  D2=.i,  G  est  un  ^fiG2<  G,.  G,  et  G2  sont  d'espèce  2  rela- 
tivement à  A,  et  \2.  De  plus  G2  n'est  pas  normal  dans  A. 

Supposons  rc>2.  Soient  A;  un  g.,,  ( '  p  premier)  abélien  prin- 
cipal de  générateurs  a/,  a'n  et  V  le  g»n-\  formé  des  ûrj*...aj", 
où  2"#j  =  o  mod/?.  Il  est  clair  que  )\\  a\. .  .a'n\  est  d'espèce  // 
s;j ns  être  maximum. 
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DÉMONSTRATION  NOUVELLE  D'UN  THÉORÈME  FONDAMENTAL 
SUR  LES  SUITES  DE  FONCTIONS  MONOGÈNES; 

Par  M.  Ernst   Lindelof. 


1.  Il  s'agit  du  théorème  suivant,  dont  l'origine  remonte  à 
"Weierstrass  (')  et  qui,  sous  sa  forme  définitive  présentée  ci- 
dessous,  a  été  établi  d'abord  par  M.  Vitali  (2): 

Considérons  une  suite  indéfinie  de  fonctions  monogènes 

qui  vérifient  les  trois  conditions  suivantes  : 

a.  Elles  sont  toutes  holomorphes  à  V intérieur  d'un  certain 
domaine  connexe  T. 

h.  Elles  sont  bornées  dans  leur  ensemble  dans  tout  domaine 
fini  T',  intérieur  au  domaine  T  et  n  ayant  aucun  point 
commun  avec  son  contour;  en  d'autres  ter /nés.  à  chaque 
domaine  donné  T'  jouissant  de  celte  propriété  correspond  un 
nombre  positif  Q' ,  tel  quon  ait  à  Vintérieur  et  sur  h1  contour 
du  domaine  T' 

|/»(«) |<G'       (/i  =  i,  ■>..:;,  ...). 

c.   La  suite  (1)  coenvrge  vers  une  limite  déterminée,  n> 

sat renient  finie,  en  chat/ut'  point  (T un  certain  ensemble  infini 
de  points  E,  faisant  partie  du  domaine  don  né 'Y  t't  admettant 
au  moins  un  point   limite  .r0  situé  à   l'intérieur  de  ce  domaine. 

Dans  ces  conditions  on  peut  affirmer  que,  à  Vintérieur  du 
domaine  T,  les  fonctions  (1)  tendent  vers  une  fonction  mono- 
gène l'i  v),  holomorp/ie  dans  ce  même  domaine,  t't  que  les 
dérivées  <l  un  ordre  quelconque  p  des  fonctions  1  1  ent 

Vers  la   dérivée  correspondante  l'"l/'\./)    de    la  fonction    I      I 

(')  Abhandlungen  aus  déf  Functionenlehre,  p.  <<-   toi. 

(')  Annali  di  \fatematica  pura  ed  applicata,  I  série,  1.  V  1  .|.  p. 

XLI.  1  I 
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De  plus,  les  égalités 

(2)     lim/n(ar)  =  F(07),         lim/u>>(#)  =  F^(a?)        (/>  =  i,2,  ...) 

n  =.  oo  n  ■=.  oo 

auront  lieu  uniformément  dans  tout  domaine  tel  que  T'. 

2.  Pour  la  démonstration,  nous  choisirons  d'abord  comme 
domaine  T'  un  cercle  G'  de  centre  x0  dont  tous  les  points  soient 
intérieurs  au  domaine  donné  T.  Soit  G  un  cercle  de  même  centre 
que  G',  mais  de  plus  grand  rayon,  qui  est  également  tout  entier 
compris  à  l'intérieur  de  T.  Nous  désignerons  par  R  et  IV  (<  R) 
les  rayons  des  cercles  G  et  G'. 

En  vertu  de  l'hypothèse  a,  les  fonctions  (i)  sont  dévelop- 
pahles  en  séries 

fn{x)  =  a™  ■+■  a['l)(x  —  a?0)  +•  •  •+  «W  -  ^o)v  +  .  •  • 

qui  convergent  dans  le  cercle  G  et  sur  sa  circonférence.  Comme 
d'autre  part,  d'après  l'hypothèse  6,  les  modules  |///(#)|  sont 
tous  inférieurs  à  une  certaine  constante  G  sur  la  circonférence  G, 
le  théorème  bien  connu  de  Gauchy  nous  donne  pour  les  coeffi- 
cients de  ces  séries  les  inégalités 

(3)   |<m<g,   KM<§>    •••>    K°l<-^>    •••    (71  =  1,2, ...). 

Gela  posé,  nous  allons  d'abord  faire  voir  que  les  constantes 
fl(")(n=i,2,  ...)  tendent  vers  une  limite  déterminée.  A  cet 
eifet,  nous  partons  de  l'égalité 

oo 

v  =  i 
et  nous  en  lirons 

00 

|  aC/H-P>_  a™\<\fn+P(x)  -/»<*)  1+2  '  ^'l+P)-  «iM,)(*-*o)v|, 


v  =  l 


inégalité  qui  est  valable  pour  \x  —  x0\  <R,  n  et  pétant  des  entiers 
positifs  quelconques.  Or  on  a,  d'après  (3), 


K«/'+"'-<",)l<2§> 
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d'où  il  suit,  pour  |  x  —  x0 1  <<  R, 


2  |(aV+»-al">)(*-* ,)v|S  ^3^|  ' 

V  =  l 

et  l'inégalité  précédente  peut  donc  s'écrire 

(4)  | <""- «8»>  1  é I /«+,(*) -/,(«) |  +  r ^'^1  ^'i  » 

résultat  qui  reste  valable  pour  |  x  —  x0\  <<  R,  quels  que  soient  les 
entiers  positifs  n  et/?. 

Soit  maintenant  e  un  nombre  positif  fixe,  aussi  petit  qu'on 
voudra.  On  pourra  choisir  d'abord  un  nombre  positif  A(<R) 
tel  que 

1  G\x  —  Xg\  £ 

<  -  des  que  |  x  —  xQ  |  <  A, 


R  —  \x  —  x0  |      ^2 


puis,  en  vertu  de  l'hypothèse  c,  on  pourra  trouver  une  valeur  x' 
lelle  que  |  x'  —  xu  |  <  A  et  que  la  suite  (1)  converge  pour  x  =  x  . 
ce  qui  implique  l'existence  d'un  entier  positif  n0  tel  qu'on  ait 

\fn+p{x')  —  fu{x')\  <  -  pour  n>  n0,  p>  o. 

En  faisant  dans  (4)  x  =  xf,  nous  pouvons  donc  en  conclure 
|  a[fl+{J)  —  a(0H)  |  <  e  dès  que  n  >  n0,  p  "    0. 

Mais  cela  signifie  que  les  constantes  aj,)(n  =  i,  2,  ...,)   tendenl 

bien  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  comme    nous   l'avions 

avancé.   En  désignant  cette  limite   par  c0   on   aura   d'ailleurs,  en 

vertu  de  (3), 

|c,|£G. 

3.   Ce  point  établi,  nous  allons  considérer  les  fonctions 
(5)    yn(g)=  fn{lx)Za^)  =^n)H-air>(g~^)H  ...        (n  =  i,a 

[.27  —  Xo 

(  >n  constate  immédiatement  qu'elles  jouissant  pour  la:  —  x9\'.  R 
des  Mois  propriétés  a,  A  el  c.  Biles  sont  en  effet  holomorphes 
pour  ces  valeurs  de  ./•  ;  d'autre  pari.  on  a  pour  la;  —  ./•<,  |  -     li 

,,„,,„  i/..^i.i.»."i,i|i    („  =  ,.. , 
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elv  (I  après  un  théorème  bien  connu,  ces  mêmes  inégalités  subsis- 
te ni  .iiissi  pour  \x —  x0\  <<  II,  de  sorte  que  les  fonctions  (5)  sont 
bien  bornées  dans  leur  ensemble  dans  le  cercle  G;  enfin,  puisque 
lim«(0/ï)=  c0,  les  fondions  (5)  tendent  vers  une  limite  déterminée 
en  chaque  point  de  l'ensemble  E  distinct  du  point  x0. 

Nous  pouvons  donc  appliquer  le  raisonnement  du  n°2  aussi  aux 
fonctions  (5),  et  nous  en  concluons  que  les  constantes 

<>       (71  =  1,   2,    ...) 

convergent  \ers  une  limite  finie  et  déterminée  c,,  qui,  d'après  (3), 
vérifie  nécessairement  la  condition 

l      i     G 


En  considérant  les  fonctions 

{x —  x0)* 


=  a^+  ai»î  (ot—Xq)  + 


on  conclut  de  même  que  les  constantes  a{"] (n  =  1,2,...)  admet- 

Q 

tent  une  limite  déterminée  c2  de  module  =  -pp  et,   en  sappuyant 

sur  le  principe  d'induction  complète,  on  arrive  ainsi  à  démontrer 
qu'on  a  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  v 

(6)  lim  a{yn)  =  cv, 


cv  étant  une  constante  finie  assujettie  à  l'inégalité 

(7)  lCvl^- 

I.    Les  inégalités  (-)  nous  montrent  que  la  série 

'  8  I  F(#)  =  c0-h  ci(x  —  .r0)  -+-  c2(.r  —  ^0)2-h.  .  . 

(léfinii  une  fonction  monogène  V(x)  qui  est  certainement  holo- 
morphe  pour|# —  #0|<Ml,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  du  cercle  G. 
D'autre  part,  non-  pouvons  conclure  des  résultats  (3),  (6)  et  (7)  que 
la  différence fn  |  x) —  F(.r)  tend  uniformément  vers  zéro  dans  Je 
cercle  G'  lorsque  //  augmente  indéfiniment.  Ecrivons  en  effet  celte 
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différence  sous  la  forme 
k— i 


v  =  o 


v  =  A 


On  a  d'après  (3)  et  (7),  quels  que  soient  v  et  //., 

|a^-cv|<|an  +  |cv 
et  dans  le  cercle  G  on  aura  donc 


2G 

H' 


2  {a\;i)—  cv)(x-x0  y 


v  =  A 


R' 


•2'2G  (t. 


v  =  A 


~R 


Puisque  ^-  <<  1 ,  il  est  dès   lors  possible  de  choisir  l'entier  k  assez 

grand  pour  que   la   somme  considérée  soit  inférieure   en  valeur 

absolue  à  ->  quel  que  soit  n.  D'autre  part,  d'après  la  somme 

finie 


k-i 


J^W*- *)(*-**? 


v  =  o 


tend   uniformément  vers  zéro  dans   tout  domaine  fini   lorsque  // 

augmente  indéfiniment,  et  son  module  est  donc  inférieur  à  -  dans 

le  cercle  G'  dès  que  n  est  supérieur  à  un  certain   entier  n0.    En 
somme,  on  aura  donc  dans  le  cercle  (/ 

|/n(ar)  — F(a?)|  <e         dès  . [ue         n>n0i 

ce  qui  montre  que  la  différence  fa(&)  —  F(#)  tend  uniformément 
vers  zéro  dans  ce  cercle. 
En  partant  de  L'égalité 

■0 
/«/"(.. r)  —  F<P>(a?)  =y  v(v-i).  ..(v— />-hi  -cv)(ar  — a?0)v    ■"• 


on  conclut  de  même,  par  un  raisonnement  de  toul  point  analogue 
à  celui  qui  précède,  que  la  différence 
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quel  que  soit  />,  tond  uniforme  nient   vers  zéro  dans  le  cercle  C 
lorsque  //  augmente  indéfiniment. 

Nous  avons  donc  démontré  qiie  les  égalités  (2)  ont  lieu  unifor- 


mément dans  le  cercle  G'  de  centre  x0. 


,").  Prenons  maintenant  à  l'intérieur  de  C'  un  point  quel- 
conque x^  et  de  ce  point  comme  centre  construisons  un  cercle  G', 
dont  tous  les  points  soient  intérieurs  au  domaine  donné  T.  La 
démonstration  qui  précède  nous  permet  de  conclure  que,  dans  ce 
cercle  G',,  /«(#)  tcnd  uniformément  vers  F,  (a?)  et  f(np)(x) 
vers  F\p)(x)  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  F|(a?)  étant  une 
certaine  fonction  monogène  qui  est  holomorphe  dans  le  cercle  en 
question.  Les  valeurs  de  F{(x)  devant  coïncider  avec  celles 
de  F(x)  dans  Taire  commune  aux  cercles  G'  et  G,,  on  voit 
d'ailleurs  que  l'une  de  ces  fonctions  constitue  le  prolongement 
analytique  de  l'autre. 

En  poursuivant  ce  procédé  et  en  s'appuyant  sur  les  définitions 
mêmes  du  domaine  connexe  et  de  la  fonction  monogène  données 
par  Weierstrass,  on  arrive  à  cette  conclusion  que  la  fonction 
monogène  F(x),  définie  par  la  série  (8),  est  holomorphe  à  l'inté- 
rieur du  domaine  donné  T,  et  que,  d'autre  part,  les  égalités  (2) 
ont  lieu  uniformément  dans  un  cercle  quelconque  dont  tous  les 
points  soient  intérieurs  à  ce  domaine.  Et  puisque  chaque  domaine 
fini  T',  qui  est  intérieur  au  domaine  T  et  n'a  aucun  point  commun 
avec  son  contour,  peut  être  couvert  tout  entier  par  un  nombre 
fini  de  tels  cercles,  il  s'ensuit  bien  que  les  égalités  (2)  ont  lieu 
uniformément  dans  tout  domaine  jouissant  de  cette  propriété. 

c.  q.  F.  n. 

G.  Du  théorème  démontré  ci-dessus  on  peut  tirer  aisément 
cette  autre  proposition  : 

Etant  donnée  une  suite  infinie  de  fonctions  monogènes 

(9)  /l(*)>      /2O),       •••>      fui*),       ... 

qui  sont  holomorphes  dans  un  certain  domaine  connexe  T  et 
bornées  dans  leur  ensemble  dans  chaque  domaine  Jinil' , 
intérieur  au  domaine  T  et  n'ayant  aucun  point  commun  arec 
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son  contour,  on  peut  toujours  de  celte  suite  en  extraire  une 
autre  qui,  à  V intérieur  de  T,  converge  vers  une  fonction 
monogène  holomorpke,  et  cela  uniformément  dans  tout 
domaine  tel  que  T\ 

Fixons  en  effet  à  l'intérieur  de  T  un  point  quelconque  x0,  et 
choisissons  d'autre  part,  suivant  une  loi  quelconque,  une  suite 
infinie  de  points 

(10)  xu     x.2,      . ..,     a?v,      ... 

intérieurs  à  T  et  ayant  x0  comme  point  limite. 

Nous  allons  considérer  d'abord  la  suite  des  valeurs 

(il)  /1O1),     fi(x\),      •-.,     /n(#l),      ••• 

que  prennent  les  fonctions  (9)  au  point  xK.  Cette  suite  admet  une 
ou  plusieurs  valeurs  limites,  dont  l'ensemble  est  nécessairement 
fermé.  De  ces  valeurs  limites,  nous  en  choisirons  une  bien  déter- 
minée, par  exemple  la  plus  petite,  w;  puis  nous  chercherons  dans 
la  suite  (11)  le  premier  nombre,  soit  fPXxi  )i  (li]l  vérifie  la  condi- 
tion \fpt(xi)  —  w  I  <C  "S  ensuite,  parmi  les  nombres  qui  suivent 
fPi{x\  )i  n0l,s  choisirons  le  premier,  soit  fp.,(r*  )>  CIU'  vériBe  la 
condition  \fPi(xi)  —  (0  |  <C  —  »  et  ainsi  de  suite.  Nous  arrivons 
ainsi  à  extraire  de  la  suite  donnée  (9)  une  autre  suite  bien  déter- 
minée 

qui  tende  vers  la  limite  a>  pour  x  =  X\ . 

La  fonction  fp  (x)  sera  la  première  fonction  de  la  suite 
cherchée. 

Considérons  maintenant  les  valeurs  que  prennent   les  fonctions 

(13)  fpi(x),     /,,.,.  r),      ... 

\x)\\r  x  =  x2.  En  suivant  exactement  les  mêmes  principes  que  ci- 
dessus,  on  arrive  à  extraire  de  La  suite  (i3  |  une  autre 

/7,(.r),     /,/J.r),      ... 

qui  tende  vers  une  Limite  déterminée  aussi  pour  .*■-./_..  Nous 
choisirons  fq  (x)  comme  La  deuxième  fonction  de  la  suite  cherchée, 
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puis  nous  considérerons  les  valeurs  que  prennent  les  fonctions 

pour  x  =  x<s. 

En  continuant  de  La  sorte  cl  suivant  toujours  les  mêmes  prin- 
cipes,  on  arrive  ainsi  à  une  suile  parfaitement  déterminée  de 

fond  iuii>, 

extraite  de  la  suite  donnée  (9)  et  qui  tend  vers  une  limite 
déterminée  en  chacun  des  points  (10).  Mais,  en  vertu  du  théorème 
établi  plus  haut,  on  peut  alors  affirmer  que  celte  suite  (i4) 
cooverge  vers  une  fonction  bolomorphe  dans  le  domaine  donné T, 
et  cela  uniformément  dans  tout  domaine  intérieur  tel  (pie  T'.  La 
proposition  est  donc  démontrée. 

Jusqu'à  présent,  on  a  toujours  commencé  par  établir  le  théo- 
rème du  n"  (3,  puis  on  en  a  déduit,  par  voie  indirecte,  le  théorème 
du  11"  1.  Il  nous  semble  que  la  marche  que  nous  avons  suivie  ci- 
dessus  est  plus  simple  et  plus  naturelle  (  '  ). 


SUR  LES  INVOLUTIONS 
APPARTENANT  A  UNE  SURFACE  DE  GENRES  Pa  -pg  =  0,  P6=i; 

Par   M.   Lucien  Godeaux. 


Il  y  a  quelques  années,  MM.  Enriques  et  Severi  d'une  part  (2), 
MM.  Bagnera  et  De  Franchis  d'autre  part  (:J),  ont  montré  que  les 


(')  Pour  les  démonstrations  données  antérieurement  et  pour  la  bibliographie, 
voir  surtout  : 

P.  MoNii  1.,  Leçons  sur  les  séries  de  polynômes  à  une  variable  complexe, 
p.  20  î6; 

C.  Carathéodort  et  E.  Landau,  Bèitràge  sùf  Konvergenz  von  Funktionen- 
folgen  {Sitçungsberichte  der  KÔn.  Preussischen  Akademie  der  IVissen- 
scha/ten,  Bd.  XXVI,  ign,  p.  Ô87  ~><p). 

(3)  Mémoire  sur  les  surfaces  hyperelliptiqu.es  (Acla  Malhematica,  t.  \\\I1 
el  XXXIII,  1909)  (  Prix  Bordin,  1908). 

le   superficie   algebriche    le  quali  ammettono    una    rappresentazione 
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involutions  de  genres  pa  =  P4=  i  existant  sur  une  surface  de 
Jacobi  ou  de  Picard  (pa  =  —  i ,  pg  =  P4  =  i)  ont  l'ordre  égal  à 
2a313  (a^3,  p£  i),  complétant  ainsi  les  belles  recherches  de 
MM.  Picard,  Humbert  et  Traynard  sur  les  surfaces  hyper- 
elliptiques.  En  m'appuyant  sur  un  théorème  de  M.  Enriques, 
d'après  lequel  une  involution  de  genres  pa  =  P4  =  i ,  existant  sur 
une  surface  de  genres  pa  =  P<  =  i ,  est  cyclique  ou  composée  avec 
une  involution  cyclique,  j'ai  démontré  récemment  que  l'ordre 
d'une  pareille  involulion  ne  peut  avoir  comme  facteurs  premiers 
que  2  et  3  (').  J'ai  remarqué  depuis  qu'un  résultat  analogue  pouvait 
s'obtenir  pour  les  involutions  de  genres  pa  =  Pg=  °>  Po=1  es- 
tant sur  une  surface  de  mêmes  genres  pa  =  pa=  o,  Pc=  i .  C'est 
ce  que  je  me  propose  d'exposer  ici. 

Au  moven  d'un  raisonnement  déjà  employé  une  première  fois 
par  MM.  Enriques  et  Severi  (-),  une  seconde  lois  par  M.  En- 
riques (3),  j'établirai  tout  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Théorème  L  —  Etant  donnée  sur  une  surface  algébrique  une 

involution  ln,  d'ordre  n,  n'ayant  qu'un  nombre  fini  de  points 
de  coïncidence,  s' il  est  possible  de  trouver  sur  cette  surface  un 
système  complet  \  G},  simple,  dépourvu  de  points-bases,  tel  que 
les  courbes,  transformées  des  C  au  moyen  de  la  correspondance 
(n  —  i ,  n —  i)  définie  par  I„,  appartiennent  à  un  système  con- 
tinu de  dimension  supérieure  éi  celle  de  [CJ,  Vinvolution  \n  est 
cyclique  ou  composée  avec  une  involution  cyclique. 

J'applique  ensuite  ce  théorème  aux  Involutions  appartenant  à 
une  surface  de  genres  p(l  =  p„^=  o,  Pet=  i,  en  laissant  de  cAlé  les 
involutions  rationnelles.  En  profitant  des  recherches  de  M .  Enriques 

sur  ces  surfaces  ('' ),  j'établis  que  : 

Théorème  IL  —  Une  involution  de  genres  p„  =pg=  o,  l\;  =  i , 

parametrica    mediante  funzioni  iperellittiche   <li  duc  argomenti  {Memorie 
delta  Società  italiana  (telle  Scienze,    >    série,  i.  W.   1908). 

(')  Sur  les  involutions  de  genres  un  existant  sur  une  surface  de  genres  un. 
{liiill.de  l'Acad.  ll.de  Belgique,  1913). 

(,J)  Loc.  cit.,  1.  XXXII,  p.  333  et  suh 

(3)  Suite  trasformazioni  razionaii  délie  superficie  di  génère  un>>  \  Rend 
/>'.   iccad.  di  Bologna,  mari  1910  ). 

(')  Sopra  le  superficie  al  g  eb  riche  di  bigenere  una  I  Memorie  délia  Società 
italiana  délie  Scienze  [detla  dei  XL],  '■    série,  t.  \i\.  1906). 
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existant    sur    une    surface     de    genres    pa=p„  =  o,  l>,i=  i, 
est  cyclique  ou  composée  avec  une  involution  cyclique. 

Considérant  le  cas  particulier  où  l'ordre  d'une  pareille  involu- 
tion  est  un  nombre  premier  p,  j'établis  que  p  ■=.  x  ou  y>  =  3. 
Par  suite  : 

Théorème  III.  —  U ordre  d'une  involution  de  genres 
pa  =  pir=o,  P6=i,  existant  sur  une  sur/ace  de  mêmes 
genres pa=pg=  o,  Pfi=:  i,  n'admet  comme  facteurs  premiers 
que  i  et  3. 

J'établis  ensuite  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  IV.  —  Si  sur  une  surface  de  genres  pa  =  Pg  =  o, 
P0  =  i ,  il  existe  une  involution  d'ordre  i  et  de  mêmes  genres, 
on  peut  prendre  comme  surface  représentative  de  cette  involu- 
tion une  surface  du  sixième  ordre  passant  doublement  par- 
les arêtes  d'un  tétraèdre  et  possédant,  en  outre,  quatre  points 
doubles  coniques. 

Théorème  V.  —  Si  sur  une  surface  de  genres  pa=p„=:  o, 
P0=i?  il  existe  une  involution  d'ordre  3  et  de  mêmes  genres, 
on  peut  prendre  comme  surface  représentative  de  V involution 
une  suif  ace  du  sixième  ordre  passant  doublement  par  les  arêtes 
d'un  tétraèdre  et  possédant,  en  outre,  trois  points  doubles 
biplanaires   ordinaires. 

1.  Soit,  sur  une  surface  algébrique  F,  une  involution  \n, 
d'ordre  n,  ne  possédant  qu'un  nombre  fini  (  =  o)  de  points  de  coïn- 
cidence.  Cette  involution  I„  détermine,  entre  les  points  de  la  sur- 
face F,  une  correspondance  (n  —  \ ,  n  —  i). 

Supposons  que,  sur  la  surface  F,  ii  soit  possible  de  trouver  un 
système  complet  jGj,  simple,  dépourvu  de  points-bases,  tel  que 
les  courbes  K,  qui  correspondent  aux  courbes  C  dans  la  corres- 
pondance (n  —  i ,  /?  —  i)  définie  par  \n,  appartiennent  à  un  système 
continu  complet  jKj,  de  dimension  supérieure  à  celle  de  {  G  j. 
Nous  allons  montrer  que,  dans  ces  conditions,  supposer  que  les 
courbes  K  sonl  irréductibles  conduit  ;t  une  absurdité. 

Considérons  une  courbe  K,  du  système  jKj  qui   ne  soit  pas  la 
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conjuguée  d'une  G  au  moyen  de  ln  [c'est-à-dire  de  la  transforma- 
tion (n  —  i ,  n  —  i)  définie  par  ln  ].  Soit  L  la  courbe  qui  correspond 
à  K,  au  moyen  del^.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  qu'un  groupe 
de  lu  appartenant  à  la  courbe  composée  K<  -f-  L  ait  exactement  k 
de  ses  points  sur  K, .  On  a  certainement  k  <<  n  —  i ,  sans  quoi  la 
courbe  L  appartiendrait  au  système  \  CJ,  alors  qu'on  a  supposé  le 
contraire.  La  courbe  L  sera  d'ailleurs  généralement  irréduc- 
tible. 

Faisons  varier  la  courbe  K,  d'une  manière  continue  dans  le  sys- 
tème JKJ.  Lorsque  K,  coïncidera  avec  une  courbe  Kconjuguée 
d'une  G  au  moyen  de  I/i5  la  courbe  !..  se  décomposera,  elle  se 
réduira  précisément  à  la  courbe  (n  —  ^)K  +  C.  Mais,  d'après  une 
observation  faite  par  MM.  Enriques  et  Severi  ('),  une  pareille 
réduction  de  la  courbe  L  n'est  possible  que  si  la  courbe  G  contient 
les  points  de  coïncidence  de  1^.  Or,  cela  n'a  pas  lieu,  en  général, 
puisque  le  système  jGj  est  dépourvu  de  points-bases  et  que  \u  n  a 
qu'un  nombre  fini  de  points  de  coïncidences.  L'absurdité  à  laquelle 
nous  sommes  parvenus  prouve  que  la  courbe  K  est  réductible 
quelle  que  soit  la  courbe  G  choisie. 

Si  les  courbes  K  ne  sont  pas  réductibles  en  n  —  i  courbes,  on 
recommencera  le  raisonnement  précédent  sur  chaque  partie  de 
courbe  K  sur  laquelle  se  trouvent  plusieurs  points  d'un  même 
groupe  de  ln,  et  l'on  parviendra  de   même  à  une  absurdité. 

Il  s'ensuit  que  les  courbes  K.  sont  réductibles  en  n  —  i  courbes. 
Par  suite,  l'involution  l„  est  cyclique  ou  composée  avec1  une  invo- 
lution  cyclique. 

2.  Supposons  que  la  surface  F  et  L'involution  \n  soient  tonte» 
<len\  de  genres  pa  =  Pg  =  o,  Pc  =  i.  Nous  allons  déduire  du  théo- 
rème I  qui  vient  d'être  établi  que  dans  ce  cas,  \„  est  cyclique  ou 
composée  avec  une  involulion  cvcbque;  mais,  auparavant,  nous 
rappellerons  brièvement  Les  principales  propriétés  d  une  surface 
<le  genres  />n  =  Pg  =  o,  Pe=i,  propriétés  établies  par  M.  En- 
riques ('-). 

(')  Loc.  ci/.,  t.  XXXII,  p.  335. 

(:)  Sopra  le  super/icie  di bigenere  uno  {loc.  cit.).  I  oir  .ms-^i  le  Mémoire  de 
M.  Fano  :  Superficie  algebriche  di  génère  zéro  e  bigenere  uno,  c  tore  cati  parti- 
colari  {Rend,  cire,  ftfatem.,  t.  XXIX,  Palermo,  r9io). 
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Une  surface  de  genres  pn  =  f)„=  o,  V6  =  i  est  dépourvue  de 
courbes  (ai —  t)-cano  niques,  elle  possède  les  courbes  2£-cano- 
uiques  d'ordre  zéro.  On  a  donc  pour  une  telle  surface 

Pr=s  p,=  p8=...=  ps/+I  =  o,      p2=  p4=  p6=..;=  P«=J 

et,  de  plus,  pa=  o,  />(,)  =  i .  Un  système  linéaire  complet  I  C|,  de 
genre  tt  >>  i ,  a  le  degré  2tt  —  2  et  la  dimension  tî  —  1 .  Il  admet  un 
système  adjoint  |  G' |  de  mêmes  caractères.  On  a  2C=2C.  Si  le 
système  est  irréductible,  il  n'admet  des  points-bases  que  si  ses 
courbes  sont  hyperellipliques,  et  alors  ces  points-bases  sont 
simples  et  au  nombre  de  deux.  Il  existe  toujours  un  système  linéaire 
de  genre  4?  de  courbes  non  hyperellipliques,  de  sorte  que  l'on 
peut  prendre  comme  modèle  projectif  d'une  surface  de  genres 
j)„  — ^=0,  Po=i  une  surface  d'ordre  6  de  S3  passant  double- 
ment par  les  arêtes  d'un  tétraèdre  (  '  ). 

Revenons  à  l'involution  ln  donnée  sur  F.  Soit  4>  une  surface 
représentative  de  l'involution,  c'est-à-dire  une  surface  en  corres- 
pondance (i,/i)  avec  F,  les  n  points  correspondant  à  un  même 
point  de  <I>  formant  un  groupe  de  \n. 

Pour  appliquer  le  théorème  I  au  cas  actuel,  le  premier  point  à 
établir  est  que  cette  involution  ne  possède  qu'un  nombre  fini  de 
coïncidences.  Supposons  qu'elle  puisse  en  avoir  une  infinité,  for- 
mant une  courbe  D.  D'après  un  théorème  de  M.  Enriques  (2),  la 
transformée  d'une  courbe  bicanonique  de  <E>  (qui  est  d'ordre 
zéro),  augmentée  de  2D,  donne  une  courbe  bicanonique  de  F. 
Si  D  existe,  F  aurait  une  courbe  bicanonique  d'ordre  non  nul,  ce 
qui  est  impossible.  Donc,  l'involution  \n  a  au  plus  un  nombre  fini 
de  points  de  coïncidence. 

Le  second  point  à  établir   est   l'existence  sur  F  d'un   système 


(')  Nous  ne  rappelons  ici  que  les  propriétés  qui  nous  sont  nécessaires  pour  la 
suite,  1  ar  l'analvse  des  surfaces  de  genres  pa  =  Pg  —  °«  f%  =  '  a  été  poussée  trèi 
loin  par  M.  Banques.  Ce  géomètre  a  notamment  attiré  l'attention  sur  les  trans- 
formations birationnelles  non  périodiques  de  la  surface  en  elle-même.  Notons 
encore  ce  théorème  de  M.  Pano,  d'après  lequel  le  lieu  des  droites  de  S3  apparte- 
nant à  ao1  quadriques  d'un  réseau  sans  points-bases,  est  une  congruenee  d'onli 
de  classe  -,  et  de  genres  pa  =  p   =  o,  P6=i. 

(■)  Ricerche  di   Geometria   sut  le  superficie  algebricke  (Memorie  délia  M* 
Accad.   di  7'orino,  '20  série,  t.  AL IV,  i8(j3). 
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complet,  simple  et  sans  points-bases,  dont  la  dimension  soit  infé- 
rieure à  celle  du  système  complet  auquel  appartiennent  (comme 
courbes  totales)  les  Iransformées  au  moyen  de  \n  des  courbes  du 
premier  système.  Il  est  facile  devoir  que  tout  système  simple  de 
courbes  non  hyperelliptiques  satisfait  à  ces  conditions.  Soit,  en  effet, 
un  système  complet  (donc  linéaire)  |C|,  simple,  de  courbes  non 
hyperelliptiques,  de  genre  ts>2.  Ce  système  esl  clone  dépourvu 
de  points-bases.  Indiquons  par  R  les  courbes  transformées  des  C 
au  moyen  de  I„,  par  ç  le  genre  de  ces  courbes.  Entre  une  C  et 
la  K.  correspondante,  on  a  une  correspondance  (  i . /> — £i);  la  for- 
mule de  Zeuthen  donne 

6  — i£»(*-i). 

Considérons  le  système  complet  j  K  j.  Ce  système  ne  sera,  en 
général,  pas  linéaire,  parce  que  les  courbes  K  pourront  avoir  des 
points  multiples  variables.  Les  courbes  de  \  K  j  infiniment  voisines 
d'une  K  générique,  découpent  sur  celle-ci  la  série  caractéristique 
complète  (').  Or,  cette  série  caractéristique  est  d'ordre  2ç  —  a  el 
de  dimension  ç —  2.  Par  suite,  le  système  j  K  J  a  au  moins  la 
dimension  £  —  1  et  celle-ci  est  supérieure  à  la  dimension  « — 1 
de  |  C  |,  car  n^>  \ . 

Le  théorème  I  est  donc  applicable  au  cas  actuel  et  I  'involution  I„ 
est  cyclique  ou  composée  avec  une  involution  cyclique.  Le  théo- 
rème II  se  trouve  donc  établi. 

3.  Nous  allons  faire  voir  que,  pour  démontrer  le  théorème  III. 
c'est-à-dire  que  pour  démontrer  que  l'ordre  n  de  \u  n'admet 
comme  facteurs  premiers  que  2  et  ■  >.  il  suffi!  de  prouver  que  si 
l'on  a  une  involution  \  p  d'ordre  premier  pet  de  genres  pa  /'.  o, 
P0=i  sur  une  surface  également  de  genres  />„  pgz=zot 
VQ=  1,  p  est  égal  à  a  ou  3. 

Posons  n  =j>ip.2...  /;a,  les  nombres  p% .  p^ p«  étant  pre- 
miers.   Supposons  que  l'invollltion  \„  est  composée  u\ee  une  m\<> 

lu  don  cyclique  Ir,  où  r  p\P±  •••  Pp($  x).  Soil  (l>,  une  surface 
représentative  de  l'involution  I,.  E&ntre  <&a  et  F  <m  ■  une  correa 

(')  Enriquks,  Su/la  propriété  caratteristica  <!<ll<-  superficie atgebriche i 
ari(Bend.  />'.    iccad.  di  Bologna,  décembre  1  •  1  «  »  1  >  - 
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pondance  (1 , /•)  cl  entre*  él  $p  une  correspondance  (i,/?p+i  ...  />«)• 
On  en  conclut  (jue  la  surface  <I>p  aies  genres  pa  =  p„=  o,  P6=i, 
car  L'irrégularité,  le  genre  géométrique  et  les  plurigenres  d'une 
surface  sont  respectivement  supérieurs  ou  égaux  à  l'irrégularité, 
au  genre  géométrique  et  au*  plurigenres  d'une  involution  donnée 
sur  cette  surface. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  il  existe  sur  F  une  transformation 
birationnelie  T,  de  période  /-,  qui  engendre  Ir.  La  transforma- 
tion T/'p  engendre  une  involution  d'ordre  p<.../?ft_i,  car  on  a 
(TPp)Pf'Pp-t  =  Tr=  i.  Soit  *p_(  une  surface  qui  représente 
cette  involution.  Entre  (ï)[3_1  et  F,  on  a  une  correspondance 
(i,/>,  .../>p_i)et  entre  <I>p  et  $p_1  une  correspondance  (i,/^). 
*l>p_,  est  donc  de  genres  pa  =  Pg  —  °i  ^6=  *•  En  considérant  l'in- 
volulion  d'ordre  />,  ...  /?p_2  engendrée  par  TP/-iP/>,  on  trouverait 
une  surface  $p_2  de  genres  />a  =  pg  =  o,  P6=  i  en  correspondance 
(i,/>i  •••  Pp-2)  avec  F,  (i,/>p~<),  avec  $p_i«  En  continuant  de 
même  et  en  opérant  de  la  même  manière  avec  l'involution   d'ordre 

-  =  P$+\  —'  Pa.  existant  sur  <vp,  on  arrivera  a  construire  une 
chaîne  de  surfaces  de  genres  pa  —  Pg  =  °i  ^6=  ' 

*o=F,  *,,  ...,  &pt         .  ..,        *a=*, 

telle  que,  entre  $>k  et  *A_n  par  exemple,  on  ait  une  correspon- 
dance (1 ,  p/c),  pu  étant  premier.  Si  donc  nous  parvenons  à  prouver 
que  l'on  a  /?a  =  3,  nous  aurons  démontré  notre  théorème  111. 

4.  Soient  *  et  F  deux  surfaces  de  genres  pa=  pg—°i  Pc  =  ' 
entre  lesquelles  il  existe  une  correspondance  (i,p),  p  étant  pre- 
mier. Soit  \p  l'involution  formée  par  les  groupes  de  p  points  de  F 
qui  correspondent  aux  points  de  <I>.  L'involution  \p  est  cyclique, 
c'est-à-dire  engendrée  par  une  transformation  birationnelie  T  de  F 
en  elle-même,  de  période  pÇÏP  =  1). 

Nous  utiliserons  la  terminologie  suivante  : 

i°  (  il  sjstème  linéaire  |  G|  sera  dit  invariant  pour  T,  ou  plus 
simplement  invariant,  lorsque  T  transformera  une  courbe  de  |C| 
en  une  courbe  de  |  C|,  distincte   ou  non  de  la  première. 

2°   Une  courbe  G  sera  dite  invariante  pour  T,  ou   tout  simple- 
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ment  invariante,  lorsque   T  transformera   un  point  de  G  en  un 
point  de  C. 

On  prouve  aisément  l'existence  de  systèmes  invariants.  Soit,  en 
elFet.  |  G,  |  un  système  qui  ne  soit  pas  invariant.  Les  transforma- 
tions T,  T2,  . ..,  T>_1  changent  |  C{  |  en  des  systèmes  |  G2|,  |  C3|,  . .., 
|Cy,|.  Le  système  complet 

|C|  =  |G1+G2-h...+  Cp| 

est   invariant    pour   T,    car    une    courbe    G',    transformée     d'une 
courbe  G  par  T,  satisfait  à  la  relation  fonctionnelle 

G'=C24-C3h-...+  C/,h-C1  =  G. 

Le  système  |  G  |,  invariant,  ne  peut  d'ailleurs  pas  être  composé 
avec  l'involution  lp.  Supposons,  en  efiet,  que  cela  soit  possible. 
Rapportons  projectivement  les  courbes  C,  supposées  de  genre  tc^  3 
et  non  hyperelliptiques,  aux  hvperplans  d'un  espace  à  -  —  i 
dimensions,  Su_,.  On  obtient  une  certaine  surface  T,  d'ordre 
-(2Tî —  2),  représentalive  de  l'involution  et,  par  suite,  de  génies 
pa  =  p„=  o,  P6  =  1 .  La  dimension  du  système  des  sections  hyper- 
planes  de  W  est  donc,  d'une  part,  égale  à  -  (t  —  1);  mais,  d'autre 
part,  elle  est  égale  à  71 — 1;  on  aurait  donc  p  =  1 ,  ce  qui  esl 
absurde. 

Si,  au  contraire,  le  système  |C|  était  formé  de  courbes  hyper- 
elliptiques,  il  serait  composé  avec  une  involution  rationnelle  de 
couples  de  points  et  un  raisonnement  simple  prouverait  que  1/, 
esl  rationnelle,  ce  qui  esl  absurde  également.  Donc  : 

Un  système  linéaire  complet  ne  peut  être  composé  avec  \r. 

Dans  le   paragraphe   suivant,   nous   montrerons    l'existence  de 

courbes    invariantes    et  en    même    temps    nous    construirons    un 
modèle  projectif  de  *\>. 

b\  Soit  IAI  \\\\  système  linéaire  invariant,  complet,  simple,  sans 
points-bases,  de  genre  n  et,  par  conséquent,  de  degré  ,_  1  el 
de  dimension  -  —  1 . 

Considérons  une  courbe  quelconque    \(    de   |  \  |  et   soient   \:. 
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\  ..    \p   les   courbes  (également   de   |  A  |)    en   lesquelles  T, 

T2,  T/'   ■    transformenl     respectivement     A,.     A     la     courbe 

A|  +  A2-h  ...  H- Ay,  correspond  sur  la'  surface  <h  une  certaine 
courbeT,  birationnellement  identique  à  \,  et,  par  conséquent,  de 
génie  effectif  7t. 

Soit  M  un  point  commun  aux  courbes  A,,  A/.  La  transformation 
T^p-i+i  fait  correspondre  à  ce  point  un  point  M'  commun  aux 
courbes  Ap_i+2  et  A,.  Les  points  INI,  M'  appartiennent  donc  à  un 
même  groupe  de  \p  et,  par  suite,  il  ne  leur  correspond  qu'un  seul 
point  sur  <l>.  Ce  point  est  situé  sur  F  et  correspond  à  deux  pointa 
de  A|,  il  est  donc  double  pour  T.  On  trouve  de  la  sorte 
(p  —  i)  (it  — -  i)  points  doubles  sur  la  courbe  T,  correspondant  ;m\ 
groupes  de  1^  ayant  deux  de  leurs  points  sur  A,.  Le  genre  virtuel 
de  T  est  donc  égal  à  (p —  i)  (tu — !)■'-+•«  =  p-(« — i )  — | —  i .  Cette 
courbe  F  détermine  un  système  linéaire  |  F  |  de  genre  p  (tu  —  1)4-1, 
de  degré  ip  (tu  —  i)  et  de  dimension  p  (tu  —  i). 

Aux  courbes  de  |F|  correspondent  sur  F  des  courbes  inva- 
riantes G  vérifiant  la  relation  fonctionnelle 

G  ==  A,+  A2  +  . .  .-+-  Ap  =  />A. 

Les  courbes  C  ont  le  degré  ip'1  (tu —  i  ),  le  genre/?2  (tu  —  1)  -+-  i, 
el  elles  forment  un  système  linéaire  |  C  |  de  dimension  p  (tu —  i), 
c'est-à-dire  incomplet  (ce  qui  vérifie  le  théorème  trouvé  à  la  fin 
du  paragraphe  précédent). 

Le  système  |T|  est  simple,  car  s'il  ne  l'était  pas  il  en  serait  de 
même  de  |  G  |  et,  par  suite,  de  |  V  |,  alors  qu'on  a  supposé  |A| 
simple. 

Le  système  |  F|  est  dépourvu  de  points-bases,  car  autrement  |  C| 
el,  par  suite,  |A|  auraient  aussi  des  points-bases,  ce  qui  est  contre 
l'li\  pothèse. 

Rapportons  projectivement  les  courbes  F  aux  hyperplans  d'un 
espace  linéaire  à  p  i  tu  —  1)  dimensions.  Nous  obtenons  une  surface 
d'ordre  2  p  (tu —  1),  birationnellement  identique  à  $,  que  nous  dési- 
gnerons encore  par  (I>.  A  une  courbe  A  correspond,  sur  <l>,  la  sec- 
tion de  cette  surface  par  un  bypèrplan  la  touchant  en  (p —  1)  (tu  —  1) 
point-. 

().   Soit  F  un  point  de  coïncidence  de  l'involution   I p  sur  F.  Le 
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point  P  est  changé  en  lui-même  par  T,  par  conséquent  le  point  P, 
compté  p  fois,  forme  un  groupe  de  [p.  Soit  P'  le  point  de  d  ira  ma- 
tion  correspondant  sur  <I>. 

Gomment  agit  la  transformation  T  sur  les  points  infiniment  voi- 
sins de  P?  Nous  allons  démontrer  que  : 

Si  la  transformation  T  laisse  invariants  les  points  infini- 
ment voisins  de  P ,  on  a  p  =  2  et  réciproquement  ; 

SiT  échange  entre  eux  les  points  infiniment  voisins  de  P, 
on  a  p^3  et  réciproquement . 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  la  transformation  T  laisse  inva- 
riant chaque  point  infiniment  voisin  de  P.  Considérons  une 
courbe  A't  de  |  A  |  passant  par  P.  Les  transformations  T,  T2,  ..., 
TV-1  changent  A',  en  des  courbes  A'2,A'3,  ...,  A'_  de  |A|  tou- 
chant A'j  en  P.  Nous  obtenons  ainsi  une  courbe  G  particulière. 
que  nous  indiquerons  par  C2, 


C'2  =  A'1-+-A'2  +  ...4-A 


pi 


ayant  deux  points  p-uples  infiniment  voisins  en  P. 

Soit  Gj  une  courbe  analogue,  construite  en  partant  d'une  autre 
courbe  de  |  A|  passant  par  P.  Les  courbes  G.,,  G,  déterminent  un 
système  linéaire  de  courbes  G,  que  nous  désignerons  par  |Ca  |.  Les 
courbes  G2  ont,  en  P,  un   point  p  -  uple  à  tangentes  variables,  el 

ont  donc  le  genre  effectif  égal  à  p2  (71  —  1)  — -  p  (p  —  1)1 

Soient  ra  les  courbes  F  correspondant  sur  $  aux  courbes  Ca,  etv 
le  degré  virtuel  du  système  |ra|.  Entre  une  courbe  ra  el  la 
courbe  G2  correspondante,  nous  avons  une  correspondance  (1,  p 
él  l'inv.olution  y'  ainsi  déterminée  sur  Ca  possède,  par  hypothèse, 
une  coïncidence  (  nécessairemenl  p-uple,  puisque  l„  est 
cyclique)  sur  chacune  «les  branches  de  eeiie  courbe,  au  poinl  infi 
ni  ment  voisin  de  P.  Appliquons  la  formule  de  Zeuthen  à  cette  cor- 
respondance, nous  obtenons 

/>V-hjD(/>  — 1)  =  a/>*<  -  —  1)  —/>{/>  —  •  '• 
c  est-à-dire 

V  =  2/>(lt  —  I)  —  l(p         I  I. 

Mais  le  degré  effectif  du  système  |Ca  |  est  égal  à  a/)2  (*n      1)      p*t 

XI. I.  1    ' 
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donc.  le  degré  effectif  de  |T2 1  est  égal  à  2/>(ti —  i)  —  p.  Le  degré 
effectif  d'un  système  Linéaire  étant  au  plus  égal  à  sou  degré  virtuel, 
on  a 

v  =  2/>(tT  l) p. 

On  en  déduit  p<  2,  c'est-à-dire  p  =  2.  Ainsi  se  trouve  démon- 
trée  une  partie  de  renoncé  précédent. 

Supposons  maintenant  que  T  ne  laisse  pas  invariants  les  points 
infiniment  voisins  de  P.  Entre  ces  points,  ou,  si  l'on  préfère,  entre 
les  tangentes  à  F  en  P,  on  a  une  correspondance  (p —  1 ,  p  —  1) 
possédant  deux  coïncidences  p-uples.  T  laisse  donc  invariants 
deux  points  infiniment  voisins  de  P,  c'est-à-dire  deux  directions 
issues  de  P.  Nous  désignerons  par  dt,  d2  ces  directions  inva- 
riantes. 

Considérons  une  courbe  A',  de  |A|,  touchant  la  direction  dK 
en  P.  Les  transformations  T,  T2,  . ..,  T^~'  changent  A\  en  des 
courbes  A'.,,  A'3,  ...,  A,,  touchant  également  dK  en  P.   On  obtient 

donc  la  courbe 

C'2^A'1-f-A'2-h...  +  A;„ 

courbe  C  particulière  avant  en  P  deux  points  p  -nples  infiniment 
voisins.  On  obtiendra  une  seconde  courbe  C,  soit  C2,  jouissant  de 
la  même  propriété,  en  opérant  sur  d2  comme  on  a  opéré  sur  d{. 
Les  courbes  C2,  G",  déterminent  un  système  linéaire  de  courbes  C, 
soit  |  C2 1,  avant  en  P  un  point  p  -  uple  à  tangentes  variables. 

Indiquons  encore  par  |  T2  |  le  système  des  sections  hyperplanes  T 
de  <ï>  correspondant  aux  G2,  par  v  le  degré  virtuel  de  ce  système. 
Entre  une  courbe  F2  et  la  C2  correspondante,  on  a  une  correspon- 
dance (1,  p),  mais  Finvolulion  y'  déterminée  ainsi  sur  G2  ne  pos- 
sède, cette  fois,  aucune  coïncidence.  La  formule  de  Zeuthen 
donne,  par  conséquent, 

py  =  2p°-(iz  —  i)—p(p  —  i), 

c'est-à-dire 

v  =  ipU  —  i)—p(p  —  1). 

Le  degré  virtuel  d'un  système  linéaire  tracé  sur  une  surface  de 
genres  pa  =  pg=  o,  P«=  1  est  toujours  pair  ;  par  suite,  v  est  pair 
et  p  est  impair  (p  ^>  2).  Ainsi  se  trouve  démontrée  la  seconde  et 
dernière  partie  de  l'énoncé  ci-dessus.  Cependant,  nous  montre- 
rons que  la  comparaison  du  degré  effectif  de  |  F2 1  et  de  son  degré 
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virtuel  v  ne  conduit  pas,  comme  dans  le  premier  cas,  à  une  limite 
de  p.  Le  degré  effectif  de  |  \\  |  est  en  effet  égal  à  ip  (jz  —  i)  — ■  p  et 
l'on  a  toujours 

v  ==  2/?0  —  i)  —  (p  —  i)>  2p(n  —  i)—p. 

7.  Nous  supposerons  actuellement  /;  >>  2  et  nous  démontrerons 
que  les  courbes  C  passant  par  P  ont  généralement,  en  ce  point, 
un  point  double  dont  les  branches  touchent  respectivement  les 
directions  dK ,  d2. 

Auparavant,  nous  montrerons  qu'en  dehors  de  ses  courbes  mul- 
tiples éventuelles,  la  surface  <1>  possède  au  plus  des  points  doubles 
non  taenodaux.  Supposons  en  effet  que  (ï>  possède,  en  dehors  de 
ses  courbes  multiples,  un  point  m-  uple.  Les  sections  hyper- 
planes  passant  par  ce  point  forment  un  système  linéaire  de  dimen- 
sion p  (tz — i)  —  i,    et,    par    suite,    de    genre    p  (t:  —  i).  Or,    le 

genre   de   ces   courbes  est   égal    à  p  (tc  —  i)  -f-  i m  (m  —  i), 

par    conséquent  -  m  (m  —  i)=i,    c'est-à-dire  m  =  2.   Un   point 

multiple  de  <ï>  (en  dehors  des  lignes  multiples)  est  certainement 
double.  Ce  point  double  ne  peut  être  tacnodal,  c'est-à-dire  possé- 
der dans  son  domaine  du  premier  ordre  une  droite  double.  En  effet, 
si  cela  était  possible,  les  sections  hyperplanes  de  <I>  passant  par  ce 
point  auraient  le  genre  p  (t:  —  1)  —  1,  et  la  dimension  du  système 
linéaire  qu'elles    forment   serait   aussi    p  (- —  1)  —  1,    ce  qui   esl 

impossible. 

Considérons  maintenant  les  courbes  C  assujetties  à  la  <vu\r  con- 
dition  de    passer   par  P.    Elles    forment    un    système    linéaire   de 
dimension  p  (tt  —  1)  —  1 ,  que  nous  désignerons  par  |  C,  |.  Soit  |  1', 
le  système  formé  par  les  courbes   P  do  (l>  correspondant   aux  ('.,. 
Les  courbes  \\  passent  dono  par  P\ 

Indiquons  par  i  l'abaissemonl  du  genre  produit  par  la  singularité 
(pic  les  G,  ont  en  général  on  P.  Entre  une  courbe  \\  et  la  (.,  cor- 
respondante, on  a  une  correspondance  (ijp)  déterminant  une 
involuiion  cyclique  y'  sur  C, .  Celle  y  a  certainement  des  points 
de  coïncidence  dans  le  voisinage  de  P,  suis  quoi  ce  point  ne 
serait  pas  une  coïncidence  de  l/(.  De  plus,  ces  points  de  coïnci- 
dence sontp-uples,  puisque  y,  esl  cyclique.  Indiquons  leur 
nombre  par  0. 
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Supposons  que  I*  soit  simple  pour  <&  et  appliquons  La  formule 
de  /(Mit lieu  à  la  correspondance  existant  entre  une  r,  et  La  C,  cor- 
respondante. (  )n  obtient 

/> .  :>.  p  (  71  —  I  )  -+-  (p  —  I  )  Ô  =  "?.p-  (  71  —  I  )  —  2  ît 

d'où  8  =  «  =  o,  ce  qui  est  impossible.  Par  suite,  P' est  multiple 
pour  *I>.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  il  est  double.  La  formule 
de  Zeuthen  donne  aetuellement 

/?  [  2  /?  (  71   —  l)  —  2]  H-  (p  i)  8  =  2  /?2  (  7t  —  1)  —  2  «, 

d'où 

(p  —  1)  8  -h  ni  —  ip. 

p  étant  impair,  (p  —  1)  0  est  pair,  de  sorte  que  deux  cas  peuvent, 
a  priori,  se  présenter  : 

i°  5=2,         1  =  f  ; 

2°  8=1,  *'=  -(/>H-l). 

Nous  allons  faire  voir  que  ce  second  cas  conduit  à  une  absur- 
dité. Si  g  =  1 ,  i  =  -  (p  -}- 1),  les  courbes  C,  ont  en  P  une  multi- 
plicité supérieure  à  2,  car  autrement  on  aurait  p  =  1.  De  plus,  il 
y  a  une  de  leurs  branches  qui  touche  soit  dt ,  soit  <^2-  Considérons 
un  point  qui  s  approche  indéfiniment  de  P  sur  une  branche  d'une 
courbe  Gj  non  tangente  à dK  oiu/2.  Les/? —  1  points  qui  complètent 
le  groupe  de  1^,,  dont  le  point  en  question  fait  partie,  s'approchent 
également  indéfiniment  de  P.  Ce  ne  peut  d'ailleurs  être  que  sui- 
des branches  différentes  de  G,,  puisque,  en  dehors  des  direc- 
tions d{,  d2l  il  n'y  a  pas  de  coïncidence  infiniment  voisine  de  P. 
Les  courbes  Gt  ont  donc  en  P  une  multiplicité  de  la  forme  1  +  u.p, 
u.  étant  entier.  On  a  donc 

c'est-à-dire  p  =  1 .  On  ne  peut  donc  pas  avoir  8  =  p- 

Si  0  =  2,    les  courbes  G»   touchent  nécessairement  les   direc- 
tions '/|,  d-2*  de  sorte  que  : 

Les  courbes  C  passant  par  P  ont  généralement  en   ce  point 


-  191  — 

un  point  double  dont  les  branches  touchent  les  directions  unies 
issues  de  P. 

8.  Nous  allons  actuellement  montrer  qu'en  un  point  de  dirama- 
tion,  la  surface  <ï>  possède  un  point  biplanaire  ordinaire  et  que,  de 
plus,  on  a  p  =.  3  (nous  supposons  toujours,  bien  entendu,  p  >>  2). 

Nous  avons  déjà  établi  que  le  point  de  diramation  P'  est  double 
pour  <b.  Pour  faire  voir  qu'il  n'est  pas  uniplauaire,  il  suflil  de 
prouver  que  les  courbes  F,  ont  généralement  en  l>;  un  point  double 
à  tangentes  distinctes.  Or,  cela  est  évident,  car  une 'courbe  C< 
quelconque  a  en  P  un  point  double  à  tangentes  distinctes  dK .  d-2 
et,  sur  chacune  de  ses  branches,  un  point  de  coïncidence  infini- 
ment voisin  de  P.  A  ces  deux  points  infiniment  voisins  de  P, 
comptés  chacun  p  fois,  correspondent  sur  une  courbe  T,  (corres- 
pondant à  la  C4  choisie)  deux  points  distincts,  situés  un  sur 
chaque  branche  de  la  courbe.  Les  courbes  T,  ont  donc  bien,  en 
général,  un  point  double  ordinaire  en  P',  et  ce  point  n'est  donc 
pas  uniplanaire  pour  <ï>. 

Considérons  les  courbes  G{  assujetties  à  toucher  en  P  une  direc- 
tion différente  de  d{,  d.2.  Soient  C2  ces  courbes.  Elles  forment  un 
système  linéaire  |  C2  |  de  dimension  p  (tz  —  1)  —  2,  et  ont  en  P  une 
multiplicité  au  moins  égale  à  3. 

Lorsqu'un    point  s'approche   indéfiniment    de    P   suri  une    i\c> 

branches  d'une  courbe  C2  (non  tangente  à  d{  ou  d2  '«'  cas 
échéant),  les  p —  1  autres  points  du  groupe  de  \r  déterminé  par 
ce  premier  point,  s'approchent  également  indéfiniment  de  l\  mais 
c'est  nécessairement  sur  les  branches  différentes,  puisqu  un  point 
infiniment  voisin  de  P  n'est  généralement  pas  invariant  pour  I. 
On  en  conclut  que  les  courbes  Ga  ont,  en  P,  un  point  multiple 
d'indice  pp,  u.  étant  un  entier. 

Désignons  par  ra  les  courbes  T,  qui  correspondent  au* 
courbes  (i2,  et  par  v  le  degré  virtuel  du  système  1 1  ^  | - 

Une  courbe  G2  est  de  genre  p1  (11  1)  -;;7MIA/'  1),  donc  la 
formule  de  Zeuthen,  appliquée  à  la  correspondance  existant  entre 
une  ra  el  la  G2  correspondante,  donne 

pv    :ajD*(«  —  \)  —  \t.p(  ;a/'      1  ■ 
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c'est-à-dire 

V  =  2/>(lt  —  i)—  (l([XJD  —  l). 

La  dimension  du  système  |  Y2 1  est  donc  égale  à 

-v  =  p(r,—  i)—  -  p(is.p  —  1). 

Mais,  d'autre  part,  la  dimension  effective  de  ce  système  est  égale  à 
celle  de  |  C2 1,  c'est-à-dire  à  p  (tc  —  i  )  —  2.  Cette  dimension  effec- 
tive peut  être  inférieure  à  la  première  trouvée,  car  il  se  peut  que 
les  courbes  F2  aient  des  points-bases  simples  imposés.  On  a 
donc 

-  V^^>(tT  —  i)  —  '2, 

c'est-à-dire 


/>(>  —  i)—  -\t.(lxp  —  l)lp(TZ  —  l)  —  2. 


On  en  déduit 


c'est-à-dire  ut  =  1,  p  =  3  ou  5. 

Les  courbes  du  système  |  C2 1  ont  donc  en  P  un  point  p-  uple 
à  tangentes  variables  et  ce  système  coïncide  avec  le  système  |  C2 1 
rencontré  dans  la  seconde  partie  du  paragraphe  6. 

Nous  avons  vu  que  le  degré  effectif  de  |i\,|  est  égal  k  p(iz  —  1)  —  p, 
tandis  que  son  degré  virtuel  est  égal  à  ip{iz  —  1)  —  p  +  i.  Par 
suite,  le  système  |  T2  |  possède  un   point-base  simple   assigné.  Sa 

dimension  effective  est  donc  p  (r,  —  1)  —  -  (p  —  1)  —  1.  Mais, 
d'autre  part,  cette  dimension  est  égale  à  p  (tz  —  1)  —  ri,  par 
suite 

-(/>  — 0  +  I  =  2> 

ou  p  =  ?). 

Considérons  une  courbe  C2.  Sur  cette  courbe,  il  y  a  un  groupe 
de  \p  infiniment  voisin  de  P  et  ayant  un  point  sur  chaque  branche 
de  C2.  A.  ce  groupe  correspond  sur  la  I\>  homologue  un  seul 
point  infiniment  voisin  de  P',  par  suite  les  F2  ont  en  P'  un  point 
de  rebrousseraient.  Le  point-base  simple  de  |  Y2  I  est  donc  infini- 
ment voisin  de  P'. 
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Nous  avons  ainsi  établi  que,  en  P;,  <î>  a  un  point  double  non 
uniplanaire  et  qu'il  y  a  un  système  linéaire  de  sections  byperplanes 
de  <£  ayant  en  P'  un  point  de  rebroussement.  Par  suite  : 

En  un  point  de  diramation,  <P'  possède  un  point  double 
biplanaire  ordinaire,  et  Von  a  p  =  3  (si  p  >>  2   . 

9.  Reprenons  le  cas  p  =  2.  Nous  avons  établi  que,  dans  ce  cas, 
T  laisse  invariants  les  points  infiniment  voisins  de  P. 

Considérons  les  courbes  C  passant  par  P  et  désignons-les 
par  C,.  En  adoptant  les  mêmes  notations  que  tantôt  (§7)  et  en 
appliquant  la  formule  de  Zeuthen  comme  on  la  fait  en  cet  endroit, 
on  trouve  que  <ï>  a  un  point  double  en  P'  et  que  8  =  2,  1=  1.  Les 
courbes  Ct  ont  donc  en  P  un  point  double  à  tangentes  variables. 
On  voit  qu'actuellement    les  systèmes  |C,  |  et  |  C2  |  coïncident. 

A  une  courbe  C<  correspond  sur  4>  une  courbe  T,,  ayant  en  P 
un  point  double  ordinaire,  car  aux  deux  points  infiniment  voisins 
de  P  sur  cette  Gt  correspondent  des  points  distincts  sur  <l>,  situés 
un  sur  chaque  branche  de  la  Tt .  De  plus,  la  même  particularil 
présentera  en  général  pour  toutes  les  courbes  Gt.  On  en  conclut 
que  : 

Sip=2,  la  surface  <î>  possède  un  point  double  conique  en 
un  point  de  diramation. 

10.  Nous  allons  calculerle  nombre  a?  de  points  de  diramation  situés 
sur  *l>.  Remarquons  d'abord  qu'un  pointdouble  conique  abaisse  la 
classe  de  (ï>  de  deux  unités,  an  point  double  biplanaire  ordinaire 
de  trois  unités.  Nous  pourrons  donc  dire  que  si  entre  le^  sur- 
faces <I>,  F  nous  avons  une  correspondance  (i,p),  en  un  point  de 
diramation,  la  surface  *l>  possède  une  singularité  abaissant  sa  classe 
de  p  unités. 

Calculons  l'invariant  de  Zeuthen-Segre  I  de  (l>  et  de  F.  Nous 
savons  que  cet  invariant  est  donne  par 

I   =  l?./>a  -+-  <)—/>''. 

doue  qu'actuellement  il  est  égal  à  S. 

Considérons  un  faisceau  de  courbes  Tel  soit  ///  la  classe  effective 


—  «H  - 
de  (l>.  On  a,  sur  cette  surface,  d'après  la  formule  de  M.  Segre, 

I  =  8  =  m  h-  px  —  :>./)(  7i  —  i  )  —  t\  p  (  ~  —  i  )  —  î . 

Considérons  le    faisceau    de   courbes  C   correspondant  sur    F. 

ou  a 

1=8=  pm  -+■  x  —  î  p3  (tz  —  î)  —  /[p2(iz  —  i)  —  4. 

L'élimination  de  m  entre  ces  deux  formules  donne 

!■>.(/>—  I)  =.r(/?2-i), 
(I    OÙ 

12 


X  = 


/>  H-  I 

Si  p  =  2,  on  a  x  =  4  5  si  p  =  3,  on  trouve  .r  =  3.  Ainsi  se 
trouvent  démontrés  les  théorèmes  IV  et  V  énoncés  au  début  de 
ce  travail,  car  par  l'existence  sur  *I>  d'un  système  linéaire  simple 
de  courbe  de  genre  quatre,  dépourvu  de  points-bases,  on  pourra 
transformer  cj>  en  une  surface  d'ordre  six,  de  S3  possédant  quatre 
points  doubles  si  p  =  2,  trois  points  doubles  biplanaires  si  p  =  3. 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES  ET  TRANSCENDANTES  DÉPOURVUES 
DE  RACINES  RÉELLES: 

Par   M.  Michel   Petrovitch. 


I.  —  Equations  algébriques  a  toutes  les  racines  imaginaires, 

1.  Laguerre  s'est  à  plusieurs  reprises  (')  occupé  du  problème 
déterminer  une  suite  de  quantités 

(î)  OJ0,       Wj,        102,        


(')  Sur  la  théorie  des  équations  numériques  {Journal  de  Math,  pures  et 
appliquées )  3e  série,  t.  IX,  1 883  ;  Œuvres,  p.  4 ~ 4 7  ) - 

Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  équations  numériques  (Acta  rna/he- 
matiça,  t.  IV,  i8s4;  Œuvres,  p.  iS5-ao6). 
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telles  que 

(a)  a0-\- ciiX -\-.  .  .-h  anxn  =  o 

étant  une  équation  algébrique  quelconque  à  toutes  les  racines 
réelles,  l'équation 

(3)  o)oaQ -h  tùidiz  -+-...-+-  wnauz"  =  o 

ait  également  toutes  ses  racines  réelles.  Il  a  donné  plusieurs  solu- 
tions particulières  du  problème,  comme  le  sont,  par  exemple,  les 
nombres  to„  fonction  suivantes  de  n  : 

i°  Polynômes  en  n  n'ayant  que  des  zéros  réels  négatifs; 
2°  Fonctions  entières  de  n  du  genre  zéro  ou  un,  n'ayant  que  des 
zéros  réels  négatifs; 

3°  Fondions  e~an\  a  étant  un  nombre  réel  négatif; 

4°  Produits  d'un  nombre  arbitraire  de  fondions  i°,  2°,  3°. 

On  peut  se  proposer  le  problème  réciproque  :  déterminer  des 
suites  (i)  telles  que  (2)  étant  une  équation  algébrique  quel- 
touque,  à  toutes  les  racines  imaginaires,  l'équation  (3)  ait  éga- 
lement toutes  ses  racines  imaginaires. 

J'en  trouve  la  solution  simple  et  assez  générale  suivante  : 

Désignons  par  X#„  l'intégrale  définie 


(«)  X**=  f     ukr%dt, 


h 


où  les   limites  a^  et  b/<  sont  arbitraires,  mais  réelles  ei  indépen- 
dantes de  n  ;  u/<  et  r*  sont  deux  fonctions  arbitraires  de  la  \  ariable  /, 
indépendantes    de    n,     réelles  dans  l'intervalle  (a/,,  b/,)  d  uk  gar- 
danl  un  signe  invariable  dans  cet  intervalle. 
Le  produit 

(Tun  nombre  arbitraire  des  intégrales  \*tt  fournit  une  solution 
du  problème. 

Il  suffit  manifestemenl  de  Faire  voir  que 

(6)  wfl  =  Xa/j 

en  <'^i  une  solution.  Or,  dans  ce  cas,  le  premier  membre  «le  ^.»    u 
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laisse  mettre  sous  la  forme 


(7) 


/i>k 


ukP(rkx)'dt, 


P(x)  étant  le  premier  membre  de  (2),  ce  qui  démontre  d'un  coup 
la  proposition,  les  fonctions  uk  et  P(r/(X)  ne  changeant  de 
signe  pour  aucune  valeur  réelle  de  £,  comprise  entre  les  limites 
d'intégration,  ni  aucune  valeur  réelle  de  x. 

Dans  l'expression  de  \kn  on  dispose  des  éléments  m*,  a*a,  «a,  b^. 
En  les  faisant  varier,  ainsi  que  les  paramètres  qui  peuvent  y  figu- 
rer, on  aura  un  nombre  illimité  de  suites  X/f„,  lesquelles,  ainsi  que 
leurs  produits  en  nombre  quelconque,  jouissent  de  la  propriété 
énoncée  et  fournissent  des  suites  (1)  cherchées. 

Voici  quelques  expressions  pouvant  jouer  le  rôle  de  X*fl  : 


l 


(8) 


— I —  =  /      e~ate-ntdt, 
a-hn      J0 

T(a)  rl  /,       i\« 

- —    ;    ,  =  /    (  log  -  )  t"  dt, 
l) a  r°° 

— =  /      (e~bt—  e-at)e~nt  dt, 

'      e-(tndt, 

0 

7i   1 .3.5.  .  .(2/1  -+-  1) 


-/ 


1-W2 


I 


2  2. 4. 6.  ..(2/1  H-  4) 

^—  '  -   f"  e-«<*e-*>nt*dt, 

1     \J a  -+-  bn      Jq 


l* 


dt, 


où  a  et  h  sont  des  constantes  réelles  positives. 


2.  Dans  un  travail  antérieur  (  '  )  j'ai  donné  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  at 
d'une  équation  algébrique 


(9) 


a0-\-  a\X  -\-, .  .-h  anxn=  o, 


(')  Une  classe  remarquable  de  séries  entières  (Atti  del  IV  Congresso  inter- 
nationale clei  rnatematici,  Borna.  1908,  p.  36-43). 
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d'un    degré    arbitraire    pour    jouir    des    propriétés    suivantes    : 

i°  Que  toutes  ses  racines  soient  réelles; 

2°  Que  si  l'on  néglige  un  nombre  arbitraire  de  derniers  termes 
dans  son  premier  membre,  l'équation  restante  ait  encore  toutes 
ses  racines  réelles. 

Ce  qui  précède  fournit  la  possibilité  de  former  des  classes  géné- 
rales d'équations  algébriques  d'un  ordre  pair  arbitraire  jouissant 
des  propriétés  suivantes,  réciproques  aux  précédentes  : 

i°  Que  l'équation  ait  toutes  ses  racines  imaginaires  ; 

2°  Que  si  l'on  néglige  dans  son  premier  membre  un  nombre 
pair  arbitraire  de  derniers  termes,  l'équation  restante  ait  encore 
toutes  ses  racines  imaginaires. 

Telles  sont,  par  exemple,  les  équations 

(9')  1+  x  -\-  x*   -h... -f-        x*n        =0, 

X  X2  xïn 

(10)  H 1 h. ..H =  o. 

1  1.2  I  .2.  .  .2/1 

Et  d'une  manière  générale,  en  appelant  équations  Ein  toute 
équation  algébrique  jouissant  des  propriétés  i°  et  2",  toute  équation 

(il)  to0  -f-  OiiX  -h.  .  .-h  lùinX-n  =  o. 

où  (.>„  est  une  expression  (5),  est  une  équation  E2„. 
On  le  voit  en  prenant  pour 

a0-\-alx-\-,..-\-anxn==o 
l'équation  (9).  Telles  seraient,  par  exemple,  les  équations 


1 

\- 

a 

X 

a  -h  i 

X 

o"2 

■>."  '■  1 

1 

-+- 

X 

au 

(«  +  I)( 

6  +  1) 

1 

X 

a  -+-  in 


—  o, 


(a/i   t   1 1  '  •  ' 


=  o, 


(a   ■   an) (b       m) 

xtn 


=  o, 


sj  a        \/a  -+-  b  y/a  -+-  •>.  n  h 

on  a  el  6  sont  des  constantes  réelles  positives. 


=  o. 
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De  même  :  toute  équation 

/      o\  '°l  (l)2  „  'Won 

(i3)  w0h x-\ L^2  +  _iH -JL x*-»=o 

i  1.2  i .  2 ...  i  n 

est  une  équation  E2n*  On  le   voit   en   prenant  pour  (12)  l'cqua- 
tioo  (10). 

Et  d'une  manière  générale  :  V équation 

a0  -h  ai  x  -+- . .  .  -+-  a,,  x-"  =  o, 

étant  une  équation  E2ra,  V équation 

(i4)  (D0<70-f-  a),«!a7  H-.  .  .-f-  w2na.,nx2n  =  o 

en  est  aussi  une. 

3.  Dans  le  cas  où  r#  garde  un  signe  invariable  pour  t  variant  de 
ak  à  b/ç,  les  équations  E2n  de  la  forme 

(  1 5  )  X/,o  -+-  X^j  .T+...+  X/,)2/i  #2"  =  o, 

ont  une  distribution  particulière  de  leurs  racines  dans  le  plan  de 
la  variable  x. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  /**  soit  positif  et  désignons 
par  0,,  o2,  o;J,'...  les  intervalles  numériques,  indépendants  des 
coefficients  de  l'équation,  tous  contenus  dans  l'intervalle  de  o  à  aie 
et  tels  que  pour  toute  valeur  9  contenue  dans  S*  le  produit 

([6)  sin6  si  n  2  ai  0 

soit  positif  et  le  produit 

(17)  sinO  sin(2ft  -+- 1)6 

négatif.  Alors  : 

Les  arguments  des  racines  de  (i5)  se  trouvent  toujours  en 
dehors  des  intervalles  8n  o2,  g3,  . . .. 

En  clïet,  le  premier  membre  de  l'équation  (i5)  se  laisse  metlre 
sous  la  forme 

(18)  /      Uk dt, 

*^  ai  n 
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et  sa  partie  imaginaire  pour  x  =  pe&  sera 

(,9)  i   ^-F^Qi' 

où 

P  =  I  —  /'A-p  cos6, 


(20) 

Q  =  rk  p  sin  0, 
4>  =  /vtp  sinO  —  (/7.p)2/i+1  sin(2/z  -h  i)0  4-  (/^p)2'1"*-2  sin-2/iO. 

Cette  partie  imaginaire  ne  saurait  s'annuler  pour  aucune  valeur 
positive  de  p  lorsque  8  est  compris  dans  un  des  intervalles  0*,  ce 
qui  démontre  la  proposition. 

Dans  le  cas  où  r^  est  négatif,  les  intervalles  ok  doivent  être 
remplacés  par  ceux  dans  lesquels  le  produit  (16)  est  négatif  et  le 
produit  (17)  positif . 

II.  —  Équations  transcendantes  sans  racines  réelles. 

4.  Il  existe  des  séries  de  puissances 

(21)  a0-h  aix  -h  a^x^-Jr. . ., 

jouissant  de  cette  propriété  remarquable  d'avoir  tous  leurs  zéros 
réels  et  que,  de  plus,  le  polynôme  formé  d'un  nombre  arbitraire 
de  leurs  premiers  termes  ait  également  tousses  zéros  réels. 

J'ai  donné  dans  le  travail  cité  les  conditions  nécessaires  el  suffi- 
santes auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  <//  d'une  série 
(21)  pour  qu'elle  jouisse  de  pareilles  propriétés. 

Il  existe,  de  même,  des  séries  (  a  1  )  jouissahl  de  la  propriété  réci- 
proque à  la  précédente  :  de  n'avoir^  ni  elle-même  ni  le  polynôme 
formé  d'un  nombre  impair  arbitraire  de  ses  premiers  term 
a uen  11  zéro  réel,  la  série  dans  son  cercle  de  convergence,  le  poly- 
nôme dans  toul  le  plan  de  la  variable  X. 

L'exemple  le  plus  simple  esi  fourni  par  les  séries  élémentaires 

[   '  '  1  i-f-  x  H-    x"1    ■+■      x3      -h .  .  . . 

1    »\  x  r'  -''; 

H 1 h 


1  1  . 1         1     ■  .  > 

En  appelant  séries  S  le>  séries  pareilles,  les  suites   précédentes 

•1  W0,      Ui,      10*,       ••• 
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fournissent  la  possibilité, d'en  former  un  nombre  illimité. 
Si 

(25)  fix)  =  «o-H  a\x  ■+-  Hipo--\-.  .  . 

est  une  série  S,  la  série 

(26)  a0ui0~\-  ayuiix  -+-  a2  0)2a72H-. .  . , 

r/a/i5  le  cas  où  elle  converge  dans  une  certaine  circonférence , 
e/i  es£  aussi  une. 

Car,  en  partant  d'une  série  S  déterminée,  par  exemple  de  (22) 
ou  (23),  ou,  d'une  manière  générale,  de  (26),  la  série 

où  Xam  est  une  expression  (4),  se  laisse  exprimer  par  L'intégrale 
définie 

(28)  /       u,cf{rkx)dt. 

Comme  Uk  et  /(r^x)  ne  s'annulent  pour  aucune  valeur  de  t 
comprise  entre  les  limites  d'intégration  et  aucune  valeur  de  x  pour 
laquelle  la  série  f(r/(X)  converge  et  l'intégrale  (28)  ait  un  sen>. 
la  série  (27),  et  par  suite  aussi  la  série  (26),  sont  des  séries  S. 

En  désignant  par  M*  la  plus  grande  valeur  absolue  que  prend  la 
fonction  /'*  pendant  que  t  varie  de  ak  à  6*,  on  a 

(29)  X*w<X*0Mjt, 

et  par  suite  la  série  (27)  aura  son  rayon  de  convergence  au  moins 
égal  à 

(3o)  h 

R  désignant  le  rayon  de  convergence  de  (26).  Il  s'ensuit  que  le 
rayon  de  convergence  de  la  série  (26)  est  au  moins  égal  à 

(3i)  W 

où  M  désigne  le  produit  M,  M2 . . .  Mp  et  que  son  coefficient  de  xn 
est  plus  petit  en  valeur  absolue  que 

(32)  na«M*, 
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où  aa  désigne  la  valeur  absolue  du  coefficient  an,  et  ;jl  est  la  cons- 
tante égale  à  la  valeur  absolue  de  to0.  Le  module  de  la  série  (26), 
pour  toute  valeur  de  x  de  module  p  plus  petit  que  (3i),  est  infé- 
rieur à 

(33)  ptF(Mp), 

où 

(34)  F(a?)  =  a0-ba12?4-a2;r2  + 

Ainsi,  toute  série  S  de  la  forme 

(35)  w0-f-  (j}tx  -+-  oi2xz-h.  . . 

a  son  rayon  de  convergence  au  moins  égal  à  rr  et  son  module  infé- 
rieur à 


i-Mp' 
toute  série  S  de  la  forme 

(36)  w0h x  h xz  -+- . . . 

i  1 .2 

converge  dans  tout  le  plan  de  x  et  a  son  module  inférieur  à 

(JL£MP. 

5.  Une    limite   inférieure  des  modules  des  zéros  d'une  série  de 
ïaylor  quelconque 

(37)  <p(#)  =  Ao-f-  Ai  a?  -h  A2#2-h. .  . 

est  fournie  par  la  valeur 

(38)  |=   ,Aûl 


où  N  est  la  plus  petite  valeur  que  prend  la  fonction 

0 

pendant  que  x  varie  par  valeurs  réelles  de  0  jusqu  au  rayon  de 
convergence  de  la  série  (3^),  les  en  étanl  des  valeurs  positives 
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égales  ou  supérieures   ans    carres   do    modules    des   coefficients 

correspondants  An  ('). 
Pour  la  série  S 

(  jo)  W0-t-  (0,  X  4-  (02a72-i-.  .  . , 

d'après  ce  qui  précède,  on  peut  prendre 
(40  e„=n2M*«; 

la  fonction  r(;r)  sera 

U2 

(42) 


(i  —  M2a?2)a?2 
et  elle  atteint  son  minimum  pour  la  valeur 


i 

z  = 


M 1/2 

inférieure  au  rayon  de  convergence  ^7  de  la  série  (4°)-  Ce  mini- 
mum étant 

4  ^2  M2, 
on  trouve 

Aucune  servie  (4°)  na  donc  des  zéros  à  i -intérieur  de  la  cir- 
conférence de  rayon  —r?  décrite  autour  de  x  =  o. 

J  ^  2l\l 

Pour  les  polynômes  S2//  oblenus  en  arrêtant  la  série  (4o)  à  son 
terme  de  degré  2/2,  la  fonction  v  (œ)  sera 

ut2   1  —  (M^r)2"-^1 

de  sorte  qu'une  limite  inférieure  des  modules  des  zéros  de  S2„ 
donnée  par 

N  étant  le  minimum  de  (43). 


(')  llull.  de  la  Soc.  math,  de  France,  t.  XXIX,   1902. 


—  203  - 
6.  Pour  les  séries  S  plus  particulières,  de  la  forme 

(44)  <pO)  =  **<>-+-  tai#  +  >^.2^2  —  — 

on  peut  montrer  qu: elles  n'ont  point  de  zéros,  ni  réels  ni  ima- 
ginaires, inférieurs,  en  module,  à  la  valeur  Tr-  • 
En  effet,  la  série  se  laisse  écrire  sous  la  forme 

(45)  ?(*)=/  %T=k~xdt' 

et  sa  partie  réelle  pour  x  =  pe^1  sera 

r''k       i  — rApcos8    . 


V  et  Q  étant  les  valeurs  précédentes  (20). 
La  valeur  absolue  de 

r,t.p  cos6,         pour         p  <  —  , 

étant  plus  petite  que  1,  l'intégrale  (4^),  et  par  suile  aussi  la  fonc- 
tion œ(Z),  ne  saurait  s'annuler  pour  aucune  valeur  dont  le  module 

serait  intérieur  a  1r-i— • 

iVI  /, 

Il  s'ensuit  que  les  fonctions 

— —  et  log<p(a?) 

.<p(a?) 

sont  aussi    développahles    en    série    de    puissances   convergentes 
dans  la  circonférence  au  moins  égale  à  —  • 
Telles  seraient,  par  exemple,  les  séries 

oc  » 


V  _£i_ ,  V 

~—  a    «    1  —  (  1       1 

0  0 


i(a  +  ft)(6  +  »)'         —      . 
0  a 

Ni  1.3. 5. ..(ai       1 
►  ./ 

—  12.4.6. . .    'n 

\i  1  i| 
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L;i    classe    (44)    des  séries  S    se    présente  comme  éléments  de 
réduction  pour  les  intégrales  clélinies 

(47)  /     H(*,*).#. 

où  Rest  une  fonction  rationnelle  de  x  à  coefficients  fonctions  de  /. 
En  désignant  par 

6iO),     6î(a?),     63(a?),     ..-, 


les  diverses  intégrales 


jouant  le  rôle  de  fractions  simples  obtenues  par  la  décomposition 
de  la  fraction  rationnelle  R(£,  x),  l'intégrale  (47)  se  laisse  toujours 
exprimer  sous  la  forme  de  la  somme  d'un  polynôme  en  x  et  d'une 
combinaison  linéaire  et  homogène  de  termes 

0l(aP),     x  —  ,     &  —  ,      ..., 
9>(*>'    *3T    *2^'     "•■' 


en  nombre  limité  ('). 

Toutes  les  fois  qu'à  une  fraction  simple  correspondent  les 
fonctions  uu  et  r*  réelles  dans  C  intervalle  (a,  b)  et  uu  gardant 
un  signe  invariable  dans  cet  intervalle,  la  fonction  correspon- 
dante 0a(o?)  représente  une  série  S  de  la  classe  (41)-  Les  séries 
(44)  se  présentent  donc  comme  éléments  simples  pour  les  inté- 
grales (4;). 

(/est,  par  exemple,  ainsi  que  la  série 


2 


x' 


\/ a  -+-  bn 
0 

joue  le  rôle  d'élémenl  simple  pour  toute  intégrale 

R(t,x)dt, 


f 


(l)  Huit,  de  la  Soc.  niatli.  de  France,  L.  XXXII,   i<)<>|. 
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pour  laquelle  existe  une  fraction  simple  avec 


uk=  e"'\         /'/,=  ebl\ 


a  et  b  étant  des  constantes  positives;  que  la  série 


(a>o) 


^(/H-i)« 

0 

joue  ce  rôle  pour  les  intégrales 

J'     R(t,x)dt, 
o 

pour  lesquelles  existe  une  fraction  simple  avec 


i 
Uk—  log-  >  r,, .=  *, 


7.  Les  séries  S  de  la  forme 


(48)  yjx)  =  h,0  +  —X-+-  —  -r2-+-  7^73^ 


sont  représentantes  par  des  intégrales 

6* 


u>kerkx  dt, 


et  représentent  des  fonctions  entières  de  .r  qui  n'ont  pas  de  zéros 
réels.  Plus  généralement,  comme  la  partie  réelle  de  y(a  +  P«), 
qui  est 

I      u/t  e''*a  cos^  ^  dt, 
ne  s'annule  pour  aucune  valeur  <!<•  (3  comprise  entre 


71  7T 

—         ei  — 

M*  M 


la   fonction  '/ (x)  n'a  aucun  zéro  dans  la  bande  comprise  dans  le 
plan  des  x  entre  les  deux  droites 


r         M  M  . 
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La  série,  j >a r  exemple 

I  in  l  >  r  =  I      e  ■       '  dt, 


o 


appartenante  la  (lusse  (48)  n'a  pas  de  zéros  dans  la  bande  comprise 
entre  les  deux  droites 

P  -+-  ize  =  o,  [3  —  7TC  =3  o. 

Les  séries  (4&)  jouissent  de  propriétés  présentant  une  grande 
analogie  avec  celles  de  la  fonction  élémentaire  eajc  et  ont  fait  objet 
de  mes  deux  Notes  (*)  antérieures.  Je  m'en  occuperai  aussi  dans 
un  travail  qui  paraîtra  prochainement. 


SUR  LA  TRANSFORMATION  D'IMSCHENETSKY; 
Par  M.   .).   Clair.in. 

Je  me  suis  proposé  de  rechercher  s'il  existe  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépen- 
dantes, dont  il  soit  possible  de  déduire,  à  l'aide  de  transformations 
de  Bàcklund  de  première  espèce,  une  suite  indéfinie  d'éqnations 
analogues,  à  moins  que  l'équation  obtenue  après  un  certain  nombre 
d'opérations  ne  possède  deux  intégrales  intermédiaires  du  premier 
ordre  relatives  au  même  système  de  caractéristiques;  pour  abréger 
nous  désignerons  une  telle  suite  par  la  lettre  (L),  la  plus  simple 
des  transformations  de  Bàcklund  de  première  espèce  étant  la  célèbre 
transformation  de  Laplace  qui  s'applique  aux  équations  linéaires 
de  la  manière  qui  vient  d'être  dite.  Malheureusement  il  semble 
très  diflicile  de  résoudre  la  question  précédente  sans  faire  aucune 
hypothèse  sur  les  transformations  employées,  aussi  je  considérerai 
seulement  dans  ce  travail  le  cas  où  les  variables  indépendantes  sont 


(  '  )  Sur  '/'-s  transcendantes  entières  généralisant  les  fondions  exponentielles 
et  trigonomé triques  (C.  II.  Acad.  Se.,  t.  CLVI,  p.  iai3);  Séries  hypertrigono- 
métriques  (C.  R>  Acad.  Se.,  t.  CLVI). 
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conservées;  les  résultats  qui  vont  être  démontrés  ont  été  énoncés 
dans  une  Note  communiquée  à  l'Académie  des  Sciences  le 
10  juin  19 1  2. 

Nous  nous  servirons  des  notations  ordinaires  :  x,  y  désignant 
deux  variables  indépendantes,  nous  représenterons  par z  une  fonc- 
tion de  ces  variables,  par/?,  q,  /•,  s,  t  les  dérivées  partielles  des 
deux  premiers  ordres  de  cette  fonction,  les  mêmes  lettres  pourvues 
d'un  indice  auront  des  significations  analogues,  nous  rappelons 
encore  qu'une  transformation  de  Bàcklund  de  première  espèce  est 
dite  transformation  (B<  )  (  '  ). 

1.  Une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux 
variables  indépendantes  dérive  d'une  transformation  (B,)  quand 
elle  possède  un  système  de  caractéristiques  du  premier  ordre  (2), 
cette  transformation  (B,  )  est  d'ailleurs  unique;  par  conséquent, 
une  suite  (L)  ne  peut  être  composée  que  d'équations  possédant 
deux  systèmes  de  caractéristiques  du  premier  ordre,  c'est-à-dire 
d'équations  de  Monge-  Ampère.  Une  équation  de  Monge-Ampère 
qui  dérive  d'une  transformation  (B,)  conservant  les  variables  indé- 
pendantes est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes/1,  s.  t  (3  )] 
considérons  donc  une  telle  équation  que  nous  écrirons  sans  res- 
treindre la  généralité 

(  e )  .  /•  -+-  (  m  -+-  \x  ) s  ■+-  m  \kt  -+-  i\I  =  o, 

en  représentant  par  m,  jjl,  IM  des  fonctions  de  .r,  r,  8,  p%  </.  les 
deux  systèmes  (G)  et  (T)  de  caractéristiques  du  premier  ordre  sont 
respectivement  définis  par  les  équations  différentielles 

dy  =  m  dx,         dy  =  u  dx. 
(e)  dérive  de  la  transformation 

!2,  =  ®(x,   V,  Z,f>.  </), 

/O®  tfcp\  /ào  „<fcp 

pi  -h  \xq  1  —      -i   -h  p  -^      —  ix     -i-    -+-  (J  — -      -4-  M  —  =  O 
r         '    ll        \dx        r  d*  I        '    \ov        '  >>z/  dp 

(')  Pour  la  théorie  générale  des  transformations  de  BScklund,  roir   ma  Thèse 
(Annales  de  V Ecole  Normale  supérieure,  3'  série,  t.  \1\.  Suppl.,   i<»"'  ). 
C1)  Annales  de  l'École  Normale  supérieure^  3(  série,  t.  XXX,   191  ;.  p.  17!. 
(:i)  Goursat,  Leçons  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 

ordre,  t.  Il,  p.    >G-  et  sui\  . 
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si  -s  sal  isfait  à  l'égalité 

d©  do 

(a)  --•-  -     m->-  -  o; 

<J</  0[> 

pour  que  cette  transformation  soii  une  transformation  (B<  )  déduite 
de  (G),  il  faut  et  il  suffit  que  le  premier  membre  de  la  seconde 
équation  (i)  satisfasse  comme  tp  (%,y,  s,  p,  q)  à  (2)  ;  en  posant, 
pour  abréger  l'écriture, 

""■'•r';'/,''/'  !-i-/'j?-,-KS+?3-M(r'-r'^'î)!  ' 

ces  conditions  s'écrivent 


(3) 


du.  du. 

-7 m  -!-   =0. 

^«7  dp 

d\\  d\\ 

m—-  =  o. 

En  exprimant  que  (s)   dérive  aussi  d'une   transformation  (H,) 
déduite  du  système  (T),  on  trouve  des  résultats  analogues,  en  par- 
ticulier, 
.  ,.  dm  dm 

(4)  -à^-^if  =  °- 

Supposons  que  m,  u,  o  satisfassent  aux  conditions  précédentes  (2), 
(3),  (4);  les  équations  (1)  définissent  une  transformation  (B|), 
z{(x,  y)  est  l'intégrale  d'une  équation  Ce,)  aux  dérivées  partielle- 
du  second  ordre,  iJ  faut  que  (s,)  soit  comme  (e)  une  équation  de 
Monge-Ampère  linéaire  en  /•,,  s,,  tK  pour  qu'il  soit  possible  de  lui 
appliquer  une  transformation  (B<)  distincte  de  (1).  Si  l'on  imagine 
les  équations  (1)  résolues  par  rapport  à  z  et  à  l'une  de  ses  dérivées 
—  p  par  exemple  — le  système  obtenu  doit  présenter  relative- 
ment ,1  z,  p.  <p  les  mêmes  particularités  que  (1)  relativement  à  ;,, 
/;,.  qK  ;  l'expression  trouvée  pour  z  doit  être  indépendante  de  (/. 
tandis  que  I  expression  de  p  doit  contenir  linéairement  cette  déri- 
vée :  il  est  facile  de  vérifier  que  ces  conditions  sont  nécessaires  et 
suffisantes. 

\un>  aurons  les  dérivées  premières  et  secondes  de  z  et  p  par 
rapport  à  q  en  dérivant  deux  fois  de   suite   les   premiers   membres 
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de  (i),  11  vient 


(5) 


et 


à®         dro   àz         à®   àp 

-*-  H - 1 L  S-  —  ç>. 

àq         àz  Oq         dp  àq 


[au.        du.  dz        du.  dp\        [ à\\         d\\   dz        o\\   Op\ 
ûrj-i 1 L  . 1 £_£!)__( 1 1 '—  )  z=  o 

\dq        dz   dq        dp  Oq  J        \  àq         dz    oq         Op    àq  j 


à*o 
dq* 


à*o     àz  à-o     àp  O-o     àz    op 

2  — \-  1  —    — h  2 ! — 

àq  àz  àq  àq  dp  àq  Oz  àp  oq   Oq 

à*v  /àz\*       à*v  /dp  y       ào  d*z        àon-r 
~°~^-  \àq)  +  <)/>*  \^q)  +  as  d~q*  ~~  àp  dq 


(<>)   [ 


9\ 


\d±z 

Làq* 


à*  \x    àz  à*  u     dp  ô*  y.    dz    àp 

2 r~    —H  2 : —    -+-  2 


àq  àz  àq  dq  Op  Oq         '  dz  Op  Oq   ôq 

à*\t./àz\*      à*u,/àp\*      dp  d*z       dp  à*p 

+  à!*  \àq)   H~  àp*  \àq)   +  dz  dq*  "*"  dp  àq* 

#H  à*H    àz  d*U    àp  0*11    Oz   dp 

dq* 


Oq  àz  àq  àq  àp  àq  dz  Op  dq   dq 

ô*H  (àz\*       à* 
àz'1   \àq  /  àp 


*\\  (dp\*       dH  à*z        àH  à*p~\ 

ip*   \àq)   "*"   à~z    dq*        dp    àq*  J 


En  tenant  eompte  de  (2)  et  (3),  les  équations  (5)  donnent 

àz 

ïq=0' 


<)p_ 

àq 


m, 


nous    allons    remplacer   dans    les    premiers  membres   de  (6)    ces 

j  .  •    .  1  1  à*p  •   , 

dérivées  par  leurs  valeurs  et  —^  par  o,  nous  avons  ainsi  les   équa- 
tions 


à*  y 

àq*  ~ 

;  à*  I  I 


2  /// 


à*  y 


Op  0(/ 

à*  ix 
>.  ni 


m- 


0-ç  à*  z 
dz  dq* 


dq* 


•1  m 


Op  <)(/ 

à*  H 

àp  0(/ 


à*<? 
dp* 

,  à*  \x         Ou.   à*  z 

O'-W 


Op-  Oz    <></ 


1)1- 


m  - 


oz    ôq* 
àh  à*z  v 


ô*z 


enfin,  en  éliminant  -  l  en  in*  ces  <I(mi\  équations,  nous  trouvons 

'  Oq  -  ' 


q\ 


>.  m 


à*  ;/ 
Op  ihj 


m 


dp* 


àjx 

ds    t  ô*  œ 

— '-  —  1  ru  m' 

à<s      dq*  <•/>  0<j 

dz 

oU 

d*w  o\\ 

im  - — : — h  m*  -  2  m  />r- 


0/>  0</ 


Ô<D        "(/ 

o~z 


op  ôq 


àp* 


) 


ss   O, 
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équation  qui  exprime  évidemment  que  la  fonction  de  x,  v,  g,  ct, 
/>,.  y,,  obtenue  en  résolvant  (i)  par  rapport  à  /;,  est  une  fonction 

linéaire  <le  q.  puisque  nous  avons  écril  mie  la  dérivée  —  est  nulle. 

La  condition  (7)  se  décompose  en  deux  autres  que  l'on  peut  mettre 
sous  la  forme 

d*  ut  d*  a  d2  u 

-—V   —  '2  m h  TU2 ~ 

B       àq* dpdg dp* 

°£ 
Oz 


d2>t>  d*<p  d*o        O-ll  f/MI  (>MI 

-— i-  —  2  ///      — { h  //12  -—7  — -  —  >.  />/ ; Y  m2  -—— 

()</  dp  iUj  dp'1         dq2  <>p  dq  dp'1 


(railleurs  de 
on  déduit 


Oz  dz 


d\x  ù\x 

dq  dp 


0'1  '!.  d2  u.        dm  du. 


dq  dp  dp2         dp    dp 


d- a  d'1  \x  dm  dix  ,  0-  x  dm   d\x        d/n  d\x 

-— -  —  m \ 1 =  m'2  — ! — h  m -*-  + - 

dq-  dp  àq         oq   Op  dp-  dp   dp         ôq    dp 

et  Ion  a  des  équations  analogues  en  remplaçant  jjl  par  <p  ou    H. 

On    peut    done    écrire    les    conditions    (8),    en    tenant    compte 
de  (4), 

d\x  dy  d\\ 

.  dm    dp  dm    dp  dm    dp 

1  ;jl  —  m  )  —  — —  =  (  ul  —  m  )  — —  -j—  =  (\x  —  m  ) 


dp     o\x  dp     0<t>  dp     o\\ 

Oz  Oz  Oz 

La  fonction  ;jl  —  m  n'est  pas   identiquement   nulle,    par   consé- 
quent il  vient 

ou 

djL         do         dH 
Op         dp         op 

(lO)  _L_  ^  _L_  _    __L_  . 

Ox         dy         OU 

dz  oz  oz 

Prenons  d'abord  le  premier  cas;  de  (9)  on  tire,  d'après  (f). 

dm 
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m  ne  dépend  que  de  x,  y,  z.  En  raisonnant  de  même  pour  la  trans- 
formation (B|)  de  (e)  déduite  du  système  (T),  on  trouve  que  u  est 
également  une  fonction  des  variables  x,  y,  z. 

Lorsque  les  expressions  de  m  et  jjl  contiennent  seulement  les 
variables  indépendantes  et  la  fonction  inconnue,  les  deux  transfor- 
mées de  (e)  peuvent  donc  être  aussi  des  équations  de  Monge- 
Ampère  ({ ):  considérons  en  particulier  (s,  ),  les  caractéristiques 
de  (si)  sont  définies  par  les  équations 

dy  =  ///  dx}  dy  =  jjl  dx, 

dans  lesquelles  z  doit  être  remplacée  par  son  expression  tirée  de  (i), 
c'est-à-dire  par  une  fonction  de  x,  y,  zl:  />,,  qh.  D'ailleurs,  si  (e) 
et  (e,)  appartiennent  à  une  suite  (L),  (£,)  présente  nécessairement 
les  mêmes  particularités  que  (s),  le  long   d'une  caractéristique   le 

rapport  -j-  ne  dépend  ni  de  pK  ni  de  qs  ;  il  ne  peut  en   être  ainsi 

que  dans  le  cas  où  m  et  |jl  sont  des  fonctions  de  x,  y  seulement. 

Un  changement  de  variables  indépendantes  qui  ne  modifie  pas. 
le  problème  dont  nous  avons  indiqué  l'énoncé  au  début  de  ce  tra- 
vail permet  alors  de  remplacer  (e)  par  une  équation  où  ne  figurent 
plus  les  dérivées  r,  t  ;  avant  de  résoudre  pour  ces  équations  la 
question  posée,  considérons  les  équations  (10)  que  nous  avons 
laissées  de  côté  dans  le  développement  qui  précède. 

/Vvec  les  équations  (2)  et  (3),  le  système  (1  o)  exprime  que  de  (1) 
on  peut  déduire  une  équation  indépendante  de  z,  p,  q,  (e)  possède 
alors  une  intégrale  intermédiaire  du  premier  ordre  dont  l'expres- 
sion  contient  une  fonction  arbitraire  :  supposons  que  du  système  {Y) 
de  caractéristiques  de  (s)  on  déduise  une  transformation  {  l>(  1,  en 
raisonnant  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  établira  que  celte 
transformation  peut  remplacer  (s)  par  une  nouvelle  équation  de 
Monge-A.mpère  si  Ton  a 

(il)  -E  =0 

dp 

ou  des  équations  analogues  à  (10).  Celle  dernière  hypothèse  doit 
être  écartée  :  (s)  posséderait  dans  ce  cas  une  seconde  intégrale 

(')  Cette  condition  est  simplement  nécessaire,  il  est    facile   de   vérifier  sur   un 

exemple  qu'elle  n'esl  |>as  suffisante. 
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intermédiaire  du  premier  ordre  dépendant  d'une  fonction  arbi- 
traire, elle  différerait  par  une  simple  transformation  de  contact  de 
l'équation 


s  =  o 


et  aucune  transformation  (B4  )  ne  permettrait  de  passer  de  cette 
équation  à  une  autre  équation  du  second  ordre. 

Remarquons  de  plus  <|ue,  si  (e)  fait  partie  d'une  suite  (L)  com- 
prenant plus  de  deux  équations  du  second  ordre,  on  peut  raisonner 
sur  une  des  équations  intermédiaires  de  la  suite  comme  nous  avons 
fail  pour  ^e)  ;  on  en  déduira  (pie  celte  équation  —  par  conséquent 
toutes  celles  de  la  suite  et  en  particulier  (s)  —  peut  être  rempla- 
cée sans  inconvénient  par  une  équation  indépendante  de  /',  t.  Le 
seul  cas  à  examiner  est  donc  celui  où  .(e)  se  transforme  en  une 
équation  (s_,  )  telle  que  le  système  (r_,)  de  caractéristiques  de 
cette  équation  qui  correspond  à  (T)  admette  deux  invariants  du 
premier  ordre. 

De  (2),  (10),  (1  1)  on  conclut 


(1-2) 


OU 


03) 


Les  équations  (12)  ne  peuvent  être  satisfaites  par  une  fonction  cp 
telle  que(i)  définisse  une  transformation  de  Backlund  ;  il  reste  donc 
seulement  à  étudier  les  équations  (i3).  ut  satisfaisant  aux  condi- 
tions (3),  (1  1),  (i3)  ne  dépend  que  de  #,  y;  nous  exprimerons  ce 
résultat  en  disant  que  le  long  d'une  caractéristique   (T)  de  (e)le 

rapport  -y-  est  une  fonction  des  variables  indépendantes.  D'après  la 

remarque  que  nous  avons  faite  un  peu  plus  haut,  (e_i)  doit  pré- 
senter des  pari  icularités  analogues  à  celles  de  (s),  les  systèmes  (C_<) 
et  (r_()  de  caractéristiques  de  (e_4)  possèdent  respectivement 
des  propriétés  analogues   à  celles  de  (F)  et  (G).   Le  long  d'une 

caractéristique  (<  I   ,  ),  le  rapport  -j-  ne  dépend  quede  x  ety\  ce  rap- 


dp 

=  0 

dy 

ÔH 

du 

àp 

dep 

Jz 

dli 

~dz 
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port  est,  d'ailleurs,  égal  à  m  ;  m  est  done  comme  ;j.  une  fonction 
de  x,  y;  on  arrive  à  la  même  conclusion  que  dans  le  cas  général. 

2.  Pour  qu'une  transformation  (B,  )  qui  ne  change  pas  les  va- 
riables indépendantes  soit  applicable  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  où  ne  figurent  ni  r  ni  t,  il  faut  et  il  suffit 
que  cette  équation  puisse  s'écrire 

04)  ».•+■  ^(v,y,  *,g)p  ■+■  N(>,jk,  z,  q)  =  o, 

c'est-à-dire  soit  obtenue  en  annulant  un  polynôme  du  premier 
degré  en  s  et  p  (•*)  ;  l'équation  précédente;  dérive  de  la  transforma- 
tion 


[dep  0<p  1 


généralement  appelée  transformation  d'imschenetsky,  du  nom  du 
géomètre  qui  l'a  d'abord  signalée;  cette  transformation  est  déduite 
du  système  (G)  de  caractéristiques  défini  par  l'équation 

dx  =  o. 

L'équation  (i4)  ne  peut  faire  partie  d'une  suit*1  (L)  que  dans  le 
cas  où  elle  dérive  également  dune  transformation  d'imschenetsky 
déduite  du  second  système  (T)  de  caractéristiques;  il  faut  donc  que 
le  premier  membre  soit  une  fonction  linéaire  de  <j  comme  de  />: 
nous  pouvons,  d'ailleurs,  supposer  que  ce  premier  membre  ne 
contient  pas  de  terme  en pq  (->  et  écrire  sans  restreindre  la  géné- 
ralité 

,    N  da  <Ki  <h 

(ê)  a'  H p  -4-   T1  (/  -+- 1 -+Y  =  0. 

V    '  0zr         >>Z   '  ÔX  Oy  ' 

a,  (3,  y  représentant  des  fonctions  «le  .r,  j  .  3. 


(')  Goursat,  Leçons  sur /es  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  or 

i.  II,  p.   >»).'>.  Voir  aussi  in,i  Thèse,  en  particulier  p.  '■.'■. 

(2)  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surf  aces  t  t    l\.  p.  \o"j  I  Ntiic.it>  M.  i 
serai  ). 
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Les  équations 

dfi  d3 

(i5)  c,  =  9  +  a(.r.  r,  3),  px  -+-  —  £  H-  JjL  +f(x,fiZ)  =  o 

définissent  la   transformation   d'Imsclienetsky   qui   correspond   si ti 
système  (C)  de  caractéristiques;  nous  les  écrirons 

(iV)  zy  =  q  -ha(a?,J,  z),  px  ■+■  -£  3,  -+-  0(a:,7,  z)  =  o, 


en  posant 


d3  d3 

Y(.r, 7,  3) -4-  ^-  —  a(a?,7,  a)~  =  H**yr*)* 


L'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  qui  définit  zx 

est 

^3         /  d«a         d*a\        de        do 

on  doit  remplacer  dans  le  premier  membre  z  et  g  par  les  valeurs 
tirées  des  équations  (i.V),  il  fautqu'après  la  substitution  ce  premier 
membre  soit  une  fonction  linéaire  de  px  pour  que  l'on  puisse 
appliquer  à    l'équation   une   transformation  d'Irnsclienetskj  autre 

que  (i5;).  Exprimons  d'abord  que  le  coefficient  ~-  de  qK  est  une 

fonction  linéaire  de  px  en  écrivant  que  la  dérivée  seconde  par 
rapport  à  px  est  nulle;  il  vient 


d3  a  (  ôz  \ 


d*$  f  dz  \  2       d*$  d*z 


dz*  \0p\  ]         Oz-   àp'\ 


0 


-— ,   — .  se  calculent  en  dérivant  la   seconde  équation  (i5'),   on 
0px      dp\  ^ 

trouve 

'd*3  dô\  dz 


=  o, 


\ôz'2  dz  ]  dpx 

/d*3  ()ïi)\/ôzV       /d23  dft\0ïz 


\dz*  "!  '    dzi]\opx]        \dz*     '   '    dz]  opi 
et,  en  combinant  avec  (16),  on  arrive  à 


Asa    d*2        ds8    de 


Si  ^  (x,  y,  z)  n'est  pas  une  fonction  linéaire  de  z,   cette  condi- 
tion exprime  qu'il  existe  entre  $(x,y,  z)  eth(x,y,  z)  une  rela- 
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tion  telle  que 

c'est  le  cas  que  nous  considérerons  d'abord. 
Les  équations  [\  5')  s'écrivent  alors 

Zi  =  q  -+■  a(^7,jK,  z),         Pi+j£[zi-*-m(v3y)]-+-  *(&,?)  =  <>: 

en  prenant  zt  -\-  m  (x,  y)  pour  fonction  inconnue  à  la  place  de  c, 
on  peut  toujours  revenir  au  cas  où  m(x,y)  est  identiquement 
nulle;  considérons  donc  la  transformation  (') 

zx  =  q  -t-ac{x,y,  z),         ^,-h  -£*,  -+-  n(x,y)  =  o. 

oz 


L'équation  qui  définit  z,  est 


il  faut  que  (s,  —  a)  — -,  -+-  - — Ç-  soit  un  polynôme  du  premier  deuré 
t        \     '  f  oz'1         oydz  r     J  ' 

enp,;  un  raisonnement  analogue  au    précédent  montre  que  cette 
expression  doit  être   une  fonction   linéaire  de  —  ;    les  coefficients 

r  Oz 

dépendant  de  x,  y,  £»,  ces  coefficients   seront  nécessairement  des 
polynômes  du  premier  degré  en  Z\. 

En  écrivant  que  les  ternies  en  zt  sont  les  mêmes  on  a,  soil 

(.8)  g _„(,,,, [a  ,,,..,,], 

soit 

(19)  nf-ï  «<■*>*>■ 

Supposons,  d'abord,  que  ,3  (x,  y,  z)  satisfasse  à  la  condition  (l8), 
d'où  l'on  tire 


(l)  Le  changement  de  fonction  inconnue  modifie  les  expressions  de  ^  {xt  > 
«M  n  (.t,y),  nous  conservons  1rs  mêmes  lettres  pour  ne   pal    multiplie*    les    loti 
lions;  dans  la  suite   nous  ferons  souvent  de  même. 


-  216  — 

il  reste  encore  à  égaler  les  termes  indépendants  de   z,  on  obtient 

ainsi 


—  a 


As*        d[x^  ""d 


=  n(^y)-£  -^S(^r); 


en  remplaçant  —  par  I  expression  trouvée  et  résolvant  par  rapport 
à  a,  il  vient 

a (.7-,  r,  ~)=  — -"  -^  ô +  //.(. r,jK)e-  "^>^+ /»(j;.  )  h 

""  /M  .r.   Y  )    Wr  ^  • 

où  //  et  k  désignent  deux  nouvelles  fonctions  de  x,  y\   nous  pren- 
drons d'ailleurs  simplement 

1  du  ,  .  ,      . 

a  (.r,  v,  z)  = — z  -+-  h(x.  y)e-u[x>y)z, 

u  u(x.y)  ôy  ' 

en  remarquant  qu'il  suffît  d'ajouter  à  z  une  fonction  convenable- 
ment choisie  de  #,  y  pour  revenir  au   cas  où   k(x,  y)    est  nulle 
sans  modifier  la  forme  des  équations  de  la  transformation. 
Kcrivons  à  nouveau  ces  équations 

i         du         ,  .         .        ,      , 
Zt=  q  -\ -r—  z  -h  h(x.  y\e  -^xty)z 

pl-h['k(x,y)  eul*>y)*-h  v(x,y)]zi-h  n(x,y)=o; 

nous  prendrons  maintenant  u  (.r,  y)  z  et  u  (#,  y)  zK    comme  fonc- 
tions inconnues  au  lieu  de  s  et  z<,  il  viendra 

*i=£-4-  h(x,y)e~z, 
/?i-h  [k(x,y)ez-+-  f>(x,y)]zt-+-  n(x,y)  =  o, 

(I Où,  pour  l'équation  qui  donne  z, 

(20)        s  4-  —[h(x,y)e-z]  +  [X(a?,^)  es-h  ^(#,7)]? 

-+-  e(  37,7)  h(x,y)  e-z-h  l(x,  y)  h(x,y)  -+-  n(x,y)  =  o. 

Nous  avons,   au   commencement  de  cette  étude,   exprimé    que 

^-a(*,r,  z)/z 

fonction  linéaire  de  --;  pour  que  (e)  appartienne  à  une  suite  (L) 
il  faut  évidemment  que  y  (#, y,  z)  -+- ,3  (./;,)',  z)  —  soit   de 

même    une    fonction    linéaire    de   —    ou,    daines    les    valeurs    de 

dz  l 


Û(^,7,  s)--c'est-à-di>e  y(^,y,  5)+£  —  a(^,.7>  z)j;  -  -  est  une 
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y.(x,y,  z),  j3  (x,  y,  3),  y(.r,y,  3)  données  pur  l'écjuation   précé- 
dente, que 

vh  e~z-h  AA  +  /1 —  ez  —  —  z  -4-  (  A  ez  -h  vz  )  h.  e~z 

ôy  Oy  > 

soit    une    fonction    linéaire    de    e~z.    On    déduit     immédiatement 
de  là 

—  =0.  vh  =  o,  —  —  o  : 

ty  <>y 

ces  conditions  entraînent 

X  =  X(iT),  V  =  o. 

L'équation  (  20  )  est  l'équation  de  Moutard 

(ai)  s  -4-  -7—  (7*  e~z)  -«-  -r-(X  ez )  -+-  XA  +  «  =  o. 

3.    Passons   maintenant   à   l'examen    de    la   condition    (10)   dont 
nous  tirons 

(aa)  $(x,y,  z)  =  u(x,  y)z-  -+-  v(x,r)z, 

en  observant  que,  d'après  la  forme  de  (  s),  a  et  [3  peuvent  toujours 
être  modifiées  par  l'addition  d'une  fonction  quelconque  de  ./•,  y  si 
y  est  également  modifiée  d'une  manière  correspondante.  Remar- 
quons encore  que  nous  devons  supposer  dans  (22)  u  (a?,  y)  non 
identiquement  nulle;  l'hypothèse  que  $(x,y,  z)  soit  une  fonction 
linéaire  de  z  a  été  écartée  au  débul  et  sera  étudiée  dans  le  para- 
graphe suivant. 

Le  raisonnement  qui  nous  a  permis  de  déterminer  ai./\  y,  z) 

en   écrivant   que    - — ■ \-{z{  —  a)  — -    e>i    une    lonetion    linéaire 

1         dydz       x    '  <>z- 

de  -^subsiste  et  montre  que  l'on  peut  écrire 

*(.r,y,  z)  =  h(x,y)z  +  k(xt  y). 

Les  équations  de  la  transformation  d'Imschenetskj  ><>ni 
z\  =  <7  h-  //  c  1  /. ,         /'1  ;    >  u  zz)  (- f^i -1-/1  =  0 

ou  plus  simplement 

1  a 3  1  x  1  s=  y  -h  hz  -+-  A",         /'  1  - t    ).«;;,+  «  =•  o, 

si  l'on  ajoute  à  ^  I ;i  Ion  cl  1011    —  ■ 
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Développons  l'équation  à  Laquelle  satisfait  z(.r,  y),  de  (23),  on 
tire  en  dérivant  et  éliminant 

,  .    .       /      »        àh\  àk 

(  >.\  )       s  -+-  hp  -h  2  w-z  </  -h  a  un  z'1  -h     -2  //A-  -h  — -     a  +  fl+r=o; 

La  seconde  transformation  d'Tmschenetsky  applicable  à  (24)  est 
définie  par  les  équations 


du 


i   n    {-r-  /ip  -T-  {  -nth )  z-  -\-  (  2  uk  H ;h h  /i  =  o 

(  \  G>r/  V  <^/  0# 

que  nous  écrirons 

,    ...  .  ,  /'    .        àu\ 

(2^)       ^_!  =/>  H-  W£2,  <7_i  -+-  Il  3_i  +   I   £/// \Z%-\-  [LZ  -+- 

en  posant,  pour  abréger, 

on  déduit  de  là  l'équation  en  z_K 

dh  /    ,        àu\ 

(  2b  )      S_i-h  /iyO-i  -+-  y  5_,  H-  2  I  ll/l —  JZZ-{ 


d:r  dy  / 


(  <j   i-\-  nz   i  -i-  \x  z  -h  a  ) 


m/j 

ày 

•xu  dit.         da 

~  — — àTc  {l->  +  **-■  +  l"  +  •> +  *  Tx  +  to  +  ■"-'  =  °' 

MAI  —    -— 

dy 

à  condition  de  remplacer,  partout  où  il  se  présente,  le  carré  z'1  par 

h                             !7-i-+-  hz-i-h  iiz-ha    .    ,     ,    ,  j     ,         ..•/£"% 

1  expression —  - s tirée  de  la  secondeequation  (20  ). 

Il  reste  à  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  r  et  à  porter  la 
valeur  trouvée  dans  le  premier  membre  de  (26),  on  voit  immédia- 
tement que  ce  premier  membie  ne  sera  jamais  du  premier  degré 
en  g_  , ,  à  moins  que  la  fonction  u(x,y)  ne  soit  identiquement 
nulle,  c'est-à-dire  à  moins  que  fi  (x,  y,  z)  ne  soit  une  fonction 
linéaire  de  s,  cas  que  nous  avons  laissé  de  enté  et  que  nous  allons 
examiner  maintenant. 
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4.  Si  p(x,y,  z)  est  une  fonction  linéaire  de  ;,  (e)  peut  s'écrire 
en  faisant  un  changement  de  notations 

<)y.  dct 

en  remplaçant  z  par  p  (#,  y)z,   p  (#,  y)  satisfaisant  à 

do 

on  revient  au  cas  où  l'équation  ne  contient  pas  de  terme   en  q\ 
nous  écrirons  donc  maintenant 

(e)  ,  +  3_|,  +  T+__o 

et  nous  considérerons   les  équations 

(27)  *,  =  7  +  «(37,^,2),         /?!-h  y(x,y,  z)  =  o 

de  la  transformation  d'Imschenelsky  qui  fait  correspondre  (e)  à 

dy  à'( 

Si+-L+Ul-aU  =  o, 
ày  àz 

où  z  doit  être  remplacée  par  la  valeur  que  fournit  la  seconde  équa- 
tion (27). 

Le  raisonnement  du  n°  2  prouverait  que  -p  +  (c,  —  a)  — ;   doit 
être  une  fonction  linéaire  de  y;  on  a  d'abord 

(-l  =  u(x,y)[y(x,y,  z)  —  \<[  x.y  |] 
ou 

_  =  ,*(*,  vV 

y^.r,  )-,  »■)  est  donc  égale   soit  à   a  ^.r.rW"v  '  •  °:    -e,./.  1    .   soil 
à  u  (a?,  y)*  H-  v(x,  y\  où  //,  c,   a   désignent    des   fonctions    des 
variables  indépendantes. 
Posons  d'abord 

Vi  ./-,.)-.  2  .       /.t./,.»  ie*  »,J      hi     1   .»    . 

dv  ''v         ■  1  1  1 

puis  écrivons  que    '  — a       est  identique  a  un  noiuionn    du  pre- 
1  1       oy  <>z  '  '  ' 

XL[.  1  5 
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mier  degré  en  y,  on  i  ire  de  là 

,  i   du 

u    ày       ■  J  ! 

En  remarquant  qu'il  suffit  d'ajouter  à  z  el  r,  des  fonctions  con- 
venables de  /',  r  el  de  modifier  les  expressions  de  h  cl  A  pour 
revenir  au  cas  où  v  et  w  sont  identiquement  nulles,  nous  avons  la 
transformation 

I    au '.  . 

z,  =  a  -\ z  -t-  h  e~az,  p,  -+-  A  eu~  =  o 

*        a  Oy 

qui  conduit  à  l'équation 

(28)     5 -h  (  -  t hue-uz)p-h  (- h-r-z)  e'uz-t-\euz-i —  ^  =  o. 

\u  ày  )  \àx  àx    1  àx  ày 

La  seconde  transformation  d'Imschenetsky,  applicable  à  (28), 
est 

,      v  /i  au       ,  \  (àh        .  du    \  .  d^loçu 

(29)     z   i  —  p,      <7 - 1  -f-  (  — r hue  uz  )  z  .,-+-     — -.—  h—-z  )  e~uz ^-Aeuz-\ : — 7—2  = 

7  '       J  \u  dy  I  \àx  ôx    J  àx  ày 

Ecrivons  l'équation  à  laquelle  satisfait  z_{ 

(3o)  5_!+  (-  —  —  hue-uz)p-i-h  A(x,y,z-i,q_i)  =  o 

et  exprimons  que  le  coefficient  de  p_ ,  est  linéaire  en  7^1,   c'est-à- 
dire  que 

d*(e   "z)  r       à^-z  l    àz   \*~\ 


les  dérivées  de  z  étant  obtenues  en  dérivant  le  premier  membre  de 
la  deuxième  équation  (?y),  il  vient  ainsi 

r,    .  .      du  ,  /      dh       ,  àu\  0"-  logwl  ')'2~" 

A  M2  e-«a  .'.,-r/iM    —  5  e-"  2  -t-  A  u    euz  —  (  M hft—     e-"-  H ; —     — r 

ox  \      àx  àx  )  àx  ày   \<)<ji 

h  u  ■  r-"zz-i  -~  Iiu1  —z  e~uz—  Xw2  euz-\-  [  u* h  iuh  —     c-"~       

àx  \      àx  àx )  J  \()<j-xj 

En  combinant  les  deux  dernières  équations,  on  trouve 

.     .  à(uh)  à2  lo£  u 

2  /  u*  e,lz  ~iu  — - — -  e~uz  -+-  u  — — £—  =  o, 
àx  àx  ày 

condition  qui  ne  saura  il  être  satisfaite  sans  que  l'on  eût 

il  A  —  O, 
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or  aucune  des  fonctions  m,  a  ne  peut  être  identiquement  nulle  ;  il 
faut  donc  que  dans  (3o)  le  coefficient  de  n  <  ne  contienne  pas  de 
terme  en  e~uz1  ce  qui  exige 

h  =o. 

Les  équations  de  la  transformation  s'écrivent  simplement 

i   Ou  .  dt\oa  u 

et  l'équation  qui  donne  g_,   est 

i   dw  t?2  \o%u 

u  ôy  dx  ôy 

/    .  .  d^           dX  \       _  ,    ^3  log  /. 

\         '  (te ~        ôx  /                ôx-  ôy 

Un  calcul  déjà  fait  plusieurs  fois  prouve  que  cette  dernière  équa- 
tion n'est  pas  bilinéaire  en  p__ , ,  g  ,,  à  moins  que  u  ne  soit  une 
fonction  de  la  seule  variable  y,  il  n'y  a  d'ailleurs  pas  d'inconvé- 
nient à  supposer  cette  fonction  égale  à  l'unité,  l'équation  (3i)  prend 
la  forme  simple 


i   < 


!/, 


^-^^---^ 


Appliquons-lui  la  transformation  qui  a  pour  équations 

i   <>X  log 

■>  t~  z  '  •        '/  - _i"  "j — r 


i     _       '  î   <>X  ()-2  logX 


d'où 

d2  logX  c)3  logX 

il  est  facile  de  vérifier  qu'après  substitution  à  z  ( ,  p  (  des  valeurs 
tirées  de  (.)■>),  nous  trouvons  une  équation  qui  n'esl  pas  bilinéaire 
en  p_2i  q_2  à  moins  que 

àxdy 

égalité  qui  exprime  que 


=  o, 


X  \l.r       \        l 

L'équation  [  28  )  est  alors 

s      \v  1  !*  =  0 
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ou  en  faisan I  un  changement  simple  de  fonction  inconnue 

(33)  5  -+-  ez  =  o, 

<>u  peut  transformer  cette  équation  en  posant 

zx  =  q         ou         z-i  =  />. 

r. ,  et  3_|   satisfont  aux  équations 

(34)  «1  =  ^1^1,        s-i  =■•  s-i^-i, 

qui  possèdent  lune  et  l'autre  une  intégrale  intermédiaire  du  pre- 
mier ordre  dépendant  d'une  fonction  arbitraire. 

o.    Supposons  enfin 

u  désignant  une  fonction  non  identiquement  nulle  ;    si   nous  éga- 

i  ày  dy  ,  ,  -,  , 

Ions  y ot  -r1  a  un  polynôme  du  premier  degré  en  y,  nous  trou- 
vons que  a  est  comme  y  une  fonction  linéaire  de  g,  les  équations  (27) 
définissent  une  transformation  de  Laplace. 

Quand  y  ne  dépend  pas  de  g,  on  ne  peut  déterminer  a  par  la 
méthode  précédente;  il  serait  aisé  de  recommencer  des  raisonne- 
ments et  des  calculs  analogues  à  ceux  qui  ont  fourni  les  résultats 
antérieurs,   mais  nous  indiquerons  une  solution  plus  rapide. 

Les  équations  (27)  montrent  que  le  système  (T)  de  caractéris- 
tiques de  l'équation  (s)  admet  deux  invariants  du  premier  ordre  r 

et  g  -r  a  -f-  /  yc/x  :  désignons  par  y  (#,  y,  g,  /?)  une  fonction  telle 
que 

(35)  z-i=  y_(x,y,  z,p) 

^>it  l'une  des  équations  de  la  transformation  (13,)  applicable 
à  (e)  et  par  (e_i)  l'équation  (\y\  second  ordre  à  laquelle  >n tis- 
l.nt  3_,.  S'il  n'existe  p;is  deux  combinaisons  intégrables  des 
équations  différentielles  du  système  (C_,)  des  caractéristiques 
de  (e_i)  qui  correspond  à  (G),  on  peut  répéter  pour  (e_i)  ce  que 
non-  avons  dil  dans  les  cas  déjà  étudiés;  on  trouve  que  cette  équation 
;i  I  une  de<  formes  indiquées  précédemment. 

Il  reste  donc  seulement  à  examiner  le  cas  où  |  (\   , )  possède  deux 
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invariants  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  où  (C)  possède,  outre 
l'invariant  r,  un  invariant  du  second  ordre,  (T)  possédant  deux 
invariants  du  premier  ordre,  (s)  est  nécessairement  une  des  équa- 
tions obtenues  par  M.  Goursat  dans  un  Mémoire  ('  )  où  il  s'est  pro- 
posé de  rechercher  quelques  équations  intégrables  par  la  méthode 
de  M.  Darhoux.  Parmi  ces  équations,  les  seules  qui  satisfassent 
aux  conditions  que  nous  venons  d'énoncer,  sans  appartenir  à  l'une 
des  catégories  déjà  signalées  dans  le  présent  travail  portent  les 
n°s  VI  et  VIII,  d'ailleurs  la  fonction  arbitraire  (pie  M.  Goursal 
désigne  par  la  lettre  f  doit  être  linéaire  par  rapport  à  s  pour 
que  l'on  puisse  appliquer  aux  équations  correspondantes  une  trans- 
formation d'Jmschenetskj  définie  par  une  équation  telle  que  (33  >. 
On  trouve  ainsi,  X0(.r)  et  \i(x)  représentant  des  fonctions 
quelconques  de  x,  les  équations 

s\z  —\X(X)\  -pq  -  q  —  =  o. 

s\  X0(#)    •    r\  -    p     h      -fy  -  o, 
qui  s'écrivent  simplement 
(  36  )  sz  —  pq  —  q  =  o. 

(37;  (a?  h  y)s  —  p  =  o, 

si  l'on  prend  pour  fonction  inconnue  z  —  \,  au  lieu  de   3  et    pour 
première  variable  indépendante  \„  au  heu  de  de  ./  <  -  i. 
La  transformation 

zï  =  - 

</ 
permet  de  passer  de  (36  )  à 

qui   nmi   diffère   que    par   la    permutation   des   variables    indépen- 


(')    ihnales  <!<•  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulou  rie,  1.  t.  1899,  p.  ;i 

Voir,  en  pari  iculier,  p.  67. 

(-)  Si  \0  était  une  constante,  !<■>  «i  |  uii  1 1  «  »  n  -^  considérées  seraient  intégrables  par 
la  méthode  de  Monge  ;  chacun  des  systèmes  de  caractéristiques  possédant  deux 
invariants  du  premier  ordre,  on  ne  pourrait  leur  appliquer  aucune  transforma- 
tion (15,). 
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dantes  ;  de  même  la  transformation 

3j  —  i  ./•    t    y)q        z 
remplace  (3-)  par 

(SB    h   }    l*|    -  ^i  =  <>; 

il  est  impossible  de  poursuivre. 

6.  En  résumé,  exception  faite  pour  les  équations  (36),  (3^), 
(33\  (34)crui  appartiennent  à  des  suites  (L)  composées  de  deux 
ou  trois  équations  (  '  ),  les  seules  équations  qui  puissent  engendrer 
une  suite  (L)  sont,  avec  les  équations  linéaires,  les  équations  de 
Moutard;  nous  ne  nous  occuperons  pas  des  équations  linéaires 
qui  ont  fait  l'objet  d'un  grand  nombre  de  travaux,  nous  rappelle- 
rons seulement  comment  on  déduit  d'une  équation  de  Moutard 
une  suite  (L)  analogue  à  la  suite  d'équations  linéaires  obtenue  par 
l'application  répétée  de  la  transformation  de  Laplace,  le  calcul 
n'offre  aucune  difficulté,  nous  nous  contenterons  d'un  raisonne- 
ment fondé  sur  la  théorie  générale  des  transformations  de  Bàck- 
lund  (-)  qui  nous  fournira  l'occasion  d'une  remarque  intéres- 
sante. 

Reprenons  l'équation  (21)  que  nous  pouvons  écrire,  pour 
abréger, 

d    . .         .  àl        àa 

(11)  s  -+-  -j-(he-z)  -4-  ezq  -+- =  o, 

dx  À        ày        àx 

en  représentant   par  a,    /  des  fonctions  de  .r,  y    et    en    prenant 
z  -h  logX  comme  fonction  inconnue  à  la  place  de  z. 
La  transformation 

f    d£  t  .  1   dl 

Ç  àx       r  f  £  ày 

établit  une  correspondance  entre  les  intégrales  de  (?.  1')  et  les  inté- 
grales de  l'équation  linéaire 

(39)       - — - a- ___+/)  -JL  +     _  _ \-h-hal)£  =  o, 

Ox  Oy  ôx        \n  àx         /  dy  h  àx        àx  ) 


(  '  )  Les  deux  cas  particuliers  du  paragraphe  précédent  ont  été  omis  dans  la  Note 
déjà  citée  des  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences. 
(-)  Voir  en  particulier,  dans  ma   Thèse,  les  n0H  7  et  8. 
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la  fonction 

satisfait  à  une  équation  Linéaire 

Dans  ce  qui  suit  il  sera  commode  de  distinguer  les  deux  systèmes 
de  caractéristiques  des  équations  que  nous  étudierons  en  indiquant 
entre  parenthèses  la  variable  indépendante  qui  conserxe  une  valeur 
constante   le   long  des  caractéristiques  du  système  considéré. 

L'équation  (4°)  dérive  de  (3o,)  par  une  transformation  (B,  l 
déduite  du  système  (#),  tandis  que  (21')  dérive  de  la  même  équa- 
tion par  une  transformation  (B2)  également  déduite  de  ce  système  ; 
de  plus,  toutes  les  intégrales  de  (39)  qui  correspondent  à  une  inté- 
grale de  (21')  peuvent  être  obtenues  en  multipliant  lune  d'entre 
elles  par  une  constante  quelconque  ou,  pour  employer  la  termino- 
logie de  la  théorie  des  groupes,  en  appliquant  à  l'une  d'entre  elles 
les  transformations  du  groupe  engendré  par  la  transformation  infi- 
nitésimale de  contact  dont  la  fonction  caractéristique  est  Ç.  \  cette 
transformation  infinitésimale  de  contact  correspond  pour  ( /jo)  la 
transformation  Ç,  qui  laisse  (4°)  invariante. 

Les  équations  (21')  et  (4°)?  qui  dérivent  de  (3g)  par  des  trans- 
formations de  Bàcklund  de  première  et  de  seconde  espèce  déduites 
du  même  système  de  caractéristiques,  se  changent  l'une  en  l'autre 
par  une  transformation  (\U)  •  à  une  intégrale  de  (  }o)  correspond  une 
intégrale  de  (21'),  tandis  qu'à  une  intégrale  de  (21')  correspondent 
oo1  intégrales  de  (4°)-  ljes  intégrales  de  cette  équation  qui  corres- 
pondent à  une  intégrale  de  (21')  peuvent  être  obtenues  par  l'appli- 
cation des  transformations  du  groupe  engendré  par  la  transforma- 
tion Ç<  ;  (21')  dérive  doue  de  (4o),  comme  de  (3<)),  par  une 
transformation  (B2),  mais  cette  transformation  est  déduite  du  sys 
tènie  (y)  de  caractéristiques  de  (  [o),  tandis  que  la  transfor- 
mation (38)  est  déduite  du  système  1  v)  de  caractéristiques 
de  (3g). 

Imaginons  que  l'on  ait  l  rouvé 
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en  appliquant  à  (4°)  ';l  transformation  de  Moutard  (  '  )  déduite  du 
système  (.r),  les  équations  (ai')  et  (4 1)  dérivent  de  (  Jo)  par  des 
1 1  ansformal  ions  ^  l>j  I  déduites  Tu  ne  du  système  (./•),  l'autre  du  sy  s 
tème  (y)  de  caractéristiques;  de  plus,  les  intégrales  de  (4°)  qui 
correspondenl  à  une  intégrale  quelconque  d<-  (21')  ou  de  (41)  sont 
obtenues  à  l'aide  du  même  groupe  de  transformations  de  con- 
tacl  (a),  on  en  conclut  que  (21')  cl  (/\i)  sont  transformées  l'une  de 
l'autre  par  une  transformation  (B,)  :  on  pourrait  évidemment  con- 
tinuer en  considérant  la  suite  de  Laplace  engendrée  par  l'équa- 
tion (  .h)). 

7.  Le  raisonnement  précédent  est  un  peu  long,  mais  nous 
remarquerons  qu'il  pourrait  être  répété  si,  au  lieu  de  la  transforma- 
tion (38),  nous  avions  une  autre  transformation  (B2),  la  transfor- 
mation infinitésimale  Ç  se  trouvant  remplacée  par  une  autre 
transformation  infinitésimale  de  contact  qui  laisse  (3o,)  inva- 
riante. 

En  général  l'équation  linéaire  (39)  n'admet  que  les  transforma- 
tions infinitésimales  de  contact  qui  ont  1  et  Ç  pour  fonctions 
caractéristiques  ;  à  ces  transformations  de  contact  correspondent 
les  transformations  de  Lucien  Lévy  et  de  Moutard  :  la  première 
remplace  l'équation  donnée  par  une  équation  également  linéaire, 
la  seconde  vient  d'être  étudiée. 

Lie  a  déterminé  toutes  les  équations  linéaires  qui  restent  inva- 
riantes pour  des  transformations  infinitésimales  de  contact  autres 
que  les  précédentes  (3),  par  exemple  l'équation 

(42)  ^__hY(^)-p-  +  C  =  o 

dx  dy  w     dy 

et  toutes  celles  de  la  suite  de  Laplace  qu'elle  engendre  admettent 
le  groupe  des  translations  parallèles  à  Ox.  De  cette  dernière  équa- 


(')  Quels  que  soient  tes  coefficients,  uoe  équation  linéaire  peut  toujours  être 
écrite  sous  une  forme  semblable  à  celle  de  (3<))  :  «,,  hu  /,  ayant  été  ainsi  déter- 
minés, une  transformation  analogue  à  (38)  change  (/jo)  en  (41)- 

1  Dans  le  n°  8  de  ma  Thèse  j'ai  considéré  le  cas  d'une  équation  de  Monge- 
Impère  qui  ne  contient  p;is  z\  le  résultat  subsiste  évidemment  pour  une  équation 
invariante  ri  lativement  à  une  transformation  infinitésimale  de  contact  quel- 
conque. 

(3)  Archiv  for  Mathemutik  og  Naturvldeiisl.ah.,    t.  NT,   1881,  p.  238. 
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ti on  dérive  par  une  transformation  (  B2)  une  équation   de  Monge- 
\mpère  dont  chaque  intégrale  correspond  à  x1  intégrales  de  (  4 
déduites  de  Tune  quelconque  d'entre  elles  au  moyen  de  translations 

parallèles  à  Ox  ;  en  appliquant  une  transformation  analogue  à  cha- 
cune des  équations  de  la  suite  de  La  place  précédenle  on  a  une 
suite  (L),  mais  les  variables  indépendantes  ne  sont  plus  conser- 
vées :  pour  établir  ce  résultat,  il  suffirait  de  répéter  le  raisonne- 
ment du  dernier  paragraphe  eu  substituant  à  la  transformation  infi- 

nitésimale  Z  la  transformation  -r^-» 

Ox 

J'ai  indiqué  (')  la  forme  des  équations  transformées  de  (42) par 
la  méthode  qui  vient  d'être  expliquée,  les  résultats  que  j'ai  obtenus 
ne  laissent  d'ailleurs  pas  d'être  un  peu  compliqués  ;  en  recher- 
chant toutes  les  équations  transformées  des  équations  linéaires 
signalées  par  Lie  à  l'aide  de  transformations  (B2)  correspondant 
aux  transformations  infinitésimales  de  contact  particulières  qui 
laissent  ces  équations  linéaires  invariantes,  on  trouverait  de  même 
des  équations  qui  engendrent  des  suites  (L)  :  rien  ne  prouve,  du 
reste,  qu'il  n'existe  pas  d'autres  moyens  de  former  de  telles 
suites.     • 

Dans  un  Mémoire  récent  (2),  M"''  Louise  Petrén  remarque  {'■'') 
que  «  les  transformations  d'imschenetsky  sont  très  peu  mention- 
nées dans  la  littérature  »  et  estime  qu'elles  «  méritent  d'être  exa- 
minées de  plus  près  »  ;  l'omission  que  constate  M"*'  Petrén  s'ex- 
plique aisément  :  en  dehors  des  équations  de  Moutard  dont  la 
théorie  se  ramène  immédiatement  à  celle  des  équations  linéaires 
et  de  quelques  équations  particulières  qu'il  est  facile  d'étudier 
directement,  la  transformation  d'imschenetsky  ne  rend  que  des 
services  limités,  puisqu'il  est,  en  général,  impossible  de  poursuivre 
en  appliquant  une  méthode  semblable  à  celle   qui   a   été    indiquée 


(')  C.  R.  Acacl.  Se,   >7  juin  1904. 

(-)  Extension  <le  la  méthode  de  Laplace  aux  équations 

ri        I  n 


I  =  0 


{Lundi  Université ts  Arsskri/t.,  N.  F.  Vfd.  2,  l>d.  VII    Nr  3,  191 1). 

(a  )    Page  5,   note     1. 
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par  La  place  dans  le  cas  des  .équations  linéaires,  l'attention  ne  s'esl 
donc  pas  trouvée  appelée  sur  ia  transformation  découverte  par 
[mschenetsky,  et,  sans  approfondir  la  question,  1rs  géomètres  ont 
été  amenés  à  considérer  comme  vraisemblable  que  l'étude  détaillée 
de  cette  transformation  ne  saurait  présenter  un  très  grand  intérêt. 


SUR  LES  SIMPLIFICATIONS  DU   POTENTIEL  ÉLASTIQUE 
DUES  A  LA  SYMÉTRIE  CRISTALLINE; 

l'wi    M.    R.   Garnier. 


1.  Soient  2  un  système  élastique  homogène  et  /  son  potentiel 
élastique.  On  sait  que  toute  symétrie  dans  la  molécule  de  2  (symé- 
trie cristalline)  entraîne  une  simplification  dans  la  forme  de  f  : 
c'est  ainsi  qu'aux  différents  groupements  cristallins  correspondent 
i  i  formes  possibles  pour  y.  Inversement,  si  l'on  propose  de  recher- 
clier  a  priori  les  différents  types  de  symétrie  moléculaire  suscep- 
tibles de  produire  des  simplifications  dans  la  forme  de  /,  on 
retrouve  précisément  les  types  de  symétrie  cristalline  connus, 
ainsi  que  les  formes  correspondantes  du  potentiel.  Cette  belle  réci- 
proque est  due  à  M.  C.  Somigliana  qui  l'a  obtenue  (')  par  une 
méthode  analytique.  Dans  cette  Note,  je  me  propose  d'établir  celte 
réciproque  par  des  considérations  géométriques. 

2.  Soient  Ox,  Oy,  Os  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 
ds2  et  ds\  le  carré  de  l'élément  linéaire  de  S  avant  et  après  la  défor- 
mation infiniment  petite  subie  par  2;  on  a 

ds\  —  ds-  =  'isi  dx'-h  2E2  dy2-+-  2£3  dz* 

-h  2  Yi  dy  dz  -h  2  Yj  dz  dx  -+-  2*^3  dx  dy. 

Le  potentiel  élastique/,   forme  quadratique  des  six  composante*, 
de   la  déformation  £,,  £2,  e3,  y,,  y2,  v3,  dépend  dans  le  cas  le  plus 

(')  Rend,  délia  H.     [ce.  dei  Lincei,  b"  série,  i.  III.  1894,  i"  semestre,  p. 
el  i.  I\.  1895,   1     semestre,  p.  25;  Ann.  di  Mat.,  3°  série,  t.  VII,  190a,  p.  129. 
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général  de  ai    coefficients  distincts.    Supposons    que  la   molécule 

de  S  se  reproduise  par  une  rotation  w  ,  d'amplitude  b,  autour  d'un 
axe  donné,  et  examinons  la  réduction  correspondante  subie  par^'. 
Prenons  Ox  comme  direction  de  Taxe  rie  rotation,  et  accentuons 
toutes  les  quantités  relatives  à  la  molécule  de  £  après  la  rotation  ; 
nous  aurons  d'abord 

dx'  =  cos  0  dx  —  sin  0  dy, 

dy'  =  sin  0  dx  -+-  rosO  dy, 
dz'  =  dz. 

Ecrivons  d'abord  l'identité 

ds\i  —  ds^=  ds\  —  ds*; 

il  en  résulte  immédiatement  s.i  =  £:}.  De  plus,  dans  le  plan  xO)\ 
le  point  M'7  de  coordonnées*',,  y'2î  se  déduira  du  point  M(v<,y2) 
par  une  rotation  de  9  autour  de  l'origine;  enfin,  d'après  la  théorie 
des  coniques  on  a  Ç'=  Ç,  en  posant 


Ç'=e;t  -t- e'2  et  b  =  eiH-£2, 


et,  dans  le  plan  xOy,  le  point  N'  de  coordonnées  S'=eJ —  etJ 
y|'=  yj  se  déduira  du  point  N(£  =  £(  —  e2,  ?\  =  Ys)  par  une  rota- 
tion de  —  28  autour  de  l'origine.  Or  on  peut  évidemment  écrire 
le  potentiel  élastique  sous  la  forme 

(1)  /=  (5,  ïj)2  -h(yi,  Y2)î-MÇ,  £3)2 

4-  (yi,  ys)  (Ç,  -a)  ■+■  (Ç,  £3  )(?,  ïj)  +  (?,  ïj)(Yi,  Y2), 

en  désignant  par  (m,  e)2  une  forme  quadratique  en  //.  c  et 
par  (m,  ^)(mi,  V\)  une  forme  bilinéaire  aux  variables  //,  c  //,,  e,  ; 

et,  si /*  reste  invariant  par  rotation  u) ,  il  doit  en  être  de  même  des 

six  formes  qui  figurent  dans  (1).  Ainsi,  la  conique 

devant  se  reproduire  en  elle-même  par  o>  ,  est   nécessairement  un 

cercle,  sauf  si  — a9=  — Â- ou  ô  =  — ■  De  même,  la  conique 

>  1 

(Yi,Yi)i=  » 
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esl   un  cercle,  à  moins  qu'on   n'ait   '»'j-:).h  ou  8  =  kiz.   Enfin, 
aucune  condition  n'est  imposée  à  la  conique 


;)    =    . 


Envisageons  maintenanl  les  formes  bilinéaires  (yf,  v2  >(Ç,  es)  et 
(Ç,  £s)(ç,  t\  );  si  leurs  coefficients  ne  sont  pas  identiquement  nuls, 
les  équations 


(TfiiYs  »>:,£;,)-! 


et 


(Ç,«»)'(fctï)=i 


(^où  Z  el  £3  sont  considérées  comme  des  constantes)  représentent 
deux  droites;  mais  ces  droites  ne  peuvent  se  reproduire  par  une 
rotation  non  identiquement  nulle  sauf,  pour  la  seconde,  si  l'on 
a   8  =  ktz.   Reste  enfin    la   forme    (supposée    non    identiquement 

nulle  ) 


(2) 


(^•n)(ï«,  Y*)  — (aYi  +  *Y»)'î  +  (cYi+  ^Yî)riî 


prenons  pour  M  et  N  deux  points  du    cercle   trigonométrique  T: 
lorsque  M  décrit  F,  le  point  P,  de  coordonnées 


(3) 


décrit  une  ellipse  A,  de  centre  O.  Or  quand  M  varie,  les 
point   M  et  M'  décrivent  deux  divisions  homographiques  sur  T,  de 

même  P  et  P'  sur  A.   Choisissons  N  de  telle  sorte  que  PON  soit 

droit;  l'angle  P'ON'  devra  être  droit  el  l'on  aura 

POP'  =  NON'  =  — 26; 

mais  ceci  exige  que  les  rayons  doubles  des  faisceaux  homogra- 
phiques  OP  et  OP'  coïncident  avec  les  droites  isotropes  issues 
de  O;  la  conique  A  est  donc  un  cercle  de  rayon  R  et  Ton  a 


d'où 
et 

(  )n  aura   donc 


c  -+-  di  =  ei(a  -+-  bi)         ( e  =  db  1  ), 
c—  —  zb,         d  =  sa 

POP'  =  eO. 

sO  =  —  2  0  -h  1  k  71 
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d'où,  en  supposant  to  ^  o, 

e  =  h-  i         et        0  =  — -—  • 

Réciproquement,     s'il     en     est    ainsi,     l'expression     (2),     égale 

à  RcosPON,  est  évidemment  invariante  par  la  rotation  a>  qui  vient 
d'être  définie. 

3.  De  tout  ce  qui  précède  résulte  immédiatement  la  conséquence 
suivante  : 

Si  le  potentiel  élastique  f  est  invariant  par  une  rotation  tu  , 
d'amplitude  G,  autour  d'un  axe  0,  ou  bien  on  a 

n 

avec  n  =  1 ,  2,  3,  4?  ou  bien  ,/est  invariant  quel  que   soit  8;   dans 
ce  dernier  cas  0  s'appelle  un  <7#e  d'isotropic . 

Nous  indiquerons  plus  loin  (n°5)  les  formes  correspondantes 
du  potentiel  que  nous  désignerons  par  y„(Ai=2,  .'».  ji  on  /x 
(pour  le  cas  de  l'axe  d'isolropie). 


4.  Nous  allons  rechercher  maintenant  tous  les  groupes  de  rota- 

->  — >       — v 

tion  G  formés  par  les  rotations  co  définies  au  n°  3.  Soient  w  el  0/ 

deux  rotations   autour  de   deux  axes   OA  et  OA',  le   produit    des 

deux  rotations  successives  co  et  (o'  est  une  rotation  tù*  dont 
l'axe  OA''  et  l'amplitude  0"  se  déterminent  de  la  façon  suivante  '• 
appelons  A,  A;,  A"  les  traces  des  axes  de  rotation  (  dirigés)  sur  une 

sphère  a-  de  centre  O  ;  le  triangle  \  V  V  ;<  pour  angles  A    \  \  =- 

0'  0" 

•1  a 

H   résulte  immédiatement  de    la    construction    précédente    que 

si  OA  et  OA' sont  deux  axes  d'isotropie,  il  en  est   de  même   d'un 

axe  quelconque  OA"  issu  de  O;  dans  ce  cas  -  esl   dil    isotrope   el 

nous  désignerons  son  potentiel  par  /". 

Supposons  maintenant  que  S  possède  un  seul  axe  d'isolropie  O  \  ; 

et  soit  OA;  un  axe  d'ordre  n(«=  2,  3,   [).  Dans  le  in. mule    \A   \ 

I  angle    V  est   constant,    l'angle   en     \    esl    variable,    tandis  que 
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1  angle  en  \  ,  qui  ne  peut  varier  par  continuité,  est  nécessairement 
constant.  Le  grand  cercle  .VA",  coupant  sous  un  angle  constant 
les  grands  cercles  issus  de  A,  les  rencontre  nécessairement  à  angle 
droit;  par  suite,  les  angles  en  A'  et  A"  sont  droits,  ainsi  <j ne  les 
côtés  A  V  et  VA'.  Le  corps  2  possède  donc  un  axe  d'isotropie  OA 
orthogonal  à  une  infinité  d'axes  d'ordre  a;  et,  évidemment,  il  ne 
peut  posséder  d'autres  axes  de  symétrie.  Nous  désignerons  par/J 
la  forme  correspondante  dey. 

Supposons  enfin  que   S   n'admette    aucun    axe    d'isotropie  :    le 
groupe  G  est  alors  nécessairement  fini.  En  effet,  si  les  angles  0, 

8',  9"  ne  prennent  que  des  valeurs  de   la  forme ■>  les  triangles 

correspondants  AA'A",  en  nombre  limité,  admettent  pour  leurs 
cotés  une  limite  inférieure  \.  Mais  si  G  est  infini,  2  possède  une 
infinité  d'axes  de  rotation  OA  dont  les  traces  A  sur  o-  admettent 
au  moins  un  point  d'accumulation,  et,  par  suite,  il  existe  deux  de 
ces  traces  dont  sa  dislance  sphérique  et  inférieure  à  X,  ce  qui  est 
impossible.  Cela  étant,  puisque  le  groupe  G  est  fini  et  ne  possède 
que  des  rotations  d'ordre  2,  3,  4,  il  coïncide  nécessairement  avec 
l'un  des  groupes  suivants  (où  les  formes  correspondantes  du 
potentiel  sont  mises  en  regard)  : 

i°  Groupe  du  dièdre,  avec  /?  =  2,  3,  4;  potentiel  :/£; 
2°  Groupe  du  tétraèdre;  potentiel  :  f\  ; 
.)"   Groupe  de  l'octaèdre;  potentiel  '-/'[■ 

D'ailleurs yj  et/*  coïncident;  en  effet,  dans  le  cas  du  tétraèdre 
^  admet  les  droites  x  =  o  =  y  et  x  —  y  =  z  comme  axes  d'ordres 

2  el  3  respectivement;  /|  est  donc  une  fonction  symétrique  des 
deux  ensembles  i,-  et  yi  qui  ne  peut  renfermer  les  y;  au  premier 
degré  ;  on  a  donc 


Or  on  peut  obtenir  le  groupe  de  l'octaèdre  en  multipliant  celui  du 
tétraèdre  par  une  symétrie  autour  de  la  droite  x  -+-y  —  o  =  z\ 
cette  symétrie  permute  simultanément  les  indices  i  et  2  des  deux 
ensembles  zt  ety(*;  elle  ne  change  donc  pas  /:J  et  l'on  a  bien/:!  =/4- 

.').    En  définitive,  s'il  existe  des  symétries  moléculaires  qui   sim- 
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plifient  la  forme  de  /*,  il  ne  peut  y  avoir  pour  f  que  dix  formes 
réduites  distinctes  :  ce  sont  précisément  les  dix  formes  auxquelles 
conduit  l'étude  des  différents  groupements  cristallins  et  des  corps 
isotropes,  et  la  correspondance  entre  les  formes  réduites  et 
ces  groupements  se  fait  de  la  façon  suivante  (oiif  désigne  la  forme 
générale  du  potentiel)  : 

Système.  Système. 

f  .  .  . triclinique  j  \  .......  .  rhombique 

fi monoclinique  f\ rhomboédrique 

f3 rhomboédrique  f\ quadratique 

f:, quadratique  f\ cubique 

foo hexagonal  fL--  ••••••  hexagonal 

/" corps  isotropes 

6.  Il  nous  reste  à  énumérer  explicitement  les  différentes  formes 
possibles  polir/*;  mais  ce  dernier  problème  ne  présente  aucune 
difficulté.  On  sait,  en  effet,  que  le  groupe  de  l'octaèdre  peut  être 
engendré  par  deux  rotations  d'ordre  4  (e^  d'axes  distincts).  Il 
suffira  donc  d'exprimer,  dans  chacun  des  dix  cas  précédents  que  - 
admet  deux  axes  rectangulairesOc  et  Ox  comme  axes  d'ordre  2, 
3,  4  ou  d'isotropie.  Si  l'on  connaît  la  forme  de  f  correspondant   à 

<- 
une  rotation    m  d'amplitude  0    autour   de    Oc.    nue    permutation 

circulaire  effectuée  sur  les  indices  i,  •>. ,  3  (\rs  variables  z,  et  vj  de  / 

donnera    la    forme    de  f  correspondant   à    une  rotation  de  même 

amplitude  autour  de  O./-.  Mais  il  résulte  immédiatement   du   n"  "1 

qu'on  a 

/■=  <8»^)i-»-(Yii  ï»)i-H(Ct  ei)a  :   (Ç,es)(£,>)), 

ft=  a(£2+  ?•)-+-  b(y\  -+■  yj)  ■+■  (Ç,  e  i  rfl  Yi?-H  Y«ij), 

/*=({,  *)  h  H-  à  (y?  H-  y!  )  H-  (S,  ea  )•>, 

/.=  «({■■+■  V) h-  *(yî  ■+■  Y!) +  (t*«)i. 


Soient  alors 


Y  Y  ,  "'' 


àXhdKA  ' 
on  déduit  aisément  de  ce  qui   précède   les  relations   suivantes  qui 
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caractérisent  dans  chaque  cas  la  forme  de,/: 

J î  Cu     -  ([.,  =  f24  =  C25  =  C34  =  C35  =  C46  =^.",6  =  °5 

(     ''le.  =  Cja  =  Cj4  =  C35  =  C36  — :  C45  =  <»  ; 
/•  Cii^Cjj,  C13  =  C23,  Ci4  —  —  C24.  —  C56, 

/ 

[  Cj.-,  — Cj5  —  C;„.  C44  -  -  Cgg,      Cqq  —    -  \C\\  —  CJ2  )  \ 

\    Cu  =  Ci  5  =  C24  =  C25  —  C34  =  C35  =  C3G  =  C4.5  =  C4R  =  CS6  =  O, 

(  c\\ —  C22,     r1;{  =  r:>3,     rlt; —  — C261    C44 — C55  , 

,  'I  ,  =  C|s  =  Ci6=  C84  =  C25=  C26  =  C34  =  Cr6=   C36  —  C45  =  C46  =  C56  =  O, 

f  <'ll —  C2J,     Cj3=C23,     C44=C55,     c66=-(,cll —  C12); 

Cn=  ct5  =  c16==  c24  =  c25=  c26=  c3V  =  cro—  c36  =  c43  =  c46  =  c56  =  o  ; 

c15  =  ^16  =  C23  =  C26  =  C34  =  C33  =  C36  =  C45  =C46  =  O, 
fï  )  cll  =  c225   C13=C23, 

C,4  =  —  C24  =  C36,  C44=CS6,  C66=  -(CH— Ci2); 

2 


/! 

/ao 
90 


j    Ci*  =  C13  =  Ci6  =  C24  =  C23  =  C26  =  C34  =  C33  =  C36  =  C43  =  C46  =  C36  =  O, 
(     C11=C22,  c13  =  ^23»  c4i=co5Î 

\  ''14  —  Ci 3  =Ci6  =  C24  =  C25  =  c26  =  c34  =  C35  =  c36  =  c43  =  C46 ■=  C56  =  o, 

j  Cu=  C22=  C33,     Cj2=Ci3—  C23,     C44  =  CS5  =  C66  J 

/  CU=  C,3  =  Ci6  =  C24  =  C23  =  C34  =  CS6=  C36=   C45=  C46  =  C56  =  O, 

J  CÛ  =  C22  =  C33,     Ci2=C]3=C23,     c44  =  C33  =  C66  =  -  (Cu—  Cjj). 


SUR  LA  FONCTION  GAMMA. 
Par  M.   Jacques  Touchard, 


(•) 


I.   Je  me  propose  de  démontrer  en  premier  lieu  la  formule 

1       rx   xzdz        x  r  i°g-  , 

ex=  -  -h   / 1 /       e-*-arclang — ?—dz, 


valable  quand  I*.  \\.  x  >  o, 

On  ;i 


=ï>'  ' 


e 
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ou 


/(*)  = 


X* 


T(i-hzj 


Or,  tc  cotres  admettant  les  pôles  o,  1,2,  ...  de  résidus  1  et  f  (z) 
étant  holomorphe,  on  a 

n 

Zif(v)  =  Cf(z)  (tzcoItzz)  =  j    /  Tzcotr.zf(z)dz. 

—à  1  TC  l  J 

0  ' 

Le  contour  G  est  constitué  par  des  droites  rectangulaires   et  par 


un  demi-cercle  de  rayon  infiniment  petit    s,    décrit  de  l'origine 
comme  centre. 

L'équation  précédente  s'écrit 


les  intégrales  étant  prises  dans  les  sens  marqués  parles  flèches. 

Suivons  une  voie  tracée  par  M.  Lindelof  (le  calcul  des  résidus, 

p.    56)  et  substituons 

21»  ,        .,.  .     Ç 

Tccot7T3=      tu -\ ; dans  1  intrçrale  / 

et 

'?.-i  .         „.  .      Ç 

dans  I  intégrale  / 


TC  COtTtC  =  —  71  1 


as"  y"? 


£-271/ S 1 

il  vient,  en  remarquant  que 


-, 
Ç       f(z)dz  =  f        f(z)dz  -  /     /(z)dzi 


XLl. 


10 
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comme 


=  è  +  '*(*)> 


ex —  i        x 

h(x)  désignant  mie  foactioo  holomôrphe,  il  vient 
r  f(z) dz       r   f(z)dz  _  i  i 

J«6-  e27U'~  -  i       Ja£(  «-•«"  -  i   "  "  4  y  4 

On  a  donc 

V^  ,  i         /^  ,    s,         .Chf(zi)dz       .r°f(—zi)dz       . 

(»)  2/(p)==W  Mdz  +  ij  J^j_x  -ij  zi__i_+s, 


S  étant  la  somme  des  quatre  intégrales 


ô-+-f 


J/»P  xih+t  dt  Ç^  x-    ■*■* 

Y(io  -h  t  -+-  i)  e27ïS-2™''—  |  ,/ft     r(—  IÔ  +  /  +  I 


rff 


)     g27tô-27U7 | 


.r 


$-it 


)    g27tô-t-27l/f ] 

dt 


r([3  —  iV-hl)        e27lt,  +  27l/p_, 


Quand  on  fait  croître  (3  et  8  indéfiniment,  S   tend  vers  zéro.  On 
s'en  assure  en  employant  l'expression  donnée  par  Mathias  Lerch 


m 


odr(x  +  it)  =  /2^(x2+/2) 


,2  V  27 


—  T  —  t  aie  tang  - 
e  T(iH-0, 


où  e  est  un  nombre  qui  s'annule  pour  t  =  +ooou  £  =  ±oo. 
Faisons  donc,  dans  (2),  ^  et  8  infinis;  il  vient 


—  r        f*    xZdz     -  ■  f"       xZi 

X-~^J0    r(n-z)  +  ye    r(i-H; 


dz 


ll    r(i-zi 


dz 


)    e27lZ_, 


et,  à  l'aide  de  la  formule  des  compléments 

xz  dz         1     r    e-™  dz  x~ziT(i-\-zi)  —  xziV(\—zi) 


(3)  —i+jr  - 

Or 


(H--5)    '    Tr,/0 

J7-2/  r  (  !  _j_  -  f* )  _  xzi  r  (  1  —  z  i ) 


11 


IL 


J/\  ao 
n 


e~xt  sin(^log^)  dt. 


Introduisant  cette  expression  dans  l'équation  (3)  et  inlerver- 
tissanl  l'ordre  des  intégrations  dans  l'intégrale  double,  on  obtient 
finalement  la  formule  (1)  qui,  à  l'aide  d'une  intégration  par  parties, 
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s*écrit  encore 


x_    f*     x*dz  /*°°        e-xidz 

-J0    r(n-*)  V0    *(**-*- log'i)* 
Si  Ton  retranche  de  la  formule  (i)  l'équation  évidente 

.     e~x  = /     e~xt  dt  h /      e~xt  dt, 

*        iJ0  a  J, 


(4) 

on  obtient 

r*    x*dz          x    r™                          it:'  . 
ex—e-x—   !      — /      e~xt  arc  tang1 dt. 

II.    Appliquons  la  même  méthode  de  M.  Lindeluf  à  la  série 
,    N  i  x  x* 

9 (x)  =  "7TT  +  "~m  ■*■  "7JT  +- •  " 

l'(d   T(l)   rfâ 

nous  trouverons  d'abord 


f  r"      x*dz 

<?(*)  =  —  +         — — 


sfx    r^ent-he-M       .,     r*  e~x*  dz    .    ,    , 
-+■  -L—   /      -— zrte~™dt\      — —  sin(/  ogs)- 

Intervertissons  l'ordre  des  intégrations  et  remarquons  que 

/•- tfitt+e-tt'        •  .          .             r°°           .                     rx    smatdt 
I       — ; -e~nt  sin  at  dt  = —  /      e-™  sin  at  dt  -t-  2  /      — : ■ 


a  i   ea  —  i 


a2  -t-  it2        a  ca  -+- 1 
nous  obtenons 

(5)  ?w=  '  +r  *"** 

a/*     ^o    r^-hij 

y/~r     r00  e-xzdz    z  —  t  y/7    r*  c  ■>;  dz         logJ 

Or  on  prouve  aisément,  d'une  part,  que, 

v/ir     r*e-**d*  z  —  i            i  /-  Ar         ,•»''       ,    , 

—    /      = es  -■■^•^'+2    /-'•■''  /  'cil 
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et,  d'autre  part,  que 

m(#)  =  ~  -1-20*4/—   /    .   e-°  dt. 

S/Ti  V      KJo 

L'égalité  (5)  devient  donc 


7- 


(6) 

1 

r"    x"~ldz 
ex=   1 

-H' 

e-xz  dz 

ï-hlog'-z 

for  mu 

le  valable  tant  que  P.R. 

X  >>  O. 

III. 

En 

remarquant  que 

1             r 

ex =  Cx 

e 

=  COS7T3 

■p'T'>l 

y 

où    P(#)    désigne    la     fonction    de    Prym,     partie    méromorphe 
de  r(x),  on  obtient  une  nouvelle  expression  de  ex,  savoir 

1  1  1     r00  P(i  —  *)   , 

(7)  ex  =  -  H 1 /      x-  siriTi-s — s -dz 

2  ie       TtJ0  z 

1 

x  rx  los^  7 

H /      e--**  arc  tan  g — —  dz, 

équation  valable  quand  x  est  réel  et  compris  entre  o  et  1. 

IV.     Voici    deux    conséquences   des    formules  (1)    et    (6).  Si 
Ion  pose 

xri       xtl 

e"  =  eZa"7rî' 

0 
on  a 

r  *»dz     ,  r    r(/l)sin(narctangî^), 

eaa=  / /      e~x ^——dx 

02H-log2ar/21 

et  symboliquement 

zn  dz 


hiï-  /;- 


1 

Z  -H  - 
1 


T(  n  -+- 1)  cos  \  (  n  -+-  1)  arc  tan  g  ; 

,    r- e-  L  log-r-l^ 

V  (ir2-hIog':r)    2 

formules  qu'on  peut  généraliser. 
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Les  nombres  an,  qui  jouissent  de  propriétés  élégantes,  se   pré- 

tj        i                11             iin  P(i  —  oc)±V(\-^x) 
sententaans  la  partie  nolomorpne  de x^  — ■ cos-j£ 

et,  de  ce  fait,  on  peut  déduire  la  formule  (7). 

V.  On  peut  tirer  de  l'équation  (1),  en  la  différer)  tiant,  la  formule 

où  n  est  un  entier  positif  ou  nul.  Je  vais  généraliser  cette  formule. 
Supposons  que  a  désigne  un  nombre  quelconque  réel  et  positif; 
on  a 

Je''                                                          Za                                                                                                          T. 
f     zï  sinn  y  dy  =  — - ; — —  (sinairlog-s  —  ir  cosait)  H ; — —  • 
J     J        ir24-log2^v                                           !       ir2H-log2z 

Multiplions  par  e~zdz  et  intégrons  de  o  à  00;  le  premier  membre 
devient 

et  l'on  a 

r°   dz  C*   e-~z"dz 

(9)     ljî^=   cosaV,  ^>^ 

sinau    rx'e-zza  logz  ^5  _      rm_e~zdz 
n     J0         Tt»+log2^  t/0      * 


H-  log1  - 


On  trouve  de  même,  Q  (a?.)  désignant  la  fonction  holonaorphede 
Prym, 

I      sin7ijKQ(i—  r)<(r 

a 

f~\e-*Z-«dM  .  r*  e -■~z-«\o<rzdz 

=  7TCOSaTI    /         — ; hSllW?~    / j ; • 

Jx      ««-4-log»*  ./,  ~J   HlOj 

Cherchons  une   transformation  analogue  pour 
(11)      /     sinTty  \\\—  y)dy 

d  a 

r°°  s'mn y  dy        1     /,J0  sin-  y  dy  1        r*sin~i  </r 
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On  démontre  facilement  que 


pour  a  <C  ft 

/       £ — —  =  (  -  i)"~  —  COSTTa   /       

r°°                     t  dt 
H- si  nu  a  /      e~(/I  -  «>wf -  ; 


2 


(12)  /  pour  a  =  n 


pour  a  >  /? 
sin7rjKû?J" 


/,0°  si n Tir  rfv        .        .     tt 
/       ; -  =  (— l)"-i 


r^simzydy                    rM  e-^~n^zdz        .  C 

I — —  =  cosTta  / hsinua  / 

Ja       y  —  n  Jo  I  +  *  Jo 

Supposons  d'abord,  dans  (i  i),  a  —  o  ;  il  vient 

1     e~z  dz 


e-(a-")7tz  z  dz 


1  +  Z' 


j      s'xrni  y  V{\— y)  dy  =  Tze-\-Tz  l    — 


log2^ 


En  ajoutant  membre  à  membre  avec  (io),  où  l'on  a  fait  a 

il  vient 

f"    •           «/           v  j                         r°°     e-zdz 
I      simzy  T(i— y)  dy  =Tie -h  tz  I      — ; — — 

ou  bien 

■/"*    dz  Ç~     e-*dz 


Ajoutant  alors  à  (9),  on  trouve 


>%*z 


(,3).£î$)=eHhcosa7rX 


e~zza  dz 

T.2 -h  log*4 


i«7r   /*"  e~zza  lo« 

"*"Va  7T2-HlO| 


sinair   r™  e-zza\o*z  dz 


Si  a  est  entier,  on  retrouve  (8). 
On  déduit  de  (i3) 


/-«  oc 

J  —a 


dz 


e~z  za  dz 


Z        2 


=  e  -+-  si 


naïï  /       -= 


/I(TT2+l0g2z) 

)s«t:    i     "   e~z3a  logs;  ûfo 
0 
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Le  calcul  de   /       — — ■  se  fait  ensuite  à  l'aide  des  formules  (10), 

J a       l  W 

(i  i),  (12)  et  donne  le  résultat  suivant  : 
Supposons  n  <  a  <;  n  ■+-  1  et  posons 


XX1  X 


n-\ 


«prc-lO)  =  H 1 h...  M-  t rr> 

1  1         1.2  (  n  —  1)1 


on  a 


sinait    /,œ2-aIo!ï^^r 


Reportons-nous  au  Mémoire  de  Cauchy  Sur  un  nouveau 
genre  d'intégrales  (anciens  exercices  d'Analyse,  ire  année), 
nous  verrons  que  la  formule  (14)  peut  s'écrire 

dz  ,  v  C"*  z~a  e~z  dz 

z 


r"    dz  ,  .  r"  z~ae-*  d 

sinau  Ç"*  z~a  e~z  le 

^      Jn  ^2  -+"  lo 


— : > 

g2Z 


le  symbole    /     représentant  ce  que  Cauchy  appelle  une  intégrale 
extraordinaire.  La  formule  (i4)  subsiste  si  a  est  entier,  et  l'on   a 

r"    dz  ,,.      .     /•"     s-»dz     ,     .  .         , 


VI.  On  peut  généraliser  l'équation  (i3)en  chercha  ni    la   valeur 
principale  des  intégrales 

r°°  s'uiÙTzy     dy  /*°°  cosb-y     dv 


où  6  est  un  nombre  réel  et  positif. 

En  employant  la  marche  que  je  s  iens  de  suivre  au  paragraphe  V  , 


—  2i2  — 

on  trouve 

rx  si ii  (>-  y    dy 
(i5)     val.  pr.  /      — *-  — — - 

=  —  e~coslzb  cos(r.b  —  sinir6) 

r°°     e~zzadz  sitmba   Cx  e~z  za  \o«z  dz 

-4-  O  COS~/>rt    /        — -7- ; /  -  ... j ; — 

.            r°°  cos/;tt  y     dy 
val.  pr.  /      —! -  -  J 


00 

=  g-cosui  sin(T:6  —  sinnè) 

e~z za  dz  costz ba  f""  e~zza\ogz  dz 

o 


_     .        .       /*"     e~z  za  dz  cosTiba   r™  e~zza\ogz  dz 

-+■  6  Sin7t/>rt    /  -  ., ; 1 /         77^ : ; 


rt  est  un  nombre  réel  positif  ou  nul. 

Quand  b  est  un    nombre    entier    positif,    le    premier   membre 

de  (i5)  se  réduit  à 

sin/i7rjK     dy 


S 

*/  —  . 


car  sin  rnzy  est  divisible  par  sin  izy. 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SURFACES 
ENGENDRÉES  PAR  UNE  HÉLICE  CIRCULAIRE; 

Par  M.  Barré. 


INTRODUCTION. 

Nous  nous  proposons,  dans  les  pages  suivantes,  d'étudier 
systématiquement  les  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circu- 
laire dont  jusqu'ici  on  n'a  guère,  à  notre  connaissance,  poursuivi 
l'étude  (pie  pour  la  variété  formée  par  les  hélicoïdes. 

Ce  travail  comprendra  cinq  Chapitres.  Dans  le  premier,  nous 
établirons  les  formules  générales  de  notre  théorie;  dans  le  second, 
nous  étudierons  les  questions  afférentes  à  la  répartition  des  nor- 
males à  la  surface;  dans  le  troisième,  nous  examinerons  quelques 
problèmes  relatifs  à  la  détermination  de  certaines  de  ces  surlaces 
par  des  conditions  imposées  aux  courbures  des  hélices  généra- 
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trices,  tandis  que  dans  le  quatrième  Chapitre  nous  envisagerons 
tout  particulièrement  des  questions  relatives  à  la  courbure  moyenne 
et  à  la  courbure  totale  de  ces  surfaces.  Le  cinquième  sera  constitué 
par  un  essai  de  classification. 

Nous  rencontrerons  au  cours  de  ces  études  quelques  surfaces 
particulièrement  intéressantes  dont  nous  nous  réservons  d'aborder 
ultérieurement  la  monographie  détaillée. 

CHAPITRE  I. 

ÉTABLISSEMENT    ET   PREMIERES    APPLICATIONS    DES    FORMULES    GÉNÉRALES. 

1.   Les  équations  canoniques  de  l'hélice  circulaire  sont  : 

Sx  =  p  cos<p, 
y=  p  sincp, 
z  =  K<p 

Lorsque  cette  hélice  varie  en  dépendant  d'un  paramètre,  a  et  K 
sont  fonctions  d'un  paramètre  t  dont  dépend  également  le  déplace- 
ment du  trièdre  de  référence.  J'appellerai  cercle  principal  de 
l'hélice  le  cercle  défini  par  les  relations  z  —  o,  j=  ocos-j, 
y=psino;  K  n'est  autre  que  le  pas  réduit  de  l  hélice.  Nous 
rappellerons  aussi  pas  linéaire  ('  )  par  opposition  au  pas  angu- 
laire défini  dans  d'autres   Mémoires  (-)  et  égal  dans  le  cas 

présent  à—*  Je  ne  reviendrai  pas  ici  sur  rétablissement  des  for- 
mules générales  de  Géométrie  cinématique  que  j'ai  données 
ailleurs  (3);  je  me  bornerai  à  les  appliquer.  J'appellerai  trièdre 
fondamental  le  trièdre  de  référence  dont  il  vient  d'être  question. 
Nous  supposerons  toujours  laissé  de  côté  le  cas  où  le  plan  ./Or 
enveloppe  le  cercle  de  I  inlim,  toutes  les  formules  et  la  définition 
même   des    axes  tombant   alors   en    défaut.    Dans   ces   conditions. 


(1)  Dans  ce  qui  suit,  quand  il  sera  question  de  pas, sans  autre  mention,  il  s'agira 
toujours  (lu  pas  linéaire  K. 

(2)  Cf.  Etude  sur  le  déplacement  d'une  hélice  déforme  variable  (Bulletin 
de  ht  Société  mathématique  de  Fttance,  t.  \\\\ll.  tg  wtribution  a  lu 

théorie  des  hélices  (/tecuc  du  Génie  militaire,    >'   semestre,   IQIO). 

(3)  Cf.  Applications   de   la  Géométrie  cinématique  à  V étude  des  surfaces 
engendrées  pur  une  courbe  variable  (Journal  de  l'École  Pofytechiùquey  ■<, 


—  Ui  — 

on  peut  faire  q  ==  o,  dans  les  formules  générales  du  déplacement, 
l'hélice  étant  toujours  représentée  par  les  équations  (i)  (*). 

Les  formules  générales  donnant  les  composantes  du  déplacement 
élémentaire  absolu  sur  les  trois  axes  mobiles  d'un  point  de  l'hélice 
de  eoordonnéer  x,  y,  z  sont  : 

!Bx  =  —  p  sincp  a?cp  -+-  .£_  c?£, 
8y  ==       p  cos  cp  dcp  -+-  011  c?/, 
8*  =  K  rfcp  h-  X  cfr, 
avec 

Ï4^  =  u'-h  q  z  —  ry  -h  p'  cos  cp, 
011/=  p  -h  rx  —  pz  +  p'  sincp, 
dZ>  =  iv  -b  jojk  —  q&  -+-  K'cp, 

formules  dans  lesquelles  #,  jk  et  5  sont  données  en  fonction  de  p 

et  de  o  par  les  relations  (i)  et  les  lettres  accentuées  représentent 

des  dérivées  par  rapport  à  la  variable  indépendante,  de  telle  sorte 

que 

/   41    =w-t-^Kcp  —  rp  sincp  -h  p'  coscp, 

(4)  <   OÏL  =  v  — /?Kcp  +  rp  coscp  h- p' sincp, 

(  (0^  =  w  -+-  K'cp  -+-  p(/>  sincp  —  q  coscp). 

L'élément  linéaire  de  la  surface  est  donné  par  la  formule 

(5)  o*2=  Edt*-h2F  dtdy-hGdv*, 

dans  laquelle  on  pose 

E  =  £2-+-0)L2-f-0Ç>2 

=  ?2[(/>2-t-?2)K2+K'2] 

—  i  cp[Krp(<7  sincp  -4-  p  coscp) 
■+-  (p  sincp  —  q  coscp)  (Kp'—  K' p)  -t-K(pv  —  qu)  —  wK'] 

-+-  u2-¥-  v--\-  w2-f-  p'2-f-  2  p'(u  coscp  -+-  ç  sincp) 

(6)  /  -+- p2[r2 -h  (/?  sincp  —  <7  coscp)2] 

—  -2  p[r(u  sincp  —  v  coscp)  —  w(p  sincp  —  ^  coscp)], 

F  =— p(Xsincp  —  01L  coscp)  +  KX 
=      Kcp[K' — p(g  sincp  -+- p  coscp)] 

H-  wK  -+-  p\K(p  sincp  —  gr  coscp)  —  &  sincp  -+-  v  coscp  -+-  rp], 
G  =  K2+p2. 

Dans    certains    calculs  il   y    a   avantage    à  mettre   en  évidence 


(')  Cf.  Applications,  etc.,  n°  2. 
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les  fonctions 

L  =  0)1  coscp  —  .£  sincp,         M  =  i^coscp  -4-  CPd  sincp. 

Aussi  reprendrons-nous  l'exposé  des  formules  précédentes  en  y 
introduisant  ces  fonctions.  En  développant  et  posant  pour  la 
symétrie  des  notations  N  =  3fC>,  on  trouve  les  expressions 

ÎL  =  —  u  sincp  H-  p  coscp  -h  rp  —  K  cp('^  sincp  -+-  p  coscp), 
M  =  u  coscp  -h  v  sincp  -h  p'  -+-  Ky(q  coscp  — p  sincp), 
N  =       w  -h  p(/>  sincp  —  q  coscp)  -4-  K'cp, 

(n)     KL  —  Np  =  —  cp[K2(^  sincp  -+-p  coscp)  -j-  K'p]  -4-  cos  o(Kv  -4-  «7  p2) 
—  sincp(Kw  -h^)p2)  h-  p(Kr —  w). 

Les  formules  du  déplacement  élémentaire  d'un  point  de  l'hélice 
génératrice  deviennent  avec  ces  notations 

!Bx  =  M  coscp  dt  —  (p  rfcp  -+-  L  ofa)  sincp, 
ôjK  =  M  sin  cp  cft  -+-  (  p  a?©  -+-  L  c?£  )  cos  cp; 
§z=Ndt-hK  dy. 

L'élément  linéaire  prend  la  forme 
(12)  852=  M»ûfc*-h  (prf<p  +  Lû?02+(n^-+-k^?)2 

ou  la  forme  (5)  en  posant 
(i3)  E  =  L2-4-M2+N2,        F  =  Lp*4-KN,        G  =  K*-+-p*. 

La  formule  (12)  conduit  aussi  à  la  suivante  : 

(14)  (  p2  -4-  K2  )  os2  =  [(  p2  -+-  K2  )  M2  4-  (  KL  —  N  p  )«  |  dc- 

-+-  |(p2+  K2)  rfcp  -f-  (Lp  -+-  KN)  ^]2, 

qui  met  immédiatement  en   évidence  l'équation  différentielle  des 
trajectoires  orthogonales  des  génératrices 

(i5)  (p2-h  K*)dcf-h(Lp-hKN)dt  s  o. 

2.    NoRMALR     KT    PLAN    TANGENT.    —    Oïl    ûb tient     les    panin»ètre> 

directeurs  A.,  I>,  C  (\r  la   normale  en  un  point  de  la  surface  en 
écrivant  que  cette  droite  est  perpendiculaire  aui  deui  déplace- 
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ments  correspondant  à  d®=  o  cl  rf/  =  o;ona  ainsi  : 

iA  =  p2fl>  coscp  —  K  3TC  =s  —  KM  sin  o  —  (  KL  —  N  p)  coscp, 
B  =  p  [)(£  sin  cp  -h  K  £  =  KM  coscp  —  (  KL  —  Np)  sin  <p, 
G  =  —  p(-^  coscp  -+•  3ÎL  sin cp)  = —  pM. 

Nous  poserons 


(17)  H  =  +  v/A2+B2+  G2  =  /KG  — F*, 
d'où 

(18)  112=  M2(p2-+-K2)  +  (KL  — Np)2 

=  [pX  —  K(Dli  coscp-^sin(f)]2+(p2+K2)(^coscp  +  01L  sincp)2. 

Angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  le  plan  oscillateur 
de  la  génératrice.  —  Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la 
surface  ont  pour  expressions 

ABC 

(19)  H'         ^^ÏT         ï=H* 

Ceux  de  la  normale  principale  sont  évidemment  :  —  coscp, 
—  sinco,  o,  en  adoptant  une  fois  pour  toutes  le  signe  -f-  devant  H 
et,  en  désignant  par  w  l'angle  de  la  normale  principale  de  la  géné- 
ratrice avec  la  normale  à  la  surface  : 

—  Xp  +  K(;)1L  coscp  —  .^sincp) 
(20)      cosnr  =  ■ 

/[—  Xp  -+-  K(0lu  coscp  —  .J^sincp)]2-4-(p2-f-  K2)(J^coscp  +  OR,  sin<p)s 

ou 

Kl,  —  N  p        


(il)  COSTS  =   

[KL  — Np)2-hM2(p2+K2)] 

On  a  d'ailleurs,  au  signe  près, 

I        M 

(22)  tangœ  =  (p24-K2)2 


KL  — Np 


Cet  angle,  si  Ton  veut  préciser  la  signification  du  signe  adopté 
pour  son  cosinus,  est  celui  de  la  demi-droite  de  paramètres  direc- 
teurs A,  B,  G  avec  la  direction  de  la  normale  principale  dirigée 
vers  le  centre  de  courbure  de  la  courbe. 

On  remarque  que  l'équation 

KL  —  No  =  0 


définit  sur  la  surface  le  lieu  des  points  où  la  génératrice  touche 
l'une  des  as^mptotiques. 

En  effet,  c'est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  cosra  est  nul. 

3.  Théorème  T.  —  Le  cylindre  circulaire  droit  est  la  seule 
surface  dont  une  famille  de  géodésie/ ues  soit  constituée  par  des 
hélices  circu  laires . 

Pour  qu'une  génératrice  déterminée  soit  une  géodésique,  il  faut 
et  il  suffit  qu'en  chacun  de  ses  points  on  ait 

COS2TîJ  =  I, 

c'est-à-dire 

(p2+K2)M2=o, 

et,  si  on  laisse  de  côté,  ce  que  nous  ferons  systématiquement  dans 
ce  qui  suit,  la  solution  p2-}-K2=o  qui  conduit  à  une  ligne  de 
longueur  nulle,  on  est  amené  à  écrire  que  l'équation 

M  =  a  cosep  -h  v  sincp  -h  p' -t-  K  ce ( q  cosep  — p  sincp)  =  o 

est  vérifiée  pour  toute  valeur  de  cp. 

Si  Ton  suppose  K^o  (c'est-à-dire  que  la  génératrice  consi- 
dérée ne  soit  pas  un  cercle),  on  obtient  immédiatement  les  condi- 
tions 

(23  )  u  =  v  =  p'  =  q  =  p  =  o. 

Si,  comme  l'indique  l'énoncé,  ces  relations  doivent  être  vérifiées 
pour  toutes  les  hélices  génératrices,  les  équations  (20)  devront 
être  vérifiées  pour  toutes  valeurs  de  t  et  la  surface  engendrée  sera 
visiblement  un  cylindre  droit. 

Ceci    suppose    essentiellement    que    l'on    n'ait    pas   K^/)       o, 
c'est-à-dire  que  la  surface  ne  dégénère  pas  en   une  surface  cer- 
clée. On  pourrait  étudier   ce  cas   et  L'on   trouverai!   les  suxfa 
canaux  ( { ). 


(l)  Nous  laisserons  ici  tic  côté  l'étude  des  surfaces  cerclées  qui  rentreraient 
comme  cas  particulier  dans  celle  des  surfaces  liélicécs;  nous  signalerons  t  leur 
sujet  la  Thèse  de  M.  Demartres-,  Sur  les  sur/aces  <i  fjehe'ratriûêê  circulaires 
{Anna/es  de  VÉcole  Normale,  •>•  série.  1.  il,  p.  ia3),  et  un  second  Mémoire 
du  même  auteur  inséré  dans  les  Annales  de  l'École  Normale,  ;"  série, 
t.  IV.  p.    1  |>. 
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On  est  ainsi  amené  dès  à  présent  à  faire  une  remarque  très 
importante  et  qui  sera  utile  dans   tout  le  cours  de  cette  étude  : 

Dans  les  problèmes  de  ce  genre,  nous  supposerons  essentielle- 
ment que  K  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  que  V hélice  étudiée 
n'est  pas  un  cercle,  sauf  mention  expresse  du  contraire.  Si  donc 
on  envisage  une  propriété  qui  doive  être  réalisée  pour  certaines 
hélices  de  la  famille  étudiée,  il  peut  y  avoir  exception  aux 
conclusions  énoncées  pour  les  génératrices  dégénérées  en  cercles 
correspondant  aux  racines  de  V équation  K(£)  =  o,  et  une  étude 
spéciale  s'impose  si  Von  désire  savoir  si  ces  génératrices  parti- 
culières répondent  à  la  question. 

S'il  existe  une  ou  plusieurs  valeurs  du  paramètre  t  pourlesquelles 
les  équations  (a3)  soient  vérifiées  sans  pourtant  être  identiques, 
on  est  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si  dans  le  mouvement  d' une  hélice  circu- 
laire, pour  une  position  de  celle-ci  correspondant  à  une  varia- 
tion nulle  du  rayon  du  cercle  principal  de  la  génératrice, 
le  mouvement  du  trièdre  fondamental  admet  comme  axe  héli- 
coïdal instantané  Vaxe  de  V hélice  correspondante,  celle-ci  est 
une  géodésique  de  la  surface.  Ces  conditions  suffisantes  sont 
aussi  nécessaires. 

Remarques.  —  I.  Si  l'on  observe  que  la  présence  d'un  plan  de  base 
stationnaire  nécessitée  par  les  conditions  p  =  q=:o  permet  d'intro- 
duire pour  la  génératrice  correspondante  la  relation  r  =  o  ('),  ou 
est  amené  à  un  énoncé  un  peu  différent  du  théorème  II  : 

Si  dans  le  mouvement  d'une  hélice  circulaire,  pour  une 
position  de  celle-ci  correspondant  à  une  variation  nulle  du 
rayon  du  cercle  principal,  le  mouvement  élémentaire  du  trièdre 
fondamental  se   réduit  à    une   translation   suivant   Vaxe   de 


(  ')  Pour  la  démonstration  de  ce  fait  et  des  divers  résultats  généraux  rappelés 
dans  ce   travail,  voir  par  exemple  notre   Mémoire  Application  de  la   Géométrie 

cinématique  à  la   théorie  des  surfaces   engendrées  par  une  courbe    variable 
(Journal  de  L'École  Polytechnique,  191 2). 
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V hélice  considérée,  celle-ci  est  une  géodésique  de  la  surface. 
Ces  conditions  suffisantes  sont  aussi  nécessaires  ; 

Si  une  génératrice  est  une  géodésique,  la  variation  du  rayon 
de  son  cercle  principal  est  nulle  et  C  on  peut  lui  associer  un 
trièdre  de  référence  fondamental  dont  le  mouvement  élémen- 
taire dans  la  position  considérée  se  réduise  à  une  translation. 

II.  La  propriété  qui  fait  l'objet  du  théorème  I  est  presque  évi- 
dente géométriquement  si  l'on  observe  que  la  surface  en  question 
doit  être  l'enveloppe  du  cylindre  principal  de  la  génératrice,  ce 
qui  ne  peut  arriver  que  si  la  surface  enveloppe  coïncide  avec 
l'enveloppée,  la  caractéristique  d'un  cylindre  circulaire  ne  pou- 
vant être  une  hélice  circulaire  si  elle  est  bien  déterminée. 

4.  Conditions  pour  qu'une  hélice  génératrice  soit  asympto- 
tique.  Surface  dont  toutes  les  génératrices  sont  asymptotiqles. 

—  Pour  qu'une  génératrice  déterminée  soit  une  asymptotique  de 
la  surface,  il  faut  et  il  suffit  que,  pour  tous  les  points  de  cette 
génératrice,  cosn*  soit  nul,  ce  qui  s'exprime  par  la  condition 

KL  — Np  =  o. 

En  se  reportant  à  l'expression  [formule(i  i)] de  KL  —  No, on  doit 
donc  écrire  que  l'équation 

—  <p[K2(<7  sincp  -+-/?  cosep )  -f-  K'pj  -h  cos  cp(Kf-t-  <7p2)  —  sin  cp (K  w  -f-/?pM 

+  p(Kt>-w)=o 

est  vérifiée  pour  toute  valeur  de  cp,  d'où  Ion  tire,  comme  dans 
la  question  précédente,  le  résultat  suivant  :  Une  génératrice 
asymptotique  est  caractérisée  par  les  relations 

(24)  p  =  q  =  r  =  K'=  o,         u  =  ç  =  w  ss  o. 

On  peut  alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour 
qu'une  hélice  génératrice  soit  une  asymptotique  de  la  surface 
qu'elle  engendre  en  Vune  de  ses  positions,  est  que  son  are  et 
son  pas  soient  stationnaires  et  qu'on  puisse  lui  associer  un 
trièdre  fondamental  tel  que  le  plan  de  son  cercle  principal  soi t 
également  stationnai re  dans  la  position  considérée. 
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Dans  le  cas  où  les  relations  sont  vérifiées  quel  que  soit  /, 
le  pas  est  constant,  le  trièdre  fondamental  correspondant  est  fixe 
et  les  équations  de  la  surface  par  rapport  à  ces  axes  se  réduisent  à 

x  =  p  coscp,        y  =  p  sincp,         z  =  K0<p, 

en  désignant  par  K0  la  valeur  constante  du  pas,  notation   que  nous 
adopterons  dans  tous  les  cas  analogues. 

On  reconnaît  les  équations  de  l'hélicoïde  gauche  minimum; 
donc  : 

Théorème  IV.  —  L'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  est  la 
seule  surface  à  génératrices  hélices  circulaires  dont  celles-ci 
forment  une  famille  d } asymptotiques. 

5.  Autres  formules  relatives  a  la  normale  a  la  surface. 
Eléments  géométriques  divers.  —  Les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  sont  donnés  par  les  formules  déjà  signalées  : 

i*  \  y       A  B  G 

(19)  x  =  -rr>         n=^>        v  = 


On  peut  poser 


-,  ,,__,  V-^ 


KM  •    v       w 

-ri—  =  —  sin  Y  sin  W, 


,  KL  —  pN  .    _. 

(23)  (    rr-1 = — SinVCOSVV, 

il 

!——  =  cos  V. 
H 

On  voit  immédiatement  que  cosV  =  —  v.  Donc  : 

V  n'est  autre  que  le  supplément  de  l'angle  précédemment  défini 
du  plan  tangent  en  un  point  avec  le  plan  de  base  de  la  génératrice 
correspondante. 

L'angle  W  est  défini  par  la  relation 

KM 

(26)  tang W  = 


KL-pN 


Cet  angle  W  est  lié  aux  éléments  géométriques  V  et  ts  par  l'on* 
on  l'autre  des  relations 

_.       I\  cosV       .     cosV  .    ,.,  ,.         -, 

(27;     tan'r  W  =  —  =  Ki ou  sin  W  =  —  Ki  cot  V, 

p     COSCÎ  COS  HT 
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formules  dans  lesquelles   K{    représente    le    pas   angulaire   de    la 
courbe. 

Expressions  nouvelles  de  X,  \x  et  v.  —  En  développai) L  les 
valeurs  de  A,  B,  C  données  par  le  second  groupe  de  formules  (16) 
et  y  remplaçant  les  éléments  qui  y  figurent  par  leurs  expressions 
en  V  et  W,  on  trouve  les  formules  suivantes  : 

(28)      X  =  sinV  cos(cp  —  W),  [i  —  sin  V  sin(cp  —  W),         v  = —  CosV. 

6.  Variation  des  paramètres  directeurs  et  des  cosinus  direc- 
teurs. —  i°  Ces  variations  des  paramètres  directeurs  sont  données 
par  les  formules  générales  dont  je  me  borne  à  écrire  la  première  : 

(9.9)  SK=<£do  +  (^+qC-rBJdt, 

expressions  dans  lesquelles  on  remplacera  A,  B,  C  parleurs  valeurs 
données  par  l'un  ou  l'autre  des  groupes  (16). 

Le  développement  de  ces  calculs  ne  présente  pas  d'intérêt  spécial 
pour  le  moment  et  n'offre  aucune  difficulté. 

20  Variations  des  cosinus  directeurs.  —  On  obtient  immédia- 
tement 

;   d\  =  —  sin  V  sin(o  —  VV)  (dy  —  dW)  -+-  cos  V  cosl  ep  —  W)  rfV, 
(3o)     -   d\x=      sinVcos(cp  —  W), 
d,  =      sinVdV 


et,  en  posant, 

(   —  d<\>  =  dy—  dW-hT  dt  -+-  rot  Y  |  p  cos(cp—  W)  -•-  q  si  m  ip      W  l]  <//, 
''    (        dy '=rfVH-f/?sin(cp  —  W  )  -  r/ro^-;-  W  \dl. 

on  trouve,  par  substitution  dans  les  formules  générales  <ln  dépla- 
cement, des  valeurs  de  dk,  . . .,  données  par  Ic^  formules    3o)  : 

ÎoX  =  sin  V  sin (cp  —  W )  dty  -+-  cosV  cos(<p  —  W  )  r//, 
Sjjl  =  —  sin  V  cos('0  —  W)  d'h  H-  cosV  siiu  cp  —  W  |  dfo 
ôv  =       sin  V  dy  . 

Soit  du)  l'arc  de  L'indicatrice  des  normales  correspondant  à  un 

XLI.  i; 
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déplacement  quelconque,  on  obtient  immédiatement  la  formule 
(33)  dta*=dx*+8in*Vdty*. 

Lorsque  dans  les  formules  de  ce  numéro  et  du  précédent , 
on  suppose  K  égal  et  zéro,  elles  se  simplifient  considérablement 
et  Von  obtient  les  formules  données  par  M.  Demartrcs  dans 
son  Mémoire  sur  les  surfaces  cerclées  [Annales  de  l'Ecole 
Normale  supérieure,  mai  1 885). 

L'examen  de  la  formule  (33)  montre  que  dy  n'est  autre  que  la 
variation  de  l'angle  du  plan  tangent  avec  un  plan  fixe  qui,  à  l'ori- 
gine, coïnciderait  avec  le  plan  de  base  de  l'hélice  sur  laquelle  se 
trouve  l'origine  du  déplacement;  dû  serait  l'angle  des  plans  menés 
par  l'axe  de  l'hélice  en  question  parallèlement  aux  deux  normales 
infiniment  voisines,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'angle  élémen- 
taire dont  doit  tourner,  dans  le  plan  xOy  fixe  et  coïncidant  à 
l'origine  avec  le  plan  de  base  de  l'hélice  précédente,  la  trace  du  plan 
langent  sur  ce  plan. 

Dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique de  France  (1907),  je  rappelais  l'attention  sur  un  élément 
proposé  par  M.  Demartres  en  1 887 ,  la  flexion. 

De  ce  qui  précède  on  déduit  sans  difficulté  pour  expression  de 
la  flexion  S  d'un  déplacement  par  rapport  au  plan  de  base  de  la 
génératrice  de  son  origine  : 

(33)  ^  =  _L_^. 

V      ;  sin2V  d^ 

7.  Dans  la  surface  cerclée  l'angle  W  devient  nul  identiquement-, 
il  en  est  de  même  dans  les  cylindres  droits  et  dans  ces  deux  cas 
seulement.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  tangW  devant 
être  nulle,  le  produit  KM  doit  être  identiquement  nul. 

Proposons-nous  maintenant  de  chercher  s  il  existe  des  sur- 
faces pour  lesquelles  l'angle  W  réponde  à  l'une  des  conditions 
suivantes  : 

I.  Rester  constant  lorsqu'on  se  déplace  sur  une  hélice  géné- 
ratrice tout  en  pouvant  varier  d'une  génératrice  à  une  autre. 

II.  Rester  constant  sur  toute  la  surface. 

Les  deu\  parties  peuvent  se  traiter  en  même  temps,  la  deuxième 
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étant  un  cas  particulier  de  la  première;  nous  écrirons  cpie 

langW 

se  réduit  à  une  fonction  de  t,  f(t);  dans  le  cas  où  /  est  une 
simple  constante  on  aura  la  solution  de  la  deuxième  partie. 

Nous  devons   donc  écrire   qu'il    existe    une   fonction  f(t)  telle 
qu'on  ait  identiquement 

(34)  KM  -  f(t)  [KL  -  pN]  =  o. 

En  égalant  à  zéro  la  fonction  trigonométrique  coefficient  du  terme 
en  cp  dans  le  premier  membre  de  cette  identité,  on  doit  exprimer 
que  la  fonction  linéaire  en  sinco  et  coso, 

K2(<7  coscp  — p  sin<p)  -\-f(t)  [K2(/?  coss  -+-  q  sincp)  -+-  K'pJ 

est  identiquement  nulle;  d'où  les  trois  relations 

(  K'-(?  +  //>)  =  o, 

(35)  |  K«(/?-/>)  =  o, 

(  /K'=o. 

Outre  les  solutions  K  =  o,ou  f=  M  =  o  qui  donnent  des 
surfaces  cerclées  ou  des  hélices  engendrant  un  cylindre  droit,  on 
trouve  finalement  ('  ) 

(35  bis)  p  =  q  —  K'=  o. 

La  surface  est  à  plan  directeur  et  ses  génératrices  sonl  à  pas 
constant. 

Le  terme  trigonométrique  du  premier  membre  de  l'équation 
se  réduit  alors  à 

fç>w  -+-  K9u  coscp  -h  K0v  sincp  -+-  K0p'-f-./\  /  i  K„i  u  sm  cp       pi     - 


(')  On  laisse  de  côte  le  cas  de  ^  =  ±  i.  Dans  cette  hypothèse  spéciale  l'angle  M 
ne  serait  plus  hicu  défini  par  sa  tangente.  D'ailleurs,  en  effectuant  les  calculs, 
ou  trouve  des  surfaces  engendrées  par  «les  hélices  imaginaires  donl  le  pas  est 
constant,  dont  le  plan  de  base  conserve  une  direction  fixe  et  donl  le  lieu  du 
(cuire  du  cercle  principal  est  enveloppé  par  un  des  plans  passant  par  l'axe  <lc 
l'hélice  et  l'une  des  asymptotes  du  cercle  principal.  En  réalité,  si  i 
les  équations  (35)  admettraient  solution  />-'  •  qi  so  qui  est  ••  rejeter  en 
dehors  du  cas  où  p  =  q  =  o 
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En  écrivant  <|tril  est  identiquement  nul  cl  laissant  de  coté  les 
cas  déjà  cités,  on  trouve 

(36)  //  =  r  =  o,        K0p'-hfpw  =  o. 

Donc  Taxe  de  l'hélice  et  son  pas  linéaire  sont  fixes.  Il  <•>( 
évident  que  ces  conditions  caractérisent  les  hélicoïdes. 

Nous  pouvons  aussi  le  vérifier  en  remarquant  que  les  équa- 
tions de  la  surface,  par   rapport  à  des  axes  fixes  évidents,  sont 

rr  =  pcoscp,         j^=psinc5,         z  =  F.(£).-+-  Ko?, 
relations  dans  lesquelles  on  a 


w  dt . 


On  peut  d'ailleurs  les  écrire  en  prenant  p  pour  variable  indépen- 
dante, car  supposer  p  fixe  conduirait  à  un  cylindre  droit,  engendré 
par  des  hélices  parallèles,  ce  qui  rentre  dans  un  cas  déjà  étudié  et 
plus  général.  L'hélicoïde  pourra  donc  être  déterminé  par  les 
équations 

(37)  a?  =  pcos<p,         jr  =  p  sincp,         z  —  F(p)  -+■  K0ç>, 

la  fonction  F(p)  devant  satisfaire  à  la  dernière  équation  (36),  qui 
est  la  dernière  condition  du  problème.  Ce  qui  montre  qu'à  une 
forme/(p)  donnée  correspondra  toujours  une  surface  répondant 
à  la  question,  la  fonction  F  étant  déterminée  par  l'équation  diffé- 
rentielle 

ou 

P   dp 


=  — Ko  f 


p/(?) 


la  limite  z0  étant  d'ailleurs  arbitraire.  Son  indétermination  n'équi- 
vaut d'ailleurs  qu'à  une  translation  des  axes. 

Les  sur 'J 'aces  répondant  à  la  question  sont  [outre  les  cylindres 
pour  lesquels  la  fonction  f  {t)  se  réduit  à  zéro]  des  hélicoïdes. 
A  une  fonction  /(p)  donnée  correspond  une  famille  d' héli- 
coïdes de  pas  arbitraire  et  définie  par  les  équations  (37)  dans 
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lesquelles  on  fera 


Si/(^)  se  réduit  à  une  constante  a  non  nulle,  on  trouve 


Donc  : 


F  =  — Logbp        (b  const.) 


Les  surfaces  pour  lesquelles  l'angle  W  est  constant  et  diffé- 
rent de  zéro  ou  de  -  sont  des  hélicoïdes  ayant  pour  méridienne 

une  logarithmique. 

Dans  ce  qui  précède  on  a  laissé  de  côté  le  cas  de  W  =  -  corres- 
pondant àf(t)  infini.  On  voit  directement  que  ce  cas  correspond 

à  l'identité 

KL  — No  =  o. 

La  surface  pour  laquelle  W  est  constamment  droit  est  la 
surface  de  vis  à  filet  carré. 

8.  Théorème  V.  —  Les  hélicoïdes  et  les  cylindres  droits  \  '  | 
sont  les  seules  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circulaire 
telle  que  le  plan  tangent  en  chaque  point  d'une  génératrice 
quelconque  fasse  un  angle  constant  avec  le  plan  de  hase  de  la 
génératrice  considérée,  angle  dont  la  valeur  dépend  d'ailleurs 
en  général  de  la  génératrice  considérée. 

Pour  exprimer  que  l'angle  V  ne  dépend  (pie  de  la  génératrice, 

nous  écrirons  ciue — -r  est  fonction  de  t  seul,   et  en  se  reporta  ni 

1       cos2V  ■ 

à  la  dernière  des  formules  (26)  que  l'expression 

.      /KL  —  pN\« 

1         •        .                        Kl.  — pN  e  , 

et  plus  simplement  que  r^ est  tonctiOD  <lc  /. 

(')  Bien  que  le  cylindre  droit  p  misse  être  considéré  comme  cas  limite  de  l'héla 
coide,  il   y  a  lieu   d'en   faire   mention,   ces   lurfaces    pouvant    être   coosidi 

comme  résultant  du   nuum mi'iii  d'une  hélice  à   pat  variable,    Cette  remarque 
s'applique  dans  des  questions  analogues, 
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?  N  ,  , 

M 


n  Kl —  pN  ,  ,  ,  , 

LiOnnne rp —  ne  dépend  que  de  t  en  même  temps  que 


KL  — p.\t 

KM       ' 

on  retombe  sur  les  calculs  rencontrés  dans  la  question  précédente  : 
on  trouve  les  hélicoïdes  ou  les  cylindres  (  pour  lesquels  V  =  -  )• 
Si  l'on  veut  que  l'angle  V  soit  le  même  sur  la  surface,  il  résulte 
de  là  que,  hors  le  cas  des  cylindres  pour  lesquels  V  =  — >  on 
trouve  les  hélicoïdes  développables.  Donc  : 

Corollaire.  —  & hélicoïde  développable  est  la  seule  surface 
pour  laquelle  le  plan  tangent  en  chaque  point  fasse  avec  le 
plan  de  base  de  la  génératrice  correspondante  un  angle  non 
droit  constant  sur  toute  la  surface. 

Des  calculs  développés  dans  le  n°  7  on  déduit  aussi  sans  diffi- 
culté la  proposition  suivante  : 

Théorème  VI.  —  L'angle  m  formé  par  le  plan  osculateur  à 
l'hélice  génératrice  avec  la  normale  à  la  surface  ne  reste 
constant,  le  long  d^une  même  génératrice,  que  dans  les  deux 
cas  suivants  : 

i  °  Dans  les  hélicoïdes  ( { )  ; 

2°  Dans  les  surfaces  à  plan  directeur  et  à  pas  constant 
engendrées  par  une  hélice  imaginaire  dont  V axe  décrit  un 
plan  isotrope  et  pour  lesquelles  wp  -f-  k0ial=  o. 

Remarques.  —  i°  Dans  ce  dernier  cas,  l'angle  m  est  donné  par 
la  formule 


(Pa  +  Kg) 


2°   Dans  ces  deux  séries  de  surfaces  l'hélice  génératrice  est  un 


cercle  géodésique  (cf.  Chap.  III). 


(')  Cette  première  série  a  été  donnée  par  M.  Demartres  dans  une  Note  suivant 
son  Mémoire  Détermination  des  sur/aces  (  \V  )  à  lignes  de  courbure  iso- 
t/ier/nes,  inséré  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse, 
_>"  série,  t.  IV. 
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9.  Composantes  d'un  déplacement  suivant  la  génératrice  et 
sa  trajectoire  orthogonale.  cosinus  directeurs  du  déplacent!  n  i 

par  rapport  aux  axes  du  triedre  fondamental  morile.   soit  î 

l'inclinaison  du  déplacement  sur  la  génératrice.  La  considération 
de  la  formule  (izj)  donne  immédiatement 


(38) 


<fccosj  =  (p»+K*)s  «b-+-(Lp-hKN)(p2+K2;    »  dt, 


\  dss'mi  =  H(p2-h  K2)    2  dt, 
d'où  l'on  tire  les  suivantes  : 


(39) 


sin  i 


dt    =   — (p2-}-K2)2   dSy 
(p2_4_K2)      2 

dcp  =  -E — - — [H  cosi  —  (Lp  +  KN)sin«]  ds. 


Si   l'on  se  reporte  aux   formules  générales  (î  î),  on   obtient,  en 
appelant  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  du  déplacement, 

a  ds  =  M  cos o  dt  —  (  p  dy  -h  L  dt )  sin  tp 

et  les  deux  analogues.  En  remplaçant  dans  ces  formules  dt  et  >lz 
par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (3o,)  on  en  déduit 


(p2-+-K2)2  v    .    . 

a  =  — cos cp  cos  V  sint  —  si 


(p2H-K2)2    .            ....               I"     pcosi 
i\o)    ^  p  =  i£ — — sin<p  cosv  sine  -f-  cos^     — ! 

'  |  i  o2-t-K2 


Y  = 


P 
K  cos  i 


[a  rosi              k  <in  i  sin  V  COS  W  1 
r i 
(p»4-K«)«             (p'-+-K<  J 

] 


K  sin  /  -in  V  COS  W 
(p«+K«)* 


? 


sin  i  sin  V  co>  W  . 


(p2+K2)2        (p2-h  K2)2 
Des  formules  (3c))  on  lire  pour  expression  de  ~  *%i  de  —  : 
dVs 


d± 

ds 


dy 


I      (p2+  K»)     2  COS*  — 


sin  / 


H(p»+K 


X  j(p2-+- K2)    r  ï-rot\  ( />  ro<  r       W    :  ysin«f     W   I 


(40 


U 


S=lI(pî-t-K*)    fcost4-T] — ; r- 

xpp!+k!)(^ — \-p  sin«p — W — q  cos«f      W  )      (Lf      KN)|, 


—  2:>8  - 

Ces  développements  trouveront  leur  emploi  dans  les  calculs  ci- 
après. 

10.   Expression  générale  de  la  courbure  normale.   —  On  sait 
que  la  courbure  normale  d'un  ('dément  est  donnée  par  l'expression 

aoX-h  (3  8;x  -h  y  ov 
ds 
Si,  pour  abréger,  on  pose 

i 

,  .           _(K2-hp2)2                         pcosi           K  sinisihVcosW 
^2;       f  = ,         i+  = ï j , 

^  (p2+K2)2  (pî+K*)* 

on  obtient  : 

i   a  =  P  cos<j>  eosV  sirw  —  Qsin<p,         (3  =  P  sincp  cosV  sini  +  Q  cos«p5 

(43)  l  K  .        ï    .     .   . 

I  y  =  7t—  cosi-(-  —  sin  i  sin  V  cos  W. 

(  Hp  * 

En  employant  ces   formules,    on  trouve  pour  expression  de  la 
courbure  normale  rr— 

,,,x  t  dt  rsin/cosW 

(44)  ÏÏ7  =  7/7 P L(sin*V  +  P2cos2V) 


KsinVcosi  .        "1 

—  Q  cosV  sinW 


Pp 


—  -t1-  [P  sin  i'  sin  V  cosV  sinW  -+-  Q  sinVcosW], 

formule   dans  laquelle   il   faudrait   remplacer  -^  et  -&  par  leurs 
1  -  l  ds  d s    r 

valeurs  tirées  des  formules  (41)-  ®n  obtient  ainsi 
— —  =  JU  cos2  i  -+- 1  iftj  sin  t  cos  «  -h-  G  sin2  r. 

Etant  donnée  la  complication  des  calculs,  il  est  sans  intérêt 
d'expliciter  les  expressions  de  <Ao,  ilb  et  G  qui  sont  évidemment 
des  fonctions  de  sino,coscs,  L,  N,  V  et  W  . 


11.    Expression  oe  la  torsion  géodésique.  —  Soit  -^r  la  torsi 
géodésique.  Nous  aurons 


ls 


l  dTfr 

TT  =       UT 
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en  prenant 


dX g  =a  Zol(  [i  8v  —  v  Bfx  ) . 


Or  on  déduit  sans  difficulté  des  expressions  (28)  et  (32)  les  for- 
mules suivantes  : 

|   \x  ov  — /  8(0.  =  —  sinV  cosV  cos(cp  —  W)  d\  -+-  sin(cp  —  W)  d/ , 

(45)  )  v  SX  —  X8v  =  —  sinVcosV  sin(cp  —  \\)dty  —  cos(«p  —  W)  dfc 
\   X  ÔjJt,  —  [a  oX  = — sin2Vûty, 

d'où  l'on  tire,  tous  calculs  faits  après  remplacement  de  a,   j  »  i  - 
par  leurs  valeurs  (43), 

(46)  rfr-  =  Tp  -  -7- 


T 


«?5 


.    _.  \  p  cos  i(K  sin  V  —  pcosVsinW) 

sin  V  <  . 

dty  (     -f-  sin  i  cos  W(p2-4-p  K  sin  VcosVsin  W-+-K2  cos1  \  > 

_ 


^X 


p(p»+k«)> 


-h  —p  [Q  cosW  H-  P  sin  t  cos  V  sin\Y]. 

Les  formules  (45)  et  (46)  donnent  lieu  à  une  remarque  déjà 
faite  :  elles  se  simplifient  considérablement  lorsqu'on  y  fait  K  = 
et  se  réduisent  alors  aux  formules  données  par  M.  De  martre  S  dans 
son  Mémoire  déjà  cité. 

12.   Equation  des  lignes  àsymptotiquks  et  des  i.km  s  de  cour- 
bure. —  On  en  aurait  une  forme  en  écrivant  suivant  le  cas  que    rr- 

ou  que   •=-  est  nul.  Nous  nous  servirons  de  ce  procédé  dans  une 

question  relative  aux  lignes  de  courbure   (Chap.  III.  n"  (>,   corol 
laire).  On  peut  encore  les  écrire  : 

(47)  8A  8a?4-8B8y-+-  SC8*  =  o, 


pour  les  asy m pto tiques,  et 
(48) 


8  "S  N 

x  ojr  01 

SA  8B  8C 

\  B  C 


pour  les  lignes  de  courbure. 
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13.  Courbure  géodésique,  lignes  géodésiques.  —  En  se  re- 
portant  aux  formules  données  dans  noire  Mémoire  déjà  cilé 
(Applications  de  la  Géométrie  cinématique,  etc.),  on  trouve 
pour  expression  de  la  courbure  géodésique  la  formule  suivante  : 

Hy/G  .\ùV       ,„„,         ls      „  di~\        .     ./ù\\       „di       ^di 


r     dtY^/dY       „v.  A       ¥I^H"| 


,,  x  Hy/G              .[e>F                                   dn             ./OU       rdi       -di\ 
(.  »))  =  cos/ I\l\ +po  )-4-U  — -    -j-snw  (- h  G- F- 

qui  devient  facilement 

,  i         ch'         i    rf?  /dF       „__. 

(5o)         p;  =  5J  +  Hi(^-KK-pp 

'    GH  rfï[F(5_KK'-Pr/    '    "<*ïJ 

en  tenant  compte  de  ce  que 

,m  N  ,       d    m         ¥     dt  .    ,         M    dt 

(Jl)  COSf=-7-v/GH —  -r->  S1IU  =  -— :  -y-* 

«*  \/G  ds  /G  ds 

L'équation  des  lignes  géodésiques  peut  s'obtenir  facilement  en 
écrivant  la  relation  —  =  o,  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes  pré- 
cédentes. 

14.  Condition  pour  qu'ujne  famille  d'hélices  circulaires 
mobiles  ait  une  enveloppe.  —  En  appliquant  les  résultats  du 
Mémoire  précité  on  trouve  que  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  famille 
d'hélices  circulaires  mobiles  ait  une  enveloppe  est  que  les 
équations 

(53)  KL  —  pN  =  o,         M  =  o 

admettent  une  solution  commune 

(54)  §(y,t)  =  o. 

A  chaque  solution  de  cette  forme  correspond  une  courbe 
t;mi;ente  aux  diverses  génératrices.  Leur  ensemble  constitue 
l'arête  de  rebroussement  de  la  surface. 

13.  Remarque.  —  Je  me  borne  à  signaler  ce  fait  presque 
évident  : 


—  261  — 


Le  cylindre  circulaire  droit   est  la  seule  surface  algébrique 
sur  laquelle  on  puisse  placer  une  hélice  circulaire. 


CHAPITRE  II. 

RÉPARTITION    DES    NORMALES  AUX  DIVERS  POINTS  D'UNE  MÊME  GÉNÉRATRICE.  POINTS  Cl  W- 

TRAUX   DE    PREMIÈRE    ESPECE    ET   DE    DEUXIÈME    ESPECE.    LIGNES    DE    STRICTION.    SUR- 

t 

FACE  POUR  LESQUELLES  CES  DEUX  LIGNES  COÏNCIDENT.  PARAMETRA  DE  DISTRIBU- 
TION. SURFACE  POUR  LESQUELLES  LES  NORMALES  AUX  DIVERS  POINTS  DE  CRAQUE 
GÉNÉRATRICE    RENCONTRENT   UNE    MÊME    DROITE. 


1.  Définition.  —  Quand  Vhélice  génératrice  conserve  une 
direction  d'axe  invariable,  je  dirai  que  la  surface  est  à  plan 
directeur  d lié lices  ou  simplement  [quand  aucune  confusion 
n'est  à  craindre)  à  plan  directeur. 

2.  Angle  du  plan  tangent  avec  le  plan  de  base.  —  Si  Ion  se 
reporte  au  n°  5  du  Chapitre  précédent,  on  voit  que  cet.  angle  peut 
être  considéré  comme  égal  à  V.  En  réalité,  avec  les  conventions 
qui  ont  été  .adoptées  dans  ce  numéro,  c'est  son  supplément;  mai-. 
comme  dans  ce  qui  suit,  il  sera  surtout  utile  de  considérer  la 
détermination  de   l'angle  de   ces  deux   plans  comprise  cuire  zéro 

et  ->   rien  n'empêche  de   la  prendre   pour  L'angle   V   Lui-même, 

considéré  comme  défini  par  la  détermination  positive  de  la   tan- 
gente (4)  donnée  par  la  formule 


Nous  désignerons  par  la  notation  (V)  L'angle  ainsi  défini. 

La  considération  de  la  formule  (25)   du    Chapitre    précédent 
conduit  immédiatement  au  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  L'angle  (V)  du  plan  tangent  en   un  point 
d'une  génératrice  avec  le  plan  de  base  de  celle-ci  n'est  jamais 


('  )  Dans  le  cas  des  olr  me  m  s  imaginaires  on  peut  faire  intorvenir  la  convention 
suivante  :  on  prendra,  pour  K  la  déterminatioo  correspondant  i  une  partie  réelle 
positive  et  celle  correspondant  à  un  coefficient  positif  dans  le  cas  d'une    imi 
m. me  pure, 
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nul.  II  a  un  minimum  absolu  donné  par  la  formule 


tang(V)  = 


obtenu  pour   les   points  de  la  génératrice  considérée  dont  les 
coordonnées  satisfont  à  la  relation 

KL  — Np  =  o, 

sauf  exception  possible  pour  ceux  de  ces  points  dont  les  coor- 
données vérifieraient  aussi  la  relation 

M  =  o. 

Remarque.  —  Les  points  d'une  génératrice  présentant  un  carac- 
tère exceptionnel  dans  le  théorème  précédent  sont  ceux  où  la 
génératrice  rencontre  la  génératrice  infiniment  voisine  lorsque  ce 
fait  se  présente. 

En  ces  points,  tangV  se  présente  sous  forme  indéterminée. 

Définition.  —  J'appelle  points  centraux  de  première  espèce 
les  points  d' une  génératrice  définis  par  la  relation 

(2)  KL  —  Np  =  o. 

Quand  la  génératrice  varie,  ils  engendrent  les  diverses 
branches  de  la  ligne  de  striction  de  première  espèce. 

Ces  points  sont  donc  ceux  correspondant  au  minimum  de  |  \  ) 
et  ceux  satisfaisant  aux  deux  relations  KL  —  Np  =  o,  M  =  0. 
Ces  derniers  sont  en  général  isolés;  dans  le  cas  où  ils  forment  une 
arête  de  rebroussement  de  la  surface,  cette  courbe  devra  donc  être 
considérée  comme  faisant  partie  de  la  ligne  de  striction.  Ce  son! 
d'ailleurs,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  des  points  singuliers 
de  la  surface  ou  tout  au  moins  de  la  définition  de  celle-ci  par  le 
système  de  génératrices  choisi. 

Remarque.  —  Nous  avons  été  conduit  aux  définitions  précé- 
dentes par  une  analogie  évidente  avec  les  surfaces  réglées;  toute- 
fois, faut-il  remarquer  que  dans  celles-ci  V  sera  constamment  égal 
à    -  et  l'angle  intéressant  est  celui  du  plan  tangent  avec  le  plan 
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Central.  Sa  considération  ne  paraît  pas  susceptible  d'une  extension 
intéressante  au  cas  des  surfaces  hélicées.  Nous  ferons  remarquer 
également  que  l'étude  de  l'angle  V  que  nous  venons  de  définir  se 
présente  utilement  dans  le  cas  des  surfaces  cerclées.  Les  résultats 
correspondants  ont  été  développés  par  M.  Demartres  dans  le 
Mémoire  déjà  cité.  On  peut  également  étendre  à  ces  surfaces  (il 
suffit  de  faire  K  =  o  dans  nos  formules)  la  considération  des  points 
centraux  et  de  la  ligne  de  striction  de  première  espèce  ([cf.  notre 
Mémoire  Sur  une  propriété  des  surfaces  cerclées  (Bulletin 
de  la  Soc.  mathém.  de  France,  t  XXX.V1,  1908,  p.  58)]. 

3.  Revenons  aux  conséquences  de  la  formule  (1).  Remarquons 
qu'on  peut  écrire 

KL  —  pN  =  —  cp[K2(^sin<?-+-/?coscp)  -h  K'p]  H-  (KL  -  p\)T, 

en  désignant  par  la  notation  (KL  —  pN)T  la  partie  de  l'expression 
étudiée  qui    ne   contient  que    des   termes   tri  gonomé  triques.     De 

même, 

pM  =  pKo(q  cosep  — p  sincp)  -h  p  Mj. 

Que  devient  l'angle  (V)  quand  le  point  eonsidéré  s'éloigne 
indéfiniment  sur  la  génératrice,  c'est-à-dire  quand  e  croît  indé- 
finiment? 

Faisons  croître  o  indéfiniment  de  la  manière  suivante. 

Nous  poserons 

o  =  cp04-  2/iir, 

où  n  est  un  nombre  entier  croissant  indéfiniment  (autrement  dît, 
nous  prenons  les  points  qui  s'éloignent  sur  l'hélice  génératrice 
en  restant  sur  une  même  génératrice  de  son  cylindre  principal). 
Le  premier  terme  de  tang2  V  est  évidemment  invariable  pour  un 
déplacement  sur  une  génératrice;  quant  au  second,  il  .1  poui 
valeur 

j —  [K*(y  sino0-+-jP  co9<p0)-t-  K  p0  •  a/iit)      const.| 

[(<pO-H  2/l1t)Kp(£  COSOo        />  -i  11  r,,  )    •    CODSt.]1 

Les  termes  simplement  Irigonométriques  des  fonctions 

KL  — pN        et         M 
conservent  une  valeur  fixe  pour  la  variation  imposa 
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Lorsque  n  croît  indéfiniment,  l'expression  précédente  lend  vers 
une  limilc  définie  par  l'expression 

["  K2(«y  sin<p0-f-)ocos<po)'H-  K>]2 
[       K  p(gr  cosepo  —  />  sinepo  )       J 

Mais  cette   expression   a   une  valeur   qui,    en    général,  dépend 

essentiellement  de  la  valeur  ©0  choisie.  Donc  : 

En  général,  l  angle  du  plan  tangent  et  du  plan  de  base 
(Tune  génératrice  n' a  pas  de  limite  déterminée  quand  le  point 
de  contact  s'éloigne  indéfiniment  sur  cette  génératrice. 

Cette  conclusion  pourra  être  en  défaut  si  le  coefficient  (3)  est 
indépendant  de  ©0,  c'est-à-dire  si  le  quotient 

K2(gr  sine?  -\- p  cos<p  -+-  K'p) 
(q  cosep  —  p  sincp)Kp 

se  réduit  à  une  simple  fonction  de  t  que  nous  désignerons  par  \(t). 
On  sera  donc  conduit  à  écrire  l'identité  en  © 

K2(<jr  sincp  -\-  p  cosep)  H- K'p  —  pKX(</  cosep  — p  sinep)  =  o, 

équivalente  aux  trois  suivantes  : 

/         qK   -\-pç>\  =  o, 
(4)  \   —  qpl-^-pK   =o, 

(  K'=o. 

Dans  tous  les  cas,  la  variation  du  pas  doit  être  nulle. 
Les  deux  premières  équations  conduisent  aux  relations 

p^q  =o 

tant  que  le  déterminant  de  ces  quantités 

K*+ A2p2 

n'est  pas   nul.    Laissons   de  côté  le   dernier    cas  qui    ne  convient 

qu'à  des  génératrices  imaginaires  tout  à  fa i l  particulières  ('). 

On  a  don* 

p  =  q  =  o. 


('j  On  vérifie  que  dans  ce  c«i>  le  plan  de  base  esi  à  caractéristique  isotrope. 
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Mais  alors  le  dénominateur  de  l'expression  (3)  est  identiquement 
nul  et  nos  calculs  sont  en  défaut.  D'ailleurs  ici  la  relation  K/=o 
montre  que  tangV  se  réduit  à  uue  fonction  trigonométrique 
de  o.  Nous  étudierons  ce  cas  ultérieurement. 

Ainsi  qu'il  vient  d'être  dit,  l'analyse  précédente  laisse  de  coté 
le  cas  où  le  dénominateur  de  (3)  serait  nul.  Si  le  numérateur  n'est 
pas  nul  en  même  temps,    tangV   croît  indéfiniment  et  V    a    pour 

limite  -  quand  le  point  s'éloigne  indéfiniment. 

Ce  fait  se  présente  quand 

p  =  q  =  o,         avec         K'^o. 

Donc  dans  ce  cas  l'angle  V  a  une  limite  -    quand    le   point    de 

contact  s'éloigne  indéfiniment.  Ce  cas  se  présente  en  particulier 
pour  la  génératrice  quelconque  (K/^o)  d'une  surface  à  plan 
directeur  d'hélice  à  pas  variable. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  envisager  le  cas  où  l'on  a  à  la  fois 

p  =  q  =  K'=o. 

Dans  celte  hypothèse,  la  partie  de  tang2  V  qui  dépend  de 
réduit  à  l'expression 


R 


i0(u  sincp  —  v  coscp)-f-  pw 


p(u  coscp  -+-  v  sincp  ■+-  p') 

...» 
Lorsque»  croît  indéfiniment,  cette  expression  ne  tend  en  général 

vers  aucune   limite   déterminée.    Si    Ton    cherche   dans   quel    cas 

exceptionnel    le    contraire  se   présente,     on    est    conduit    à    des 

conditions  développées  aux  n087  et  8  du  Chapitre  précédent  :  nous 

y  exprimions  que  pour  cl  nu  pu1  génératrice  I  angle  V  élait  constant. 

Si  ces  conditions  sont   vérifiées,  non  [iour  toute  valeur  de  /,  mais 

seulement  pour  certaines  de  ces   valeurs,    on    trouve    le    résultat 

suivant  : 

Si  pour  une  génératrice  à  plan  <le  base  et  à  pas  stationnaire, 
Vangle  (V)  fend  vers  une  limite  quand®  crott  indéfiniment t 
il  est  constant  sur  toute  cette  génératrice*  Si  Von  faii  absi 
tion  du  eus  (/es  génératrices   imaginaires  satisfaisant   à    l<i 
condition  h*  _[_  ç-=  o  (jue  je  me  dispense  d*  interpréter  y  le  i>l<m 
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de  hase  se  meut  normalement  au  lieu  du  centre  du  cercle  prin- 
Cl  pal.   Cette  valeur  sera -si,  en  outre,  la  variation  du  rayon 
de  ce  cercle  est  nulle. 

Ces  divers  résultais  sont  résumes  dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  En  général,  l'angle  (V)  ne  tend  pas  vers 
une  limite  déterminée  quand  le  point  de  contact  du  plan  tan- 
gent considéré  s'éloigne  indéfiniment  sur  V hélice  génératrice. 

Il  y  a  exception  et  cet  angle  devient  droit  si  le  point  décrit 
une  génératrice  dont  le  plan  de  base  soit  stationnaire  en  direc- 
tion et  dont  le  pas  ait  au  même  instant  une  variation  différente 
de  zéro. 

Si  le  pas  était  stationnaire  en  même  temps  que  la  direction 
du  plan  de  base,  V  angle  (V)  ir  aurait  pas  de  limite  dans  ces 
conditions,  à  moins  que  Vaxe  de  l'hélice  ne  fût  au  même 
instant  tangent  au  lieu  du  centre  du  cercle  principal  :  mais 
dans  ce  dernier  cas  r angle  V  serait  constant  sur  toute  la 
génératrice  (').  Cette  valeur  constante  serait  un  droit  dans  le 
cas  oii  la  variation  du  rayon  du  cercle  principal  serait  nulle 
au  même  moment. 

Corollaire.  —  Pour  toute  surface  à  plan  directeur  d'hélice 
à  pas  variable,  V angle  V  du  plan  tangent  en  un  point  d'une 
génératrice  avec  le  plan  directeur  tend  vers  un  droit  lorsque 
le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  généra  - 
trice  [sauf  pour  quelques  génératrices  exceptionnelles  correspon- 
dant à  des  valeurs  de  t  annulant  la  fonction  K.'  (t)~\. 

i.     DETERMINATION    nES  POINTS  CENTRAUX  OE  PREMIERE    ESPECE.    — 

Ils  sont  donnés  par  l'équation 

KL-Np  =  o, 

qui,  ('tant  transcendante,  ne  peut  être  résolue  en  général. 
(')  Sa  valeur  serait  donnée  par  la  fer  mule 

l0*n  =7^jrj' 
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Si  toutefois  Ja  surface  est  donnée  numériquement,  on  peut,  eu 
se  fixant  la  valeur  numérique  de  t  correspondant  à  une  génératrice, 
avoir  recours  à  une  résolution  graphique  fondée  sur  l'emploi 
simultané  d'une  spirale  et  dune  courbe  du  quatrième  degré  facile 
à  construire. 

La  ligne  de  striction  de  première  espèce  se  déduit  de  la  résolu- 
tion précédente  lorsqu'on  la  fait  pour  une  suite  de  valeurs  de  t. 

Nous  nous  bornerons  à  chercher  dans  quel  cas  cette  équation 
devient  algébrique.  Ceci  peut  se  présenter  dans  trois  cas  : 

i°  es  subsiste  dans  l'équation  sans  les   lignes  trigonométriques  ; 

2°  cî  ne  figure  dans  l'équation  que  par  les  lignes  trigonomé- 
triques ; 

3°  L'équation  se  décompose  en  deux  facteurs  de  la  nature  de 
ceux  définis  ci-dessus.  Les  deux  premiers  cas  peuvent  être  consi- 
dérés comme  cas  particuliers  du  troisième. 

i°  L'équation  ne  doit  pas  contenir  les  lignes  de  l'arc  ».  On  doit 

alors  avoir 

p  =z  q  =  u  =  v  —  o  ; 

nous  pouvons  de  plus   faire  alors    /'  =  o    et,  si  celte  condition  esl 
vérifiée  pour  toutes  les    génératrices,  en  rapportant   la    surface    à 
des  axes  fixes  définis  dans    le    n°   7    du    Chapitre    précédent, 
équations  deviennent 

(5)  a?  =  pcoscp,        y  =  os'ii\y,        s=/(p)-t-K 

dans  lesquelles/(p)  et  K(p)  désignent  des  fonctions  de  f  (railleurs 
arbitraires  ('  ). 

Nous  donnerons  à  ers  sur/arcs  remarquables,  gi  néralisation 
immédiate    dès     liélieoïdcs,  le    nom    ûThélicoïde*     DE    SECONDS 

ESPÈCE. 

Elles  jouent  an  rôle  considérable  dans  diverses  questions. 

(')  Kn  vérité,  ces  formules  laissent  <lr  côté  le  cas  où  p  sérail  constanl  el  où  il 

faudrait  cerne 

#  =  Pocos?,       y  =  p0sin<p,  f(t)  +  k{i 

Celle  surface  est  un  cylindre  droit,  cas  limite  évident  des  inrf*  es  -  gn 
XLl.  .  18 
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Si  f  et  K  pont  des  fonctions  du  premier  degré  de  o,  on  aura 
des  surfaces  de  vis  nE  deuxième  espèce.  L'étude  complète  de 
ces  surfaces  nous  entraînerait  trop  en  dehors  des  limites  du  travail 
actuel  et  nous  nous  réser\erons  d'y  revenir  d'une  façon  spéciale. 

La  ligne  de  striction  de  première   espèce    de    ces    surfaces   est 

définie  par  l'équation 

IL 
<?-       K'' 

f  et  K'  désignant  les  dérivées  des  fonctions/ et  K  par  rapport  à  o. 
[Si  la  surface  se  réduisait  à  un  cylindre,  {voir  la  note,  page  267),  elle 
serait  indéterminée.]  On  voit  que,  sur  chaque  hélice  génératrice,  il 
y  a  un  point  central  et  un  seul .  Dans  le  cas  des  hélicoïdes  ordinaires, 
ce  point  est  rejeté  à  l'infini,  sauf  dans  le  cas  de  la  surface  de  vis  à 
filet  carré  où  il  est  indéterminé.  Ces  résultats  s'expliquent  faci- 
lement (').  Enfin  signalons  la  formule  qui  donne  tang2V  pour  ces 
surfaces  ;  c'est  la  suivante  : 

(6)  tang2V  =  ^j  -i-(K'<p  +  w)\ 

r" 

20  o  ne  figure  que  par  ses  lignes  trigonométriques.  Les  condi- 
tions correspondantes  sont  ici 

p  ==  q  =  K'  =  o. 

Si  la  propriété  est  vraie  pour  toutes  les  génératrices,  c'est- 
à-dire  si  les  relations  précédentes  sont  identiques,  on  obtient 
la  classe  très  intéressante  des  surfaces  à  plan  directeur  et  pas 
constant  qui  comprennent  également,  comme  cas  particulier, 
les  hélicoïdes.  Sur  chaque  génératrice  les  points  centraux  forment 
deux  suites  de  points  équidistants  répartis  sur  deux  génératrices 
du  cylindre  principal  correspondant. 

3°  Cette  hypothèse  ne  conduit  à  aucun  résultat  nouveau. 

o.   Plus    courte   distance   de    deux    génératrices    infiniment 


(')  Sur  les  hélicoïdes,  tangV  est  constant  quand  le  point  considéré  décrit  DOC 

K- 
g(  aérai  rire.  De  plus,  cette  fonction  ne  se  réduit  à  —  que  d;ms  le  cas  de  la  surface 

P 
de  vis  ;i  filet  carré.    Considérée   comme    dé  unissant    un    minimum,   la    liijnr  de 

striction  d'un  bélicoïde  quelconque  serait  indéterminée.  Nous  préférons  conserver 

entièrement  la  définition  du  texte  par  l'équation  KL  —  Np  =  o. 
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voisines.  —  En  se  reportant  au  n°  9  de  notre  Mémoire,  Applica- 
tions de  la  géométrie  cinématique,  etc.,  on  trouve  que  les  points 
d'une  génératrice,  dont  la  distance  à  la  génératrice  infiniment 
voisine  soit  mini  ma,  maxima  ou  stationnaire,  sont  donnés  par  la 
relation 

(7)  (KL-Np)^(KL—  Np)  +  (pt-HK»)M^  =  o, 

équivalente  lorsque  H  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  sauf  sur  des 
génératrices  isolées,  en  dehors  du  cas  de  la  développable  isotrope 
définie  par  H  =  o,  à  l'équation 

(8)  T~=0- 

Définition.  —  J'appelle  point  central  de    seconde    espèce 
dJ une  génératrice  tout  point  de  celle-ci  dont  les   coordonm 
curvilignes,  t,  cp  vérifient  V équation  (7).   Lorsque  la  généra- 
trice   varie,  ces  points  décrivent  les  diverses  branches  de  la 
ligne  de  striction  de  seconde  espèce  de  la  surface. 

6.   Si  les  équations 

KL  — Np  =  o.         —  =  o, 

admettent  une  solution  commune,  $(t,  o)  =  <>,  cette  solution  défi- 
ait une  branche  commune  aux  deux  lignes  de  striction.  Je  ne 
m'arrêterai  pas  à  chercher  la  condition  correspondante  qui  est 
compliquée  et  je  me  bornerai  sur  ce  sujet  à  la  résolution  des 
questions  suivantes  : 

Problème.  —  Déterminer  les  surfaces  telles  que   la   ligne  de 
striction  de  première  espèce    appartienne   complètement   à   la 

ligne  de  striction  de  deuxième  espèce . 

Pour  qu'une  surface  réponde  à   la  question,   il   faul   el  il  suffi I 
que  toute  solution  de  L'équation  correspondante 

(9)  KL-Np  =  o 

appartienne  à  l'équation  (7)  ou,  en  laissanl    de   c$té    le   cas   '1<>s 
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hélices  isotropes,  à  l'équation 

(.0)  M?-.. 

ocp 

Supposons  d'abord  que  les  solutions  de  l'équation 
K2(q  sincp  -f- p  coscp)  -+-  K'p  =  o 

ne  satisfassent  pas  à  l'équation  (9).  (L'hypothèse  contraire  ne 
peut  se  présenter  que  lorsque  KL  —  Np  se  décompose,  cas  dont 
nous  ferons  une  étude  spéciale.) 

On  peut  alors  tirer  de  l'équation  (9)  l'angle  ©  en  fonction  de 
ses  lignes  trigonométriques  et  porter  le  résultat  dans  l'équa- 
tion (10).  L'opération  est  très  simple,  l'équation  (9)  étant  linéaire 
en  ©,  et  le  résultat  obtenu  est  une  équation  (A)  qui  ne  contient 
plus  que  sin©  et  coscp  et  doit  néanmoins  admettre  toutes  les  solu- 
tions de  l'équation  transcendante  (9).  Ceci  ne  peut  avoir  lieu  que 
si  le  premier  membre  de  l'équation  (9)  se  décompose  en  un 
produit  d'une  fonction  linéaire  en  ©  par  une  fonction  simplement 
trigonométrique  de  l'angle  ©,  à  moins  toutefois  que  (A)  ne  se 
réduise  à  une  identité.  Le  cas  où  KL  —  Np  ne  contient  pas 
les  lignes  trigonométriques  ou,  au  contraire,  ne  renferme  que 
celles-ci  peut  d'ailleurs  être  considéré  comme  cas  limite  de  la 
décomposition.  Nous  commencerons  par  étudier  particulièrement 
ces  deux  hypothèses.  Notre  étude  comprendra  donc  les  paragra- 
phes suivants  :  I.  L'équation  (9)  ne  contient  pas  les  lignes  de  0 
ou  contient  ces  lignes  seulement;  IL  L'équation  (A)  estidentique; 
111.  L'équation  (9)  se  décompose. 

I.  Premier  cas.  —  Le  premier  membre  de  l'équation  (9)  ne 
contient  pas  de  ligne  trigonométrique.  Nous  avons  vu  précé- 
demment que  les  sur/aces  correspondantes  étaient  des  hélicoïuks 

HE  nEUXIÈME  ESPÈCE. 

Pour  ces  surfaces,  il  y  a  un  point  central  de  deuxième  espèce  et 
un  seul  sur  chaque  génératrice;  il  est  défini  par  la  relation  (') 

(')  Exception  faite  des  hélicoïdes  ordinaires  où  les  calculs  sont  en  défaut.  \roir 
plus  loin  la  remarque  spéciale  à  ce  cas. 
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Donc  : 

Les  lignes  de  striction  des  deux  espèces  coïncident  dans  ces 
surfaces. 

Deuxième  cas.  —  Le  premier  membre  de  V équation  (9)  est 
dépourvu  de  terme  non  trigonométrique.  On  voit  facilement  que 
cette  hypothèse  correspond  aux  surfaces  de  plan  directeur  dont 
le  pas  de  la  génératrice  est  constant;  cette  équation  se  réduit  à  la 
suivante  : 

(il)  Kwsin<p —  Kv  cos?  -+-  w  p  =  o. 

D'ailleurs  on  a  ici 

M  =  u  cos<p  -+-  v  sin  cp  -+-  p  ,  =  —  u  sin<p  -h  v  coscp. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

a.  w=^o]  alors  l'équalion  (1  1)  ne  diffère  pas  de  l'équation 

àM 

do 

tous  les  points  de  première  espèce  sont  de  seconde  espèce.  « 
surfaces  possèdent  en  outre  des  points  de  deuxième  espèce  répari  is 
en  deux  séries  sur  chaque  génératrice,  séries  données    par   I  équa- 
tion 

(12)  u  cosep  -+-  p  sincp  -f-  p  (  - —  1  =  0. 


Il  ne  pourra  y  avoir  coïncidence  complète  que  si    les    équations 
(1  1)  et  (1  2)  ont  mêmes  solutions,  c'est-à-dire  si 

(i3)  -  = =  —1 

vu         0 

en  laissant  de  côté  les  hélices  Isotropes. 
Les  relations  (i 3)  donnent 

u  =  v  =  o 

ou 

z/2-f-  pi  _  o,        avec        p'  =  o. 

MA.  |S- 


w7->  

La  première  solution  conduit  aux  surfaces  devis  à  filet  carré •('*), 
elle  appartient  aussi  comme  cas  limite  à  la  série  précédente. 

La  deuxième  solution  donne  des  surfaces  engendrées  par  une 
hélice  indéformable  munie  d'un  plan  directeur  et  dont  l'axe  décrit 
un  plan  isotrope  perpendiculaire  à  ce  plan  directeur.  Dans  les 
énonces  qui  termineront  cette  étude,  nous  ferons  abstraction  de 
cette  surface  spéciale  (2). 

h.   w^éo;  alors  une  racine  de  l'équation  (i  i)   n'annule   jamais 

l'équation^—  =  o,  Il  faut  donc  que  ces  racines  satisfassent   toutes 

1  oy  * 

à  l'équation  M  =  o,  c'est-à-dire  à 

u  cosep  h-  v  sincp  -+-  p'  =  o. 

Ceci  ne  peut  arriver  que  si  l'on  a 

(.4)  ï«_l  =  -£l; 

v  u         up 

"F 

étant  laissée  de  côté  la  surface  à  génératrices  imaginaires  satis- 
faisant à  la  relation  u- -\-  v2  =  o,  sans  que  u   et  v  ne  soient  nuls, 

on  doit  avoir 

u  =  v  =  o, 

et  la  deuxième  relation  (i3)  est  satisfaite  d'elle-même.  Les 
surfaces  obtenues  sont  les  hélicoïdes.  On  vérifie  que  l'équation 
fondamentale  qui  détermine  les  points  centraux  de  deuxième 
espèce  se  réduit  à  une  identité.  Ce  fait  s'explique  facilement  :  en 
effet,  pour  ces  surfaces,  les  trajectoires  orthogonales  des  hélices 
génératrices  étant  des  géodésiques,  le  point  central  de  deuxième 
espèce  sur  chaque  génératrice  est  évidemment  indéterminé. 

II.  L'équation  (A)  est  identique.  Le  résultat  de  la  substitution 
de  la  valeur  tirée  de  l'équation  (9)  pour  l'arc  cp  en  fonction  de 
sincî  et  cos©  ne  peut  s'annuler  identiquement  que  si  l'un   de  ses 

facteurs  M  ou  — —  s'annule  identiquement.  Donc  deux  cas  à  conàH 

0<f  l 


(')  Pour  <  elte  surface,  on  voit  que  les  équations  (9)  et  (10)  se  réduisent  à  dd 

idrnt  itrv. 

1  :)  Cctle  surface  appartient  à  une  série  déjà  rencontrée  (cf.  11°  3). 
,81 
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dérer:  i°Le  résultat  de  la  substitution  dans  M  est  identiquement  nu); 

2°  le  résultat  de  la  substitution  dans  — -  est  identiquement  nul. 

i°  Le  résultat  dans  M  est  identiquement  nul.  En  effectuant  les 
calculs  on  trouve,  après  avoir  rendu  entier  le  résultat  de  la  subs- 
titution,   un    polynôme  du    second  degré    en   sincs   et   cosœ  dans 

lequel  : 

coefficient  de      cos2<p      =  K2pu  h-  Kqfp-cj  -h  Kt>), 

»  sin2cp      =  YJvq  -h  K/?(p2/>  -+-  Km), 

»  sincp  coscp  =  iKptpq. 

D'où  les  deux  relations  (K  étant  ^  o)  suivantes  obtenues  en 
écrivant  l'égalité  entre  eux  des  termes  carrés  et  à  zéro  du  terme 
rectangle 

égalités  qui  donnent  de  suite  p  =  q  =  o.  La  surface  doit  être  à 
plan  directeur.  On  peut  pour  simplifier  les  calculs  faire  r  =  o. 
Mais  alors  l'équation  (9)  se  réduit  à 

(i5)  cp  K'p  -t-  Km  sin  cp  —  Kc  coscp  +  p«'  =  o, 

et  l'équation  M  =  o  à 

(16)  m  coscp  ■+•  v  sincp  -+-  p'  =  o. 

Pour  que  cette  dernière  soit  vérifiée  par  toute  racine  de  l'équa- 
tion (i5),  celle-ci  ne  pouvant  visiblement  se  décomposer  sans  se 
réduire  à  une  fonction  linéaire  ou  trigpnométrique  de  o,  on  devra 
avoir  soit  u  =  v=o'=o,  ce  qui  donne  un  cylindre  droit,  soit 
K/=o  avec  —  —  z=-\-  -  =  -±—  et  l'on  trouve  une  surface  à  géi 

V  M  p  10 

~K~ 
ratrices  imaginaires  déjà  définie,  à  moins  qu'on   n  ait   u  =  t>=  o. 

De   nouveau   on   obtient   les   hélicoïdes.  En  résumé,  l'hypothèse 

actuelle  ne  conduit  à  aucune  surface  nouvelle. 

Nous  passerons  à  la  suivante  : 

20  Le  résultat  de  la  substitution  dans  —  esl  identiquement  nul. 
En  rendant  entière  L'identité  à  écrire  on  esl  conduit  à  la  condition 

(17)  |  K2(<7  sincp  -+- p  coscp)  -+-  K'p]  [(K q   h<>)cosç      (Kp      u)sin<p] 

—  K(p  coscp  -h  r/  sincp)  ((  Kc    !    </  p-  )  - 

—  (  K  M  -+-  p  :  -  )  s  1 11  -..    h  r  p  K  0 
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La  considération  des  tonnes  du  second  degré  en  sino  et  coso 
dans  celte  équation  dépourvue  de  terme  indépendant  donne  les 
conditions 

(18)  (K2  —  p*)pq  =o        et        (K2  —  p«)(<7î  —  />2)  =  o. 

On  aura  donc  deux  cas  principaux:  i°  Ka — pa  n'est  pas  nul 
nécessairement;  2°  on  fait  K2=  p2. 

i°  Si  Ion  ne  prend  par  K.- —  p2=o,  les  équations  (i  8)  donnent 

p  =  q  =  o. 

La  surface  correspondante  est  à  plan  directeur.  La  considération 
des  termes  du  premier  degré  en  sincs  et  cos^  donne  les  équations 

K'  u  =  o,        K'v  =  o, 
qui  peuvent  être  réalisées  soit  par  les  conditions 

pour  lesquelles  la  surface  se  réduit  aux  surfaces  hélicoïdales  de 
deuxième  espèce,  et  l'on  sait  que  ces  surfaces  satisfont  en  effet  à 
la  question,  soit  par  K/—  o.  Mais  alors  nos  calculs  ne  sont  plus 
légitimes,  car,  en  vertu  des  conditions  p  =  q  =  K/  =  o,  le  coef- 
ficient de  sp  dans  KL  —  Np  est  identiquement  nul.  La  question  a 
été  étudiée  précédemment  par  un  procédé  direct. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  rechercher  les  résultais  auxquels 
conduit  la  deuxième  hypothèse. 

2°  On  prend 

K2=p2  ou  K  =  sp  (£=±l). 

Les  trois  termes  du  second  degré  disparaissent  alors  sans  autre 
condition.  En  écrivant  que  les  termes  du  .premier  degré  s'éva- 
nouissent également,  on  obtient  les  conditions 

j    p'(p  4-çrp£)-/>(rp2£  —  pw)  =  o, 
/    ?'(u+ppz)-hq(r?*i  -?">)  =  o, 

qui,  jointes  à  la  condition 

(20)  K  =  £p         (e=±i), 

sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  résolution  de  la  question. 
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Toute  solution  p2  -f-  q-  =  o  sans  que  p  et  q  soient  nuls  étant  à 
rejeter,  nous  pouvons  prendre  pour  Ox  une  parallèle  à  la  carac- 
téristique du  plan  de  base,  ainsi  qu'il  a  été  dit,  ce  qui  revient  à  faire 

q  =o. 
Les  équations  (19)  se  simplifient  et  deviennent 

pV — /?(rp2e  —  pw)  =  o, 


(19  bis) 

p  (u  ■+■  ppz)  =  o 

La  seconde  équation  (19  bis)  conduit  à  deux  systèmes  de  solu- 
tions 

p'=  o         ou         M--f-/?pe  =  o. 

Donc  deux  séries  d'études  : 

( 

a.  On  prend  p'=o;  le  rayon  du  cercle  principal  est  constant, 
soit  p  =  p0.  Mais  K  =  K0=  ep0.  Le  pas  est  constant  :  la  généra- 
trice est  indéformable. 

La  première  équation  (19  bis)  devient  alors 

/>(rp0£  —  w)  =  o, 

qui  conduit  à  deux  groupes  de  solutions.  Nous  remarquerons  de 
suite  que  le  premier  correspondant  à  p  =  o  est  à  rejeter,  car  on 
se  trouverait  dans  le  cas  où  p  =  q  =  K!=o  et  où  les  calculs 
actuels  sont  en  défaut.  Ce  cas  a  fait  l'objet  d'une  étude  spéciale. 
Il  reste  finalement  la  condition 

w  —  rp0e. 

En    résumé,  nous  trouvons  une  solution    caractérisée    par   les 

conditions 

(ai)        ?  =  o,        p  =  p0,        K=K0=  (e=±-i\        ..■ 

Ces  surfaces  peuvent  être  définies  géométriquement  comme  il 
suit  : 

Surface  engendrée  par  une  hélice  de  grandeur  constante, 
inclinée  à  (5°  .s7//'  son  plan  de  hase  dont  l'axe  décrit  une  sur- 
face réglée  absolument  quelconque,  mais  dont  le  trièdre prin- 
cipal possède  un  mouvement  détermine  par  la  dernière  équa- 
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tion  (31);  sa  rotation  élémentaire  autour  de  V axe  de  V hélice 
génératrice  est  à  chaque  instant  égale  au  quotient  de  la  com- 
posante suivant  cet  axe  de  la  translation  élémentaire  par  le 
pas  linéaire  de  la  génératrice  ( (  ). 

Les  deux  équations  KL  —  pN  =  o  et  -—  ==  o  se  réduisent  l'une 
et  l'autre  à  la  seule  équation 

(22)  to  K0/?  cosep  h-  (K0/>  H-  u)  sincp  —  v  cosep  =  o. 

Nous    allons   chercher    maintenant   si    tout    point    central    de 
deuxième  espèce  est  un  point  de  première  espèce. 
Remarquons  qu'on  a  identiquement 

KL-Np^K0— ; 

l'équation  caractéristique  (9)  des  points  de  deuxième  espèce 
devient  ici 

(i-ibis)  ^A(KL-NP)  +  2K0m]  =0. 

dM 
Nous  pouvons  laisser  de  côté  la  solution  — -  =  o  de  cette  équa- 
tion. Elle  conduit  en  effet  aux  points  qui  viennent  d'être  envisagés. 
L'équation  (22  bis)  pourra  ainsi  être  remplacée  par  la  suivante 

(21  ter)  —  (KL  — Np)  +  2K0M  =  o, 

qui,  développée,  prend  la  forme 

(23)  cpK0/?  sincp  —  v  sincp  -h  coscp(2  k0/?  —  u)  =  o. 

Toute  solution  de    (23)  doit  être  solution  de  (22);  ceci  exige, 
comme    on    l'a    déjà    dit,  que   le  résultat  de    l'élimination   de    p 


(')  Comme  exemple  simple  d'une  chisse  de  ces  surfaces,  on  peut  citer  celles 
qui  sont  engendrées  par  l'hélice  ci-dessus  définie,  liée  à  un  trièdre  dont  le 
sommet  décrit  une  courbe  quelconque  tracée  sur  un  cylindre  arbitraire 
dont  Ox  est  la  génératrice  et  0 z  la  normale.  Si  la  directrice  est  une  hélice 
circulaire,  cette  surface  est  un  hélicoïde  doublement  hélice  et  dont  les  deux 
systèmes  d'hélices  circulaires  génératrices  peuvent  être  considérés  comme 
satisfaisant  a  la  question  actuelle. 
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entre  (23)  et  (22)  considérées  comme  équations  du  premier  degré 
en  ©  soit  identiquement  nul,  à  moins  toutefois  que  siniî  ne  soit  en 
facteur  dans  l'équation  (23).  La  première  condition  est,  en  divi- 
sant par  K0/?  (que  nous  ne  supposerons  pas  nul,  puisqu'on  aurait 
alors  p  =  q  =  K'=  o), 

(23  bis)  coscp[coscp(2K0/?  —  u)  —  v  sincp] 

—  sincp[(K0/?  H-  u)  sincp  —  v  coscp  ]  =  o, 
équivalente  à 

p  =  u  ==  o. 

La  première  condition  est  contraire  à  notre  hypothèse.  On  ne 
peut  avec  elle  supposer  p  y£  o. 

Il  reste  à  voir  ce  qui  arrive  si  sinç  est  en  facteur  dans  l'équa- 
tion (23).  Cette  équation  se  réduit  alors  à  la  suivante 

(23  ter)  sincp (cpK0/>  —  v)  =  o, 

avec  la  condition 

2K0/»  =  u. 

Mais  toutes  les  solutions  de  sincp  =  o  ne  peuvent  convenir  à  l'équa- 
tion (22),  tant  que  le  terme  de  celle-ci  contenant  o  ne  disparaît 
pas.  On  devrait  avoir  encore  p  =  o.  Donc  : 

Les  séries  de  surfaces  étudiées  ne  possèdent  pas  <le  types  à 
coïncidence  complète  des  lignes  de  striction. 

Mais  les  équations  (19  bis)  conduisent  encore  à  une  autre  série 
de  solutions  : 

(p)  U  +/>?£  =  o. 

Ici,  p'  n'étant  pas  nul  ('),  prenons  p  comme  variable  indépen- 
dante. En  tenant  compte  <!<•  la  première  équation  (ig  6m  .  on  esl 
conduit  aux  conditions  de  définition 

K  =  £p,         w=  —  />ps,         v  =  />z(rpz — in,         q 

Il  semble   que   la   surface   correspondante  doive    satisfaire   .m 
problème.  Mais  ici  on  se  trouve  précisémcnl  dans  un  cas  exci 
tionncl  signalé  tout  au  début  de  cette  étude;  le  coefficient  de  1  esl 

(')  Sauf  p<»ur  m»  c.is  limite  <l<»nt  il  sera  question  ultérieurement. 
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en  fadeur  dans  KL  —  No  qui  se  réduit  au  produit 

(  <p  —  /' p  -+-  e  w)  ( p  p  cos  o  -+-  e  ). 
Voyons  alors  directement  ce  qui  se  passe  : 

——         se  réduit  a         coscp(rpî —  w  —  sep), 

qui  admet  bien  les  racines  de  KL  —No  correspondant  au  facteur 

cp  —  rp  -+-  wz. 

Il   reste  à  vérifier  si  les  racines  de  l'autre  facteur  de  KL  —  \: 

\  Vf 

annulent  le  produit  M  —  •  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir, 
elles  ne  peuvent  annuler  toutes  —,  car  elles  n'annulent  pas  cos  tp, 
et  le  deuxième  facteur  de  -—  n'a  qu'un  seul  zéro. 

(/cp  * 

I 

Reste  à  comparer  avec  M.  Si  cp0  est  une  racine  de  l'équation 

pp  cos<p  -h  e  =  o, 

il  en  est  de  même  de  <p0  4*  2  nn  où  n  est  un  entier  arbitraire.  Cet  le 
simple  remarque  montre  que,  si  tous  les  zéros  de/>pcoso  +  £ 
conviennent  à  M  :  1"  ou  bien  le  terme  en  <p  de  cette  équation  doit 
disparaître,  ce  qui  exige  p  =  o.  Mais  alors  p  =  q  =  u  =  v  =  0. 
Nous  retrouvons  les  surfaces  hélicoïdales  de  deuxième  espèce; 
20  ou  bien  M  possède  sin»  en  facteur,  ce  qui  exige  u  =  p'  =  o  et 
par  suite  /)  =  oet^  =  o.  On  trouve  encore  le  cylindre  droit. 

Si  l'on  fait  abstraction  des  surfaces  hélicoïdales  de  seconde 
espèce  et  de  leurs  variétés,  on  voit  que  les  surfaces  de  cette  série 
ne  répondent  pas  à  la  question.  Elles  ont  néanmoins  une  par- 
ticularité intéressante  :  la  ligne  de  striction  de  première 
espèce  se  décompose  en  deux  courbes,  l'une  donnant  un  point 
sur  chaque  génératrice  appartient  à  la  ligne  de  striction  -le 
seconde  espèce,  l'autre  qui  ne  lui  appartient  pas,  au  moins 
entièrement,  rencontre  chaque  génératrice  en  une  infinité  >î, 
points  équidistants  sur  deux  génératrices  du  cylindre  prin- 
cipal de  !  l/é/ire  en  question.  Nous  désignerons  ces  surfac*  -  s 
le  nom  de  surfaces  3. 
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Remarque.  —  Dans  cette  dernière  étude,  on  a  laissé  de  côté  le 
cas  de  p'=o.  Si  Ton  suppose  à  la  fois  u  =  — pzz  et  z'=o,  on 
obtient  une  surface  solution  de  la  question,  qui  n'est  autre  qu'un 
cas  particulier  de  la  série  précédente  et  dont  les  caractéristiques 
sont 

'  p  =  po>         q  =  o,         u  =  —  pp0z,         w  =  rç 


(24) 

(  K0  =  ip0 

L'interprétation  géométrique  de  ce  résultai  est  irè^  intéressante, 
mais  nous  aurons  l'occasion  d'y  revenir  dans  nos  études  mono- 
graphiques. 

III.   Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  étudier  le  cas  où  KL  —  \ 
décompose  en  deux  facteurs  de  la  forme 

(A<p-hB)  &(?), 

en  désignant  par  A  et  B  des  fonctions  de  t  seul  et  par  ^t(?)  unc 
fonction  trigonométrique  de  ©. 
En  écrivant  l'identité 

KL—  Np  =  (À<p  4-  B)#T(?  ' 

ou  les  identités  équivalentes 

A#i  =  a,-, 

xr   désignant    la   fonction    trigonométrique    facteur    de    b    dans 
KL -No; 

B^t=Pt- 

;>,  désignant  Je  terme  simplement  trigonométrique  de  Kl.    -  \  :. 
et  en  éliminant  5",  on  obtient   la  condition 

\3, •■■-  BaTso, 

Si  on  la  développe,  on  trouve  >.»n^  peine  (|u  une  pareille  iden- 
tité entraîne  les  relations  suivant! 

K  u,   |   n  -:l       —  (  K<       u  o-  i       m       r  l\ 

(•)■)! — ! —    — -   ï-3 =   • 

K»9  K-'/'  K 

Introduisons  la  simplification  7       o,  oous  trouvons 

//  =  K'  =  o, 
xm.  tg 
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ras  déjà  étudié, 

ou 

1     Ku-\-pp*  =  o, 

(•>(■>) 

^    w  —  K  r               v 
|         K'                  K/7 

Dans  ces  conditions,  l'équation  K.L —  Np  =  o  se  réduit  à  la 
suivante 

^«p  — JLj(K»/>cos<p+K'p)  =  o, 

et  i\I  =  o  ne  pourra  admettre  toutes  les  racines  du  deuxième 
facteur  du  premier  membre  de  (27)  que  : 

i°  Si  M  se  décompose,  ce  qui  exige  u  =  p'  =  o  et,  en  vertu  des 
équations  (26), 

p  —  o        et         v  =  o         ou         K'  =  o. 

On  est  ainsi  conduit  à   un  cylindre  droit  ou  à  la   solution   déjà 

envisagée 

p  =  q  =  K'  =  o. 

20  Si  M  n'a  pas  de  terme  en  o.  On  retombe  encore  sur  des 
solutions  rencontrées;  sauf  ce  cas,  si  M  admet  une  des  racines  o0 
de  l'équation 

(27  6m)  />K2  cos'f  -h  K'p  =  o, 

elle  ne  peut  admettre  que  cette  seule  racine  de  la  série  o0  +  2/iit, 
co  étant  donnée  d'une  façon  unique  en  fonction  de  sino  et  de  cos© 
par  l'équation  M  =  o.  Reste  à  voir  si  les  autres  racines  de  (2^  bis) 

ri\\ 

n'annulent  pas  —  •  On  retrouve  encore  des  solutions  déjà  rencon- 
trées en  observant  qu'on  doit  avoir 

a  -4-  K/>  ==  o, 

condition  qui,  jointe  à  la  première  équation  (26),  donne  K2=  p2. 
Le  problème  posé  est  donc  résolu;  toutefois,  avant  d'en 
résumer  la  solution,  j'introduirai  la  considération  d'une  série  de 
surfaces  qui,  sans  être  des  solutions  de  la  question  actuelle,  s  \ 
rattachent  de  très  près  et  jouent  un  rôle  considérable  dans  nos 
t  liéories. 

Retour  sur   l'étude  des  surfaces  à  plan  directeur  ri  à  pas 
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constant.  —  Si  l'on  exprime  que,  pour  ces  surfaces,  les  équations 
FvL  —  Np  et  M  =  o  ont  une  branche  commune  (sans  exiger  que 
toute  la  ligne  de  première  espèce  soit  comprise  dans  celle  de 
deuxième),  autrement  dit  que  les  hélices  génératrices  aient  une 
enveloppe,  on  trouve  la  condition 

(28)  W2_-_^=p'2+^_, 

qui  définit  une  série  de  surfaces  auquelles  nous  donnerons  le 
nom  de  surfaces  (T). 

Remarque.  —  Il  est  à  peine  besoin  de  faire  remarquer  que 
l'étude  précédente  s'applique  immédiatement  au  cas  où.  au  lieu 
de  rechercher  les  coïncidences  de  points  centraux  sur  toutes  les 
génératrices,  c'est-à-dire  la  communauté  de  branches  de  lignes  de 
striction,  on  voudrait  trouver  si  sur  quelque  génératrice  le^  con- 
ditions demandées  sont  réalisées.  Les  équations  de  condition 
trouvées,  au  lieu  d'être  des  relations  fonctionnelles  en  t  expri- 
meraient simplement  qu'il  existe  une  ou  plusieurs  valeurs  de  /,  3 
satisfaisant.  Je  me  dispenserai  d'énoncer  les  interprétations  à 
donner  dans  ce  cas.  Nous  en  avons  déjà  rencontré  des  exemples 
antérieurement  et  nous  retrouverons  ultérieurement  les  mêmes 
considérations.  Celte  remarque  étant  faite  une  fois  pour  toutes,  je 
me  dispenserai  d'y  revenir  lorsque  l'énoncé  complet  des  propri» 
des  génératrices  spéciales  trouvées  ne  paraîtra  pas  présenter  un 
intérêt  suffisant  pour  être  exposé.  Dans  tous  les  résultats  pré< 
dents  on  suppose,  bien  entendu,  que  la  génératrice  n'es!  pas  un 
cercle,  c'est-à-dire  qu'on  fait  abstraction  des  valeurs  particule 
de  t  racines  de  la  fonction  K  (t). 

RÉSUMÉ  DE  L'ÉTUDE  PRÊ<  i  ni  n  i  i  . 

Tout  d'abord,   nous  trouvons  comme   seule  surface^  dont  I" 
ligne  de  striction  de  première  espèce  appartienne  tout  entù 

à  celle  de  seconde  espèce,  les  surfaces  appartenant  aux  ti 

séries  suivantes  ; 

1"  Les  hélicoïdes  de  seconde  espi  En  outre,  poui  ces  sur- 

faces, les  lignes  de  striction  des  deux  es/  <  1  es  coïncident  com- 
plètement. 
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>.°  Les  sur/œes  à  plan  directeur  et  à  pets  constant  définies 
par  la  condition  w  ==  o.  —  Ces  surfaces,  que  nous  désignerons  par 
le  nom  de  surfaces  (<£),  dérivent  géométriquement  de  la  sur- 
face de  vis  à  filet  carré  en  faisant  subir  à  chacune  des  a  s  ymp  to- 
uques de  celle-ci  une  translation  parallèle  au  plan  directeur, 
mais  de  loi  quelconque.  Pas  de  surface  à  coïncidence  complète, 
sauf  l'iiélicoïde  gauche  à  plan  directeur.  Leur  ligne  de  striction  de 
deuxième   espèce  contient,   outre   celle   de   première,   la   branche 

définie   par  l'équation  wcoset  -f-  psincs  -f-  p' (  ' — — — )  =  o.    Parmi 

ces  surfaces,  qui  forment  une  classe  très  intéressante,  on  peut 
signaler  les  surfaces  réglées  dérivées  de  l'hélicoïde  gauche  minimum 
par  une  translation  rectiligne  de  ses  génératrices,  dont  l'amplitude 
est  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  principal  de  l'hélice  asymp- 
tolique  déplacée. 

3°  Surfaces  engendrées  par  une  hélice  de  forme  invariable 
inclinée  à  45°  sur  la  direction  de  son  axe  et  dont  le  mouvement 
est  tel  que  la  rotation  élémentaire  autour  de  son  axe  est  égale 
au  quotient  de  la  composante  de  la  translation  suivant  celui-ci 
divisée  par  le  pas  linéaire  de  la  génératrice.  —  Je  les  appellerai 
surfaces  (lF).  A  signaler  la  classe  spéciale  de  ces  surfaces  corres- 
pondant à  un  plan  de  base  parallèle  à  une  direction  fixe.  Pas  de 
coïncidence  complète  s'il  n'y  a  pas  de  plan  directeur.  Dans  ce 
dernier  cas,  d'ailleurs,  on  retombe  sur  une  série  précédente. 

La  ligne  de  striction  de  seconde  espèce  de  ces  surfaces  com- 
porte, outre  celle  de  première,  la  branche  définie  par  l'équation 

K0  o(q  coscû  —  p  sino)  —  [(2*7  K0  —  v)  sin  o  -+-  (2/?  K0—  u)  cos?]  =  0. 

Outre  ces  trois  séries  de  surfaces  répondant  au  problème 
proposé,  Vétude  précédente  met  en  évidence  deux  autres 
classes  : 

4°  Les  surf  aces  à  pas  linéaire  variable  égalait  rayon. 

5°  Les  surfaces  Y  ou  à  plan  directeur,  pas  constant  et  arête  de 
1  ebroussement  définies  anal\  liquement  par  la  condition  complé- 
mentaire 


çl=   p- 


Parmi  celles-ci   nous  désignerons  sons  le  nom  de  surfaces 
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celles  qui  correspondent  à  w  =  o,  c'est-à-dire  appartiennent  aussi 
à  la  classe  des  surfaces  <ï>.  Elles  sont  définies  par  les  deux  condi- 
tions complémentaires 

tt2H-  f2=  p'2,  w  =  O. 

La  dernière  a  déjà  été  interprétée  géométriquement.  La 
première  s'interprète  ainsi  :  Le  cylindre  principal  reste  oscil- 
lateur à  un  cylindre  fixe. 

7.  L'étude  précédente  met  immédiatement  en  évidence  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  III.  —  Les  hélicoïdes  de  seconde  espèce  sont  les 
seules  surfaces  dont  les  lignes  de  striction  coïncident  com- 
plètement. 

La  condition  de  compatibilité  des  équations 

M=o,         KL  —  Np  =  o, 

étant  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'hélice  géné- 
ratrice  ait  une  enveloppe,  il  s'ensuit  immédiatement,  d'après  les 
calculs  précédents,  la  propriété  suivante  : 


Théorème  IV.  —  Si  V hélice  génératrice  admet  une  enveloppe , 
lle-ci  est  ut 
deux  espèces. 


celle-ci  est  une  brandie  commune  aux  lignes  de  striction  des 


8.   On  peut  se  poser  le  problème  inverse  de  celui  traité  au  n    *>. 
c'est-à-dire  chercher  les  surfaces  telles  que  toute  la  ligne  de  stric- 
tion de  deuxième  espèce  appartienne  à  celle  de  première  esp^ 
On  obtient  le  résultat  suivant  : 

Théorème  V.  —  Les  surfaces  à  coïncidence  complète,  héli- 
coïdes de  seconde  espèce,  sont  les  seules  pour  lesquelles  le 
ligne  de  striction  de  première  espèce  contienne  tontes  (es 
branches  de  celle  de  seconde  espèce. 

Démonstration.  —   La  Ligne  de  striction  de  seconde  espèce 
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étant  définie  par  l'équation 

I  »g  |  (  KL  -  i\  o  )  ±  (KL  -  Np)  +  (p«  +  fr)M  ^  =  o, 

toute  solution  de  cette  équation  doit  satisfaire  à  la  relation 
(3o)  KL  — Np  =  o, 

(jiii  définit  la  ligne  de  première  espèce.  • 

Premier  cas.    —  p  =  q  =  K/  =  o.   Les  équations  (29)  et  (.>o) 
sont  réductibles  à  une  forme  algébrique;  en  exprimant  les  lignes 

trigonométriques  en   fonction  de  tang-J->  l'équation  (29)  rendue 

entière  se  présente  comme  étant  du  quatrième  degré  en  tang  - 

et  l'équation  (3o)  conduit   à    une  équation    du    deuxième  degré 

en  tang—-    Si  donc  l'équation    (29)    n'a    d'autres    solutions   que 

celles  de  l'équation  (3o),  cela  exige  que  les  équations  aient  une 
racine  commune.  Celle-ci  doit  évidemment  appartenir  à  l'équation 

M"°' 

de  telle  sorte  qu'on  est  amené  à  résoudre  les  deux  problèmes  sui~ 
\ants  : 

Chercher    s'il    existe,    parmi   les    surfaces    correspondant    aux 
conditions/?  =  q  =  K/=  o,  un  groupe  tel  que  les  équations 

M  =  o        et        KL— Np  =  o 
ou  bien 

dM 

— —  =  o  et  K  L  —  N  p  =  o 

acp  ' 

aient  une  racine  commune. 

La  première  série  est  constituée  par  les  surfaces  I\  Je  ne  m'arrê- 
terai pas  à  démontrer  que  leur  ligne  de  striction  de  seconde 
espèce  n'est  pas  comprise  entièrement  dans  celle  de  première 
espèce. 

La  seconde  série  conduit  aux  seules  surfaces  <ï>.  On  sait  que, 
sauf  pour  l'hélicoïde  gauche  minimum,  la  ligne  de  striction  de 
seconde  espèce  a,  sur  ces  surfaces,  des  branches  distinctes  de 
celle  de  première  espèce. 
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Deuxième  cas. .  —  Le  premier  membre  de  l'équation  (29)  se 
décompose  et  prend  la  forme  suivante  dans  laquelle  \.  B,  C 
désignent  des  fonctions  de  t  : 

(3i)  (Ao2H-  B<p  -h  C)(fonct.  trig.  de»)  =  o. 

En  calculant  le  terme  en  <p2  du  premier  membre  de  L'équa- 
tion (29),  on  trouve  pour  expression  de  la  fonction  trigonomé- 
trique  entre  parenthèses,  au  facteur  KL>  près,  le  produit 

(32)  (q  cos»  —  p  sin»)  [K'p  —  z*(q  sin©  -±- p  cos»)].  - 

Mais  l'équation  (29)  admet  des  solutions  périodiques  puis- 
qu'elle se  décompose  en  deux  facteurs  dont  l'un  t  ri  gonomé  trique. 
Il  faut  donc  que  KL  —  Np  admette  des  solutions  de  période  ai: 
et  par  suite  soit  sans  terme  transcendant,  cas  étudié  précédem- 
ment, ou  se  décompose.  S'il  en  est  ainsi,  son  facteur  trigono- 
métrique  sera  évidemment 

K'p  -l-  K2(/)  cos»  -+-  q  sin»). 

Pour  que  toutes  les  racines  du   produit  (3*2)  soient   racines   de 

l'équation 

KL  —  Np  =  0 

et,  par  suite,  de  l'équation 

K'p  -h  K2  (p  cos»  -f-  q  sin  o)  =  0, 
il  faudrait  qu'on  ait 

K'=0,  p*-hqî=o, 

d'où,  en  écartant   le  cas  d'un  plan  de  base  enveloppant  le  cercle 

de  l'infini, 

p  =  q  =  K'=o, 

Mais  alors  le  terme  en  ©a  n'existant  plus  dans  le  premier 
membre;  de  l'équation  (29),  nos  calculs  sont  en  défaut.  L'étude 
du  cas  correspondant  à  ces  dernières  conditions  esl  la  première  que 
nous  ayons  traitée  dans  la  question  actuelle. 

La  même  observation  s'applique  si  l'on  .1  simplement 

p  =  q  =  o. 
Si  l'on  veut  exprime!-  que  KL  —  \  p  se  décompose  dans  ce  cas, 
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condition  toujours  nécessaire,  on  est  conduit  à  écrire 

K  =  v  =  o. 

En  réalité,  KL  —  Np  ne  contient  pins  de  terme  tri  gono  m  étriqué. 
C'est  un  cas  limite  de  la  décomposition.  Les  surfaces  correspon- 
dant aux  conditions 

p  =  q  =  a  =  v  =  o 

ne  sont  autres  que  les  hélicoïdes  de  seconde  espèce.  Elles  sont  à 
coïncidence  complète  et  satisfont  par  là  même  à  la  question 
actuelle. 

3°  Cas  général.  —  Soit  cp0  une  solution  de  l'équation  (29)  ;  si 
on  la  porte  dans  l'équation  (3o),  elle  doit  y  satisfaire  par  hypo- 
thèse. Donc  cp0  peut  être  exprimée  en  fonction  de  sincp0  et  coscp0 
au  moyen  de  l'équation  (3o),  du  premier  degré  en  <p0.  Le  résultat 
porté  dans  l'équation  (29)  est  une  équation  algébrique  en  sincp 
et  coso  qui  doit  être  vérifiée  pour©=<30.  Soit  (A.,)  cette  équa- 
tion. La  racine  cs0  étant  une  racine  quelconque  de  l'équation  (3o), 
on  voit  que  l'équation  trigonométrique  (A|)  doit  être  satisfaite 
par  toute  racine  de  l'équation  transcendante  (29),  ceci  exige 
que  celle-ci  se  décompose,  hypothèse  qui  vient  d'être  étudiée,  ou 
que  l'équation  (  A|  )  soit  identique.  Or,  on  voit  que  (A,)  a  été 
formée  comme  le  (A)  du  n°  6,  à  cela  près  qu'on  a  substitué  dans 

(KL  — Np)-i-(KL-Np)-+-(p'-+-K*)M^-, 


au  lieu  de  substituer  dans 


M  — 


Mais  si  l'on  observe  que  la  première  partie  de  la  formule  conte- 
nant en  facteur  KL  —  No  s'annule  identiquement  par  la  substi- 
tution déduite  de  l'équation  (3o),  on  voit  que  l'équation  (A,) 
n'est  autre  que  l'équation  (A).  Les  surfaces  en  question  appar- 
tiendront donc  au  groupe  des  surfaces  dont  tous  les  points  de 
première  espèce  coïncident  avec  des  points  de  seconde  espèce  et, 
comme  elles  doivent  appartenir  au  groupe  inverse,  elles  appar- 
tiennent, m  elles  existent,  au  groupe  des  surfaces  à  coïncidence 
complète. 
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Ce  raisonnement  pourrait  se  trouver  en  défaut  si  la  substitution 
précédemment  définie  n'était  plus  légitime,  ce  qui,  hors  le  cas 
de  /?  =  çr  =  K/=  o,  ne  peut  se  présenter  que  si  KL  —  Np  se 
décompose. 

Mais  alors,  par  hypothèse,  l'équation  (29)  ne  peut  avoir  que 
deux  séries  de  racines  :  d'une  part,  une  racine  correspondant  bu 
facteur  algébrique  en  co,  et,. d'autre  part,  des  racines  périodiques 
correspondant  au  facteur  trigonomé trique  de  KL — No.  Ceci 
exige  que  le  premier  membre  de  l'équation  (29)  se  décompose 
sous  la  forme  (3i),  ou  soit  débarrassé  de  termes  transcendants,  ce 
qui  est  un  cas  limite  de  cette  forme.  Cette  étude  a  été. faite  el  a 
conduit  aux  seuls  hélicoïdes  de  seconde  espèce. 

9.   Définition.    —     Soit   K,  =  —  le  pas   angulaire    de    1  hélice 

génératrice. 

L'angle  V  est  donné  par  la  formule 

/LK  —  0  W 

(33)  tang«V  =  K?-t-(— —E-  )  ; 

si  l'on  pose 

(34)  K^tangV,,  ~ P      =  tangU, 

on  obtient 

(35)  tang2V  =  tang*Vt-f-  tang'U. 

On  remarquera  que  l'angle  l  est  lié  simplement  à  divers  élé- 
ments géométriques  déjà  définis  par  les  relations 

(36)  tangU  =—  tangVcosW,         tangl    t.-mnW       K,. 

J'appelle  paramètre  de  distribution  en    i  \    point  d  1  m    i 
ratrice  l'expression  (') 

(37)  *-2g2~ 


(')  On  est  conduit  à  cette  définition  par  tint-  analogie  évidente  arec  les  surfi 
réglées.  Dans  celles-ci,  en  effet,  si  v  désigne  l'angle  du  plan  tangent  en  un  point 
•l'une  génératrice  avec  le  plan  central  de  celle-ci,  a  le  paramètre  de  distribution 
de  cette  génératrice  et  p  l'abscisse  du  point  île  contact  comptée  sur  la  génératrice 
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10.  On  <si  conduit  immédiatement  à  se  poser  la  question  sui- 
vante : 

Existe-t-i]  des  surfaces  où  cette  fonction  ait  la  même  valeur  en 
tous  les  points  de  chacune  des  généralrices  ainsi  (jue  cela  se  passe 
pour  la  quantité  analogue  dans  les  surfaces  réglées? 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  fonc- 
tion f(t)  vérifiant  l'égalité 

à   / LK  -  o  N \ 

y(o, 


do  \       p  M 
ou  encore 

(38)  LK-pN  =  [<p/(0-*-<K0]pM, 

k(t)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  /   introduite  par  inté- 
gration. 

Les  deux  membres  de  l'équation  (38)  sont  des  polynômes  en  o, 
sino  et  coscd,  mais  dans  le  deuxième  membre  existe  un  terme 
en  cd2 

y2pK  f(t)(g  cosep  — />sincp), 

tandis  que  dans  le  premier  membre  il  n'en  existe  pas,  d'où 

f(t)  =  o         ou         p  =  q=o. 

La  condition  f(t)  =  o  conduit  à  tangU  =  const.  et  par  suite 
tangV  =  const.  le  long  d'une  génératrice.  Les  surfaces  correspon- 
dantes se  réduisent  aux  hélicoïdes. 

Reste  la  condi  lion  p  =  q  =  o.  Rien   n'empêche  de  faire  /'  =  o . 


à  partir  du  point  central, 

,  on  a 

tangV  =  -£, 

ou,  sur  la  génératrice. 

cl  tans  V  =  —  dp  > 

ou 

dp                  i 

775  =    -n ! =    — 

d  lang  V        d  tang  \ 
"dp 


qu'on  peut  écrire 


i 
n  = 


0  tang  V 


à? 

Cette  formule  met  en  évidence  l'analogie  annoncée. 
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L'identité  (38)  devient  : 

(39)  <pK'p  -h  Ku  sinp  —  K  v  cos  cp  -+-  p  w 

—  —  pf(t)(u  cos'i  -+-v  sincp-h  p')<p  —  p  i^(J)  (m  coscp  -4-Psino  +  p 

L'identification  des  deux  membres  donne 

u  =  v  =  p  K'-f- /pp'  =  o,         p  oj  —    -/'1  n  p'. 

Si  l'on  suppose  p'  nul  on  est  conduit  à  une  hélice  fixe  ou  à  un 
cylindre  avec  valeur  infinie  de  il,  résultat  qu'il  est  facile  d'expli- 
quer. On  pourra  donc  laisser  ce  cas  et  s'arrêter  aux  équations  de 
conditions 

(40)  u '  =  v  =  p  =  q  =  ( '/•)  —  o. 

Ces  conditions  étant  supposées  satisfaites,  il  existera    une  fonc- 
tion/*(*)  déterminée  par  la  relation 

(4i)  /(0  =  -^r 

P 

On  pourra  se  donner  u  et  la  fonction  •!>  sera  déterminée  par  la 
formule 

(4*)  <K0=-*£- 

D'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VI.  —  Les  surfaces  hélicoïdales  de  seconde  es/ 
sont  les  seules  pour  lesquelles   le  paramètre   de   distribution 
conserve    la    même  valeur   aux    divers    point*   dune   géné- 
ratrice. 

Cette  valeur  est  égale  au  quotient  — —  • 

Remarque.  —   Cette    valeur  du    paramètre    de    distribution 

sera  la  même  sur  toute  la  surface  si  le  pas  est  une  Jonction 
linéaire  du  rayon.  En  particulier,  cette  valeur  est  nulle  pour 
les  hélicoïdes  ordinaires. 

4L  Problème.  —  Déterminer  les  conditions  pour  que  la 
normale  éi  la  surface  engendrée  par  une  hélice  circulaire  aux 
divers  points  d'une  génératrice   déterminée    rencontre    une 
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même  parallèle  éi  l'axe  de  celle-ci.  En  particulier,  déterminer 
les  sur/aces  pour  lesquelles  chacune  des  génératrices  possède 

cette  propriété. 

Soient  x0,  y0  les  coordonnées  de  la  parallèle  à  l'axe  de  la  géné- 
ratrice (/,))  considérée,  dans  le  système  mobile  auquel  nous  rappor- 
tons la  génératrice. 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  normale  à  la  surface  en  un 
point  x,  y,  z  de  la  génératrice  (t0)  considérée  sont 

./•--A  a,     j+Bj,      ;3-t-Ba. 

Les  conditions  du  problème  est  donc 

X  -\-  X<7  =  Xt).  jy  -i-  B<J  =JKo, 

d'où,  en  éliminant  a-, 

(43)  Bx  —  Ajk=  B.r0—  Aj0, 

relation  qui  doit  être  vérifiée  pour  toute  valeur  de  es,  t  ayant  a 
valeur  t0  relative  à  la  génératrice  considérée.  Introduisons  la  sim- 
plification connue  q  =  o.  L'équation  (43)  devient  : 

(44)  Kp(w  cosep  -+-  v  sincp)  — />K2pcp  si  no  -+-  Kpp' 

==  x0p  sin cp(  w  -h  K'cp  -h  pp  sincp)  -+-  Kx0(u  -+-  p'  cosep  —  rp  sincp) 
— y0p  cos  cp((v-+-K'<p-i-/?p  sincp) 
-+-  Ky0(v  -h  rp  cosep  -4-  p'  sincp  — />Kcp). 

Le  premier  membre  de  cette  équation  ne  contient  pas  de  terme 
en  co  seul,  il  doit  en  être  de  même  du  second;  d'où  la  relation 

K*yoP  =  oy 

et,  si  l'on  met  de  côté  le  cas  où  tQ  est  une  racine  de  K.(£),  c'est- 
à-dire  où  l'hélice  dégénère  en  un  cercle,  il  reste 

pyo  =  o. 

i°r=o,  la  considération  des  termes  trigonométriques  de 
l'équation  (44)  donne  de  suite 

(45)  pxu  =  o, 

el  p  n'étant  pas  supposé  nul  (cf.  ci-après),  il  reste 


■  '7 
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La  normale  à  la  surface  dans  ce  cas  n'est  autre  que  la  normale 
principale  à  l'hélice.  Celle-ci  est  une  géodésique  de  la  surface.  On 
retombe  sur  une  question  connue. 

2°  On  satisfait  à  la  relation  (45)  en  prenant  p(  /„ )  =  o. 

Le  plan  de  base  est  slationnaire.  On  peut  alors  supposer 

r(t0)  =£  o. 

Le  premier  membre  ne  contient  que  des  termes  trigonométriques. 
En  écrivant  qu'il  en  est  de  même  du  deuxième  membre,  on  trouve 

K'xq==  K'^0=  o, 
c'est-à-dire,  soit 

(jui  donne  une  solution  déjà  trouvée,  soit 

K'=o. 

Le  pas  est  stationnaire  :  soit  K0>  sa  valeur  pour  La  génératrice  en 
question. 

On  achève  l'identification  en  écrivant  les  équations 

ÎK0pa  =—  pw/0+  K0p'a?0, 
KtpP  =  pwx0  H-p'KojKo, 
K0UT0^-K0vy0=  K0pp', 

entre  lesquelles  l'élimination  de  x0  et  j  0  donne  la  condition 
(47)  .p'^i  +  pï-pi-ÊJ^^o. 

A.  of  =  o.  —  On  est  conduit  à  une  hélice  dont  le  plan  de  base  et 
la  forme  sont  stationnaire  s. 

R.   ii- -\-  v'2 — o'2 —  t-p —  =  o.  Cettr   condition    définit    une 

hélice  dont  le  plan  de  base  el  l<1  pas  sont   stationnaires  el  qui  n  n 
contre  la  génératrice  infinimenl  voisine. 

Si  les  conditions  du  problème  doivenl   être    vérifiées   quel    que 
soit  t,  les  relations  précédentes  où  fi gn rail  /„  deviennent  des 
lités  fonctionnelles  ;  .r0,  )„  deviennent    des  fonctions  de    t  et  l'on 
obtient  Le  théorème  suivant  : 

Théorème  VII.   —   Les  sur  Idées  engendrées  par  une  hélice 


—  292  — 

de  grandeur  constante  c/ui  se  meut  en  conservant  une  direction 
d'axe  fixe,  /es  cylindres  droits  et  les  surfaces  r,  sont  les  seules 
dont  la  normale  aux  divers  points  de  chaque  génératrice  ren- 
contre constamment  une  parallèle  à  l'axe  de  celle-ci. 

12.  Problème.  —  Déterminer  les  surfaces  telles  que  la 
normale  aux  divers  points  de  chacune  de  ses  hélices  généra- 
trices rencontre  une  même  droite. 

Nous  commencerons  par  remarquer  qu'on  peut  laisser  de  côté 
le  cas  où  cette  droite  serait  toujours  parallèle  à  Taxe  de  la  généra- 
trice que  décrit  le  pied  de  la  normale,  hypothèse  qui  a  fait  l'objet 
de  l'élude  précédente.  Cette  remarque  sera  utile  plus  loin. 

Nous  devons  donc  chercher  si  l'on  oeut  déterminer  des  fonc- 
lions  de  la  variable  /, 

telles  qu'on  ait,  quel  que  soit  co  et  pour  une  valeur  quelconque 
de  t,  les  relations 

\  aAx-h  b{y  4-  ciz-+-di=  o, 
f  <i2x  4-  b-2y  -h  c2  -  -4-  «2  —  o, 

entre  les  trois  coordonnées  x,y,  z  données  par  les  équations 

x  =  0  cos  ©  4-  A  7,  y  =  0  sin  o  -f-  B  a,         ^=  Ko  +  Ca 

de  la  normale  à  la  surface. 

L'élimination  de  o-  conduit  à  l'équation  de  condition 

I  19)         (A#24-  BA2H-  Gc-2)  {ci\  p  cosep  -4-  Oi  p  sin cp  4-  C\  Ko  -1-  dA) 

—  (  Artj  4-  B^!  -h  Cci)  (a2p  cos  ce  -h  b-,p  sin©  4-  c2  K  cp  4-  d2)  —  0, 

qui  doit  être  vérifiée  identiquement. 

Le  premier  membre  est  polynôme  en  cp,  sin 3  et  cos  s  du 
deuxième  degré  en  o.  Le  coefficient  de  ©2,  qui  s'obtient  sans  autre 
difficulté  que  la  longueur  des  calculs,  est,  en  faisant  <y  =  o, 

<  : ,  l\  |  a  2 1  p  K  '  cos  ©  -+- p  K2  )  -+-  b2  p  K'  si  11  ©  -H  cs/>K  p  si  n  »  | 

—  G2  K[  «i(p  K'coscp  h-/?K2)  4-  6ipK'  sin©  --  Cj/?Kp  sin©]. 

Ce    coefficient    doit    être    identiquement    nul.    D'où    les    équa- 
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tions  (oo)  (en  mettant  de  côté  les  surfaces  cerclées) 
(5o)     (<zic2 — a2ci)p  =  o}        (a2c2 —  #2ci)  K'  =  (0X  c2 — 6aC|)K'=o. 

Les  deux  dernières  de  ces  relations  donnent  la  condition  unique 

k'=o 
ou  les  deux  conditions 

«jCo —  a2Ci=0,  6|C2 —  /y2Ci  =  0. 

Premier  cas.  —  Etudions  d'abord  celte  dernière  solution.  D'après 

la  remarque  du  début  la  droite  ne  sera   pas,   sauf  peut-être    dans 

des  positions   particulières,   parallèle  à   l'axe  de  la  génératrice,  de 

telle  sorte  qu'on  peut  toujours  supposer  que   Tune  des  quantii 

et  même  les  deux,  ct   ou  c2  n'est   pas   nulle    identiquement.   Cela 

étant,  posons 

c2  =  Pci 

et  portons  dans  la  relation  (5o),  nous  obtenons  les  équations 
(ai  P  —  a8)  ci  =  o,        (  b2  T  —  b%)ci  =  o; 

ct  étant  supposé  différent  de  zéro,  d'après  ce  qu'on  vient  de    dire, 
on  a  finalement  les  relations 

(5i)  a2—Pau         b2=Vbu         r.,—  l'r,. 

L'équation  (4q)  donne  alors 

(  Art-,  -h  !>/;,+  (,r,)i   P  di  =-  d2  )  =  o. 

On  ne  peut  supposer  IV7,  —  d2  nul,  car  les  deux  plans  dont    non- 
sommes  partis  doivent  être  distincts  pour  déterminer  une  droit* 
distance  Unie  ou  infinie.  On  doit  donc  avoir  nécessairement 

I  ") a  |  W|   ;    K/>,  -i-  O,  =  o. 

C'esi  ht  condition  pour  que  la  normale  reste  parallèle  au  plan 

(53)  a\X-\-  bK\       c\  -      o, 

ce  qui  était  à  prévoir,  la  droite  déterminée  par  les  deux  plans    is 
étant  ici  rejetée  à  L'infini. 

Il  reste  à  satisfaire  à  l'identité  I  5  i  ).  Son  premier  membre  con- 
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tienl  la  première  puissance  de  <o  avec  le  facteur 

rtipK'  coscp  -h  (^ipK'-t-  d  p/?K)  sino  -h  <7,/?K2, 

(jin  doit  par  suite  être  identiquement  nul.  D'où 

(54)  «,/>  =  <>,  rtjK'zziO.  A,  K'H-  C!/>K  —  o. 

La  première  de  ces  relations  donne  :  soit 

«i  =  o,  soit         p  =  o. 

(t.   En  supposant  aK  =  o,  il  reste  la  seule  condition 
(  55)  bx  K'+  ct/?K  =  o. 

Mais,  dans  ce  cas,  l'équation  (62)  s'écrit 

^1[psincp(w-hjopsincp)-f-K(w  —  rpsincp-f-  p' coscp)] 

-h  Ci( —  11  coscp  —  psincp  —  p')p  =  o, 

relation  d'identité  qui  est  du  second  degré  en  sinoet  en  coscû  sans 
terme  en  cos2o.  Le  coefficient  de  sin2co  est  b^p^'2.  Comme  on  n'n 
pas  supposé  p  nul,  on  a  donc 

bi  =  o. 

Mais  alors  la  condition  (55)  entraîne  nécessairement  p  =  o,  car 
les  trois  coefficients  a{,  biy  cs  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 

Dans  tous  les  cas  on  est  amené  à  supposer  p  =  o  et  l'on  se 
trouve  ici  dans  un  cas  particulier  de  cette  hypothèse. 

b.  Je  prend  la  solution  p  =  o.  Il  reste 

ai  K'  =  b\  W  =  o, 
ce  qui  exige  :  soit 

ai  =  bi  —  o,         soit         K'=o. 

La  première  hypothèse  conduit  à  écrire  l'identité 

11  coscp  -f-  v  sincp  -+-  p'  =  0 

ou 

u  =  v  =  0'  =  o. 

Les  surfaces  obtenues  sont  les  cylindres  de  révolution. 

La  deuxième  donne 

l\  =  K0, 

valeur  constante. 
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Mais  puisque  p  =  q  =  o,  on  peut  supposer  /■  =  o  et  Ton  est 
conduit  à  l'équation  d'identification 

at(pw  cos<p  —  K0v  —  Kop'sincp)  +  61(pw  sine?  +  K0u+  K0?'  cosç  | 

—  Ci  p'(^  coscp  -4-  psinç  -h  p')  =  o; 
d'où  les  trois  relations  : 

l  ax  p  tv  -f-  6,  k0  p' — c,p^  =  o, 

(â6)  /  — rtj  K0p'-h  />i  p  w    — cxpv  =  o, 

(  —  »!  K0f  -f-  6t  K0  w  —  cj  pp'  =  o, 

entre  lesquelles  l'élimination  de  «,,  6,  et  c,  donne  la  relation 

D'où  Ton  conclut  immédiatement  : 

Théorème  VIII.  —  Lex  surfaces  engendrées  par  une  kélii ■<■ 
circulaire  indéformable  <jui  se  meut  en  conservant  la  même 
direction  d'axe,  les  cylindres  de  révolution  et  les  surfaces  I  . 
sont  les  seules  pour  lesquelles  la  normale  aux  divers  points  de 
chacune  de  ses  génératrices  reste  parallèle  à  un  plan    //  \ 

Remarques.  —  1.  Il  résulte  des  théorèmes  \  Il  cl  \  III  une 
réciprocité  intéressante  entre  les  éléments  qui  en  tout  l'objet  :  la 
normale  aux  divers  points  de  chaque  génératrice  rencontre  une 
parallèle  à  l'axe  de  celle-ci,  d'une  part,  e!  elle  reste  parallèle  à  un 
plan  fixe  d'autre  part. 

On  remarquera  aussi  que  la  normale  en  question  décrit  un 
conoïde;  c'est  un  rapprochement  avec  les  surfaces  réglées  para- 
holoïdes  des  normales). 

Ces  deux  théorèmes  sont  des  cas  particuliers  d'un  théorème 
plus  général  que  nous  allons  établir  bientôt. 

2.  Dans  le  cas  des  hélices  génératrices  de  grandeur  Invariable, 
le  plan  auquel  la  normale  reste  parallèle  est  le  plan 

(57)  u  >  -h  e  y  -\    w  a        0, 

et  la  droite  quelle  rencontre  est  déterminée  par  les  relations 


v 


(58 1  x  —  l\„  i  K..  — 

xu. 
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Si    w  =  O   (la   surface   est   alors    une    surface   <l>),  le   plan  devient 
parallèle  à  l'axe  el  la  droite  disparaît  à  l'infini  dans  ee  plan. 

Dans  le  cas  des  surfaces  V  le  plan  en  question  a  pour  équation 

(5g)      (p>  in/  —  r0  K0pp'  )x  4-  (  p*vw  ■+■  K^op'  u)y  ■+-  Kl(u--\-  c2)s  —  o, 
et  la  droite  a  les  équations 

k0(K24-c-)     '  "r  =         K0(  if* -h  v«-)     ' 

Dans  les  deux  hypothèses  la  droite  et  le  plan  sont  liés  très  sim- 
plement; si  a  et  p  sont  les  coordonnées  de  la  droite,  l'équation  du 

plan  est 

KQz  =  [iir  —  ccy. 

Deuxième  cas.  —  On  satisfait  aux  équations  (oo)  en  prenant 
k  =  o  ou  k  =  R0.  11  ne  reste  qu'une  relation  à  vérifier 

(aic2—  a2ci)p  =  o. 

i°  Prenons  d  abord  p  =  o  et,  pour  simplifier,  faisons  comme 
c'est  notre  droit  r  =  o. 

L'équation  (4(j)  ne  possède  plus  de  terme  en  cp2,  mais  le  coeffi- 
cient de  son  terme  en  ce  est 

(  6o)  A(a2c'i  —  ax  e2  )  -h  B(62Çi  —  &ic2), 

qui  doit  être  nul.  Posons  pour  abréger 

«2ci  —  a^Ci  =  a,         à2c{ — &jc2=(3. 

Les  conditions  pour  que  l'expression  (6o)  soitnulle  sont  données 
par  les  trois  relations 

t       a  wp    h-  (i  k0p'=  o, 
(6i)  <  — aKop'-h  p t^> p  =  < > , 

(  p  w  —  a  e  =  o. 

Des  deux  premières  on  tire  a=p  =  o,  ce  qui  ramène  au 
premier  cas,  ou  bien  leur  déterminant  w-  z-  +  K  J  p/a  doit  être  nul. 
ce  qui  eut  raine,  en  se  bornant  aux  génératrices  réelles, 

p'  =  IV  =  o 
ou 

p  =  p0  valeur  constante,         <e  =  o. 
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Ces  surfaces  sont  un  cas  particulier  de  celles  rencontrées  plus 
haut;  c'est  précisément  le  cas  exceptionnel  où  la  droite  rencontrée 
par  la  normale  disparaît  à  l'infini.  On  retrouverait  d'ailleurs,  en 
poursuivant  les  calculs,  la  condition  oc  ==  [3  =  o,  en  laissant  de  côté 
u  ==  v  =  o  qui  donne  une  hélice  fixe. 

2°  p  est  quelconque;  on  a  nécessairement 

(  6'2  )  (t  !  Co  —  «2  Cl  =  O, 

et  1  on  a  remarqué  qu'on  pouvait  supposer  c{  c2  7=  <>• 

Dans  ces  conditions,  on  peut  faire  c{       c2-  -  1  el  la  relation 
devient   simplement   r/,=a2?    valeur  commune    que    non-    dési- 
gnerons par  a.  Ces  remarques  simplifient  les  calculs  suivants  sans 
lien  enlever  à  la   généralité    des    raisonnements.    L'équation      jg 
s'écrit  alors  après  quelques  transformations 

(63)  Bapcoscp  —  (  Aa  -+-  G)p  si  110  -h  BKcp —  (Aa  -4-  G)a  •+-  Bj3       0 

en  posant  (  '  ) 

d* —  <:/,  _  _    btd\  —  L>\  <l-i 

bz—bx'  ^  6j—  A, 

On  remarquera  que  la  droite  représentée  par  les  équations 

admet  les  équations  simples 

(64)  y  =  —  *;  ax=—  p, 

d'où  la  conclusion  suivante  : 

A  un  système  de  valeur  de  a  el  p  correspond  toujours  une  droite 
el  une  seule. 

Vprès  remplacement  de  \.  I>.  (  \  par  le-  valeurs  correspondantes 
la  relation  (63)  prend  la  forme 

ypi(ç  p)      0, 

où  0|(a)  el  o2(c5)  représentent    des   polynômes  en   sina   et 
On  en  déduit  la  relation 

... 
Tous  calculs  faits.  p4  se  réduit  à  une    forme  linéaire  en  sin 


(l)  Ces  calculs  supposent  6S      6,      0.  Le  cas  où  A       b    n'est  auli 
l'étude  précédente:  la  normale  reste  parallèle  .1  un  plan. 
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coscp;  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  coso,  on  trouve  K.0p'=:o 

et,  en  laissant  de  coté  les  surfaces  cerclées,  p'  =  o  ou  p  =  p0- 

D'où  le  résultat  remarquable    suivant   obtenu    en    rapprochant 

de  la  condition  R  =  K0. 

Les  hélices  génératrices  doivent  être  indéformables.  Je  dis 

que  cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante. 

La  considération  du  terme  en  sino  dans  p,  (z>)  donne   la   condi- 

tion 

(I)  iv  =p(ol  -+-  a  K0)  -+-  r\\0, 

et  celle  du  terme  indépendant  donne 

(II)  u  —  a  cep . 

Reste  à  voir  ce  que  donne  la  condition 

Pa(?)  =  °- 

Cette  expression  est  un  polynôme  du  second  degré  en  sincs  et 
cos(5  sans  terme  en  cos*©.  Tousses  coefficients  doivent  donc  être 
nuls,  d'où  quatre  conditions  : 

(      p+  8c   =o,         aK0u  —  a  oc  w  -+-  aaK0  r  -+-    ctu    =  o, 
(65)        \  a 

(  P«  +  aap  =  o,         <zKqV  -4-    txv    -+-     wfi      — (4K0r  =  o. 

La  première  donne  une  relation  nouvelle 

(III)  p=-P/>. 

En  vertu  de  (II)  et  (III),  la  seconde  condition  de  la  première 
colonne  (65)  est  vérifiée.  Il  en  est  de  même,  en  vertu  de  (I)  et  (  U) 
de  la  première  condition  de  la  seconde  colonne  et  de  la  dernière 
en  raison  de  (I)  et  (111). 

\in  définitive,  les  conditions  (I),  (II),  (III),  jointes  aux  relations 
p=p0,  K  =  K0,  sont  nécessaires  et  suffisantes  quels  que  soient 
d'ailleurs  p,  r,  u,  c,  w,  c'est-à-dire  le  mouvement  de  l'hélice. 
Toutefois,  pour  achever  la  question,  il  reste  à  voir  si  Ton  peut 
déterminer  a  et  t3,  c'est-à-dire  si  les  relations  (1),  (II),  (III) 
admettent  bien  une  solution  en  a,  a  cl  B.  Dans  le  cas  de  l'affir- 
mative, à  chaque  système  de  solution  correspondra  une  droite 
rencontrée  par  la  normale.  (D'ailleurs,  a  priori^  deux  au  plus. 
^;ni-  quoi  la  normale  décrirait  une  quadrique,  ce  qui  est  impossi- 
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ble,  une  quadrique  ne  pouvant  contenir  une  hélice  circulaire.  I 
Or,  ici,  on  suppose  que  />  n'est  pas  identiquement  nul  :  J3  sera  donc 
donné  sans  ambiguïté  en  fonction  du  mouvement  de  L'hélice  par  la 
relation 

(III  bis)  S  =  --. 

P 

Quant  à  a  et  a,  ils  sont  donnés  par  le  système 

u 

«a  =  — , 

'IV)  {  p 

w  —  r  K0 

a  -h  a  K0  = 

P 

Ces  deux  relations,  quand  on  y  regarde  a  et  |ï  comme  les  coor- 
données cartésiennes  d'un  point  dans  un  plan,  représentent  une 
hyperbole  et  une  droite  non  parallèle  à  ses  asymptotes.  Il  e\i^t<- 
donc  deux  couples  de  valeurs  finies 

du      «lî 

#2,        *2  i 

solutions  des  équations  (IV)  et  par  suite  deux  droites  définies  par 
ces  couples  de  valeurs 

a  =  ai,         a  =  3!,,         [3= > 

a  =  «.,,         a  =  a*.  B  = • 

Ces  droites  peuvenl   être  réelles,    imaginaires  ou    confondues: 

réelles  si 

(  w  —  rK0  >';  —  f/>e  l\0      o, 

confondues  si 

i  w  —  r  Ko  >-  —  i  /"'  Ko 


imaginaires  si 


iu-  rK0  r-  —   \pu  Ko 


Toute  cette  étude  esl  résumée  par  le  théorème  général  suivant, 
les  remarques  qui  lui  sont  adjointes  el  les  théorèmes  \  Il  el  \  Ml 
déjà  rencontrés. 

Théorème  l\.  —  S  i  les  normales  aux  divers  points  de  chaque 

hélice  circulaire  génératrice  rencontrent  une  droite  n.ee,  elles 
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rencontrent  une  deuxième  droite  fixe  qui,  exceptionnellement, 
peut  être  confondue  avec  la  première.  La  surface  est  un  cylin 
dre  de  révolution,  une  surface  Y  ou  une  surface  engendrée  par 
une  hélice  indéformable,  et  inversement  toutes  ces  surfaces 
/ouïssent  <//'  la  propriété  énoncée  (l'une  des  droites  pouvant  être 
rejetée  à  l'infini  et  l'autre  être  parallèle  à  l'axe  de  La  génératrice: 
c'esl  le  cas  envisagé  par  les  théorèmes  \  Il  et  VIII). 

Remarques.  I.    Les   génératices  des  surfaces,  objet  du 

théorème  I  1  .  sont  indéformables  ou  douces  d' une  enveloppe, 

"1.  Nous  avons  fait,  au  sujet  des  théorèmes  VII  et  VIIÏ,  unrappro- 
chemenl  avec  les  surfaces  réglées;  Je  théorème  IX  conduiten  outre 
à  un  rapprochement  avec  certaines  séries  de  surfaces  cerclées,  <jui 
résulte  immédiatement  du  théorème  suivant,  corollaire  d'une  propo- 
sition du  Mémoire  de  M.  Demartres  sur  les  surfaces  cerclées  : 

Pour  que  les  normales  aux  divers  points  de  chaque  généra- 
trice d  une  surface  cerclée  rencontrent,  outre  Vaxe  de  cette 
génératrice,  une  seconde  droite  fixe ,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
cercle  générateur  soit  indéformable  ou  muni  d'une  enveloppe. 

3.  La  démonstration  directe  de  ce  fait  :  que  les  normales  à  la 
surface  engendrée  par  une  hélice  indéformable  aux  divers  points 
de  chaque  génératrice  rencontrent  deux  droites  fixes,  se  ramène 
très  simplement  au  théorème  de  Schonemann  et  Mannheim  sur  la 
propriété  des  normales  aux  surfaces  trajectoires  à  un  instant 
donné  des  divers  points  d'une  ligure  indéformable  dans  le  dépla- 
cement à  deux  paramètres.  La  surface  engendrée  par  une  hélice 
circulaire  indéformable  coïncide  en  efïet  avec  les  diverses  surfa< 
décrites  par  chacun  des  points  de  cette  hélice  dans  le  déplacement 
à  deux  variables  constitué  par  la  composition  du  mouvement  à  un 
paramètre  dont  est  animée  l'hélice  génératrice  et  d'un  mouvement 
hélicoïdal  indépendant  du  premier  et  qui  ne  cesse  de  faire  coïn- 
cider la  génératrice  avec  elle-même  dans  chacune  de  ses  positions. 
In  appliquant  alors  le  théorème  précité  aux  divers  points  de  la 
génératrice,  on  trouve  précisément  la  proposition  dont  il  s'agit. 

Cette  démonstration  s'applique  évidemment  aux  surfaces 
réglées  et  à  celles  engendrées  par  un  cercle  indéformable, 
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CHAPITRE  III. 

DÉTERMINATION    DE    DIVERSES   SURPACES    PAR    DES   CONDITIONS    Dl.    I  0DRB1  RE 
IMPOSÉES   A    DES   GÉNÉRATRICES 


1.  Lemme  préliminaire.  —  Si  le  polynôme  en  sin  ce  et  cos©, 

<I>  —  «2sin2ç>  -+■  ib  sincp  coso  -+-  c  cos-c  -h  20*  sin  tp       2  e  cos  ep       /. 

<?.ç£  carré  exact  d'une  fonction  rationnelle  de  sin©  e/  cos©,  // 
sera  nécessairement  le  carré  d' un  polynôme  du  premier  degré 

en  sin ©  et  coso. 

Je   me  bornerai  à   énoncer  celle    proposition   sans  m'arréter  à 

Télablir. 

2.    Problème.    —    Déterminer   toutes  les   surfaces  pour   / 

(nielles  H  est  rationnelle  en  ©,  sin  es  e/  cos  ©. 

Désignons  par  A,,  B^,   at,  btJ   a,,    ^,   des  fonctions   trigODomé- 
triques  de  o  rationnelles  en  sin  ©  et  cos  g  ;  on  a 

KL—  pN  =  oA,+  H,,         (  p»-*-  K*)*M  =  <pa,-t-  6,. 

La  solution  du  problème  revient  à  chercher  s'il  existe  des  fonc- 
tions otf,  ^  telles  qu'on  ait 

(1)  (<?A,+  B/)»-t-(<pa<-t-^)1s(çat<-+-p,)«, 

l'expression  figurant  au  premier-  membre  de  l'identité  (i),si  elle  est 
carré  parfait,  devant  nécessairement  être  le  carré  d'un  binôme 
linéaire  en  ©. 

L'identification  du  coefficient  des  différentes  puissance  -  de  s  dans 
les  deux  membres  de  l'identité  (1)  donne  les  relations 

(■>.)  A?  +  a?  =  a?,  ktBt+atbi    -  a,::,.         BJ   •   h 

En  éliminant  %t  et  [V  on  trouve  la  première  condition 

A,  A,  —  B*aj       l) 
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ou,  en  <l('\ eloppanl , 

i  \)     (u  coscp  -4-  v  sin<p  -+■  p')f  K*(^  sincp  -+•/>  coscp)  -+-  K'p] 
h-  K  i  y  coscp  —  />  sin  cp)' 

X  [c<>s'i>(  Ki'   i-  ^-q)  —  sincp  (Km  +  pïp)  -t-  p(  Kt>  —  «>)]  =  o, 

relation  qui  doit  être  vérifiée  identiquement. 

En  égalant  à  zéro  le  coefficient  des  termes  rectangles  sin  es  coscp 
on  trouve  la  première  condition 

VI  =  <>• 
Soit,  par  exemple, 

q  ~  o; 

égalons  les   coefficients  des  termes  en  sin2o  et  cos2  o,  nous  trou- 
vons  la  condition 

K/>*p2=o 

et,  enfin,  en  laissant  de  côté  les  surfaces  cerclées, 

p  =  o. 

Les  surfaces  cherchées  seront  donc  à  plan  directeur  d'hélice  ('). 
Le  premier  membre  de  l'équation  (4)  se  réduit  au  produit 

K'p(  u  coscp  -+-  v  sin  cp  -+-  p'), 
qui  ne  peut  être  nul  identiquement  que  dans  deux  cas: 
i°  K'-o; 

la  génératrice  est  à  pas  constant   K0. 
i°  u  =  v  =  py  =  o; 

la  surface  est  un  cylindre  de  révolution.  Dans  ce  dernier  cas,  H  se 

réduit  ciu  binôme 

p  i  b  k'  -+-  w  —  K  /■  ). 

(2es   surfaces    sont    susceptibles    d'une    infinité  de   génératrices 


(')  On  aurait  pu  abréger  un  peu  les  écritures  en  introduisant  dès  le  début  l;i 
simplification  permise  rj  =o.  Le  bénéfice  ainsi  réalisé  n'aurait  d'ailleurs  pas  été 
considérable  el  l'on  a  adopté  le  présent  exposé  par  considération  pour  l'intérêt 
de  la  -v  naétrie  des  écritures. 
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hélices.  Si  l'on  adopte  une  famille  de  génératrices  dont  le  pa-  est 
constant,  elles  rentrent  dans  la  série  des  hélicoïdes  ('  ). 

Revenons  au  cas  où  l'on  prend  la  condition  K/=  o. 

La  génératrice  esta  pas  constant.  Pour  simplifier  notre  exposé, 
nous  introduirons  en  outre  la  condition  permise  r  =  o. 

On  obtient  ainsi 

(5)  H2=[K0(pcosœ  —  ttsincp)       wp]2 

"H-  (p2H-  Kg  )( it  cos<p  ■+-  psiny  H-  s';2. 

Il  s'agit  de  rechercher  dans  quel  cas  cette  expression  sera  le 
carré  d'une  expression  rationnelle  en  sin  ©  et  cos  s.  D'après  le 
lemme  du  début,  cela  revient  à  chercher  s'il  existe  trois  fonctions 
de  t,  a,  [j,  v  telles  qu'on  ait  l'identité 

(5  bis)     [K0(v  cos <p  —  u  si n <p  )  —  w p ]- 

-+-  (p2-f-  Kg; (m  costp  -h  fsincp  +  p'  )-  =  (a  sincp  f  ■+■  -;i-\ 

ou,  après  des  réductions  faciles, 

(6)  p2f  u2  cos2cp  -+-  '±uv  sino  cosep  -+-  v-  sin2»  | 

+  2  sincp[-+-  K0«pw  -i-  p'  t>(p2-f-  K2)  j 
4-  2  cos  f  [ —  K0  p  p  <x>  -+■  p'  M  (  pa  -t-  K 2  )  ] 
-+-  w2  p2  ■+-  p'2  (  p2  H-  K2  )  -+-  Kg  (Ms-h  t>2)  —  [a  sin  cp  —  3  cos  «  +  7  ]'-  =  o 

La  considération  des  termes  du  deuxième  degré  conduit  immé- 
diatement aux  relations 

(7)  '/-—  p2  =  —  p2(>';— r-'),  'HP. 
ce  qui  donne  quatre  séries  de  solutions  à  étudier 

(S)      a=±:pp      avec       $=±OU  OU  %—        zui.       ;  .ci 

les  signes  se  correspondant  dans  chaque  groupe.  Il  esl  évident  que, 
parla  nature  de  la  question,  ou  peut,  sans  restreindre  les  résul- 
tats, se  borner,  dans  chaque  groupe,  à  considérer  nue  seule  d<  U 

mination. 


(  '  )  C'est  à  ce  point,  de  vue  que  non-,  avons  pu  faire  rentrer  les  cylindres  dans 
la  catégorie  des  hélicoïdes  dans  le  théorème  \i\  énoncé  aux  l 

l 'Académie  des  Sciences,  du   17  juin   1907. 
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Premier  cas.  -  Nous  mettrons  immédiatement  de  côté  l'hypo- 
thèse //  =  v  =  o,  qui  donne  des  hélicoïdes  :  ces  surfaces  répondent 
à  la  question  et,  de  plus.  Il  se  réduit   à   une  simple  fonction  de  /. 

I  )i  i  \i  i:\i  e  c  \s.  —  (  )n  prend  a  —  p  ut.  [3  =  —  p  vi.  (  le  cas  corres- 
pond à  une  génératrice  imaginaire.  C'esl  d'ailleurs  ce  que  nous 
vérifierons  dans  la  suite.  Les  coefficients  de  sin  o  et  cosep  dans  le 
premier  membre  de  l'identité  (6)  doivent  être  nuis;  ce  qui  nous 
donne  les  deux  relations 

(       K0  p  uw  +  p'  v  (  p2  ■+-  Kg  )  =      YP  M*i 
(  —  K0?  vw  -4-  p  w(p2-+-  KJ)  =  —  Yp  <-'• 

L'élimination  de  y  donne  une  relation  de  condition  entre  les 
éléments  de  la  génératrice.  En  laissant  de  coté  les  hélices  iso- 
tropes, comme  dans  tout  ce  travail,  cette  condition  est 

p'O2+"2)  =  0, 
Négligeons  pour  le  moment  la  solution 

K2-+-  ÇÏ=  O. 

nous  trouvons 

p'-O. 

L'hélice  est  indéformable.  D'ailleurs,  en  multipliant  la  première 
équation  (g)  par  u,  la  seconde  par  — e,  ajoutant  et  divisant  par 
u'--\-  e2,  qui  n'est  pas  suppose*  nul  identiquement,  on  lire 

Y  =  —  w  K0  i. 

Portons  dans  l'équation  (6)  les  valeurs  trouvées  pour  a,  [j  et  y  en 
tenant  compte  de    la   condition    p'=-o.    Le    premier    membre     » 

réduit  à  la  somme 

m2 -h  e2-h  te2. 

La  surface  sera  donc  caractérisée  par  les  conditions 

(\o)  p  =  <i  =  r  =  K'  =  p'  =  u*  +  P8  -H  w»  =  o. 

O//  trouve  ainsi  un  groupe  de  surfaces  engendrées  par  des 
hélices  indéformables  à  plan  directeur  et  dont  le  centre  du 
cercle  principal  décrit  une  courbe  de  longueur  nulle  quel' 
conque  i    le    mouvement    du    trièdre  fondamental   étant   une 
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translation.  Ce  sont  des  surfaces  de  translation  à  génératrices 

imaginaires.  On  a,  pour  ces  surfaces. 


(h) 


il  =  pi I  u  sinç  —  v  cos es       I  • 

\  '  po 


Pour  achever  ce  qui  est  relatif  à  ce  cas,  il  faut  voir  ce  que  donne 
la  solution  négligée  précédemment 

(12)  n2-+-  c-  =  o. 

Soi  l 

v  =  uiz  (  e  =  db  1  ), 

les  deux  équations  (9)  se  réduisent  à  une  seule,  c'est  ce  qu'ex- 
prime la  condition  même  de  compatibilité. 

En  écartant  le  cas  de  u  —  o  qui,  en  vertu  de  r2  -f-  u1  =  o,  donne- 
rait u  =  v  =  o,  la  première  entraine  la  relation 

(i3)  yp  =  -K0p<W-hp'e(p3      Kl  1; 

y.  et  (3  a\ant  les  mêmes  valeurs  que  précédemment,  les  termes  du 
deuxième  degré  en  sin  o  et  cos  ^  se  réduisenl  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  (6)  comme  dans  les  calculs  eu  question.  Le 
terme  indépendant  obtenu  après  ces  réductions  devra  être  Identi- 
quement nul.  11  se  réduit  ici,  en  tenant  compte  de  (12),  à 

Substituons  à  y,  dans  cette  expression,  sa  valeur  tirée  «le  I  équa- 
tion (1 3)  et  écrivons  que  le  résultai  s'annule:  on  trouve,  après 
quelques  réductions,  la  relation 

«^(pî-t-Kg)  -(p«-+-KJ  ip'*KJ       aK0« ■:.:  III  :'        K"      =0 
ou 

nvz  +  il  K0p'  I1        O, 

condition  qui  nous  donne  simplement 

~J 

En  introduisant  celle  dernière  condition,  <>n  trouve  finalement 
«pic  M   se  réduit  à   l'expression  rationnelle  en  mu  _  et  cos  : 

(l5)  Il      ■  p/(  //  >in  (p  —  f  coa  -  I  >. 
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Le  groupe  de  surfaces^  sol  ni  ions  de  la  question,  ainsi  défini 
est  formé  de  surfaces  engendrées  par  une  hélice  imaginaire 
à  plan  conducteur  à  pas  constant^  dont  Vaxe  décrit  un  plan 
isotrope  et  dont  le  mouvement  de  translation  du  trièdre  fon- 
damental est  défini  par  la  relation  complémentaire 

K0p'    . 
u>  =  —  ii. 

? 

Troisième  <  .  \s.  —  On  prend  a  =  ce,  (3  =  p  //. 

Une  suite  de  calculs  complètement  analogues  aux  précédents 
et  que  nous  nous  dispenserons  de  reproduire  conduit  au  résultat 
suivant  :  les  surfaces  cherchées  sont  définies  par  les  relations 

(16)  (*  =  o,  ^+^=.^(p*-+-Kg). 

Ce  sont  des  surfaces  <ï>.  L'ex pression  de  H  correspondante  esl  |;i 
suivante  : 

(17)  H  =  p  \u  cosc?  -h  v  sinffl-t-  ~(p2  +  Kg)    . 

On  peut  supposer  p! ■=£  o,  sans  quoi  on  aurait  u2-\-  v-—  o  et  l'on 
serait  dans  un  cas  de  l'étude  précédente.  On  peut  alors  prendre  p 
comme  variable  indépendante  et  si  ds  est  l'élément  d'arc  de  la  sec- 
tion droite  du  cylindre  engendré  par  Taxe  de  l'hélice,  la  seconde 
relation  (16)  donne 

dp1  p2 

ou,  en  choisissant  convenablement  la  série  des  arcs  et  leur  origine, 


(,8) 
et 


s  =  (  p5 


Donc 


ds  __(9^Kir- 

dp                p 

1 

„21          K0,         (f--r 

-Ko)^~K0 

^Ô  )         1           "      10D 

1 

2          (pM 

-K2)»-hK0 

Théorème  I.  —  Les  seules  surfaces  pour  lesquelles  II  soit  U 
carré  d 'une  fonction  rationnelle  de  <p,  sinco  et  cos  o  sont  : 

1"  Les  hélicoïdes  et  le  cylindre  [considéré  comme  engendre 
par  une  hélice  a  pas  variable  ou  constant)  ; 
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2°   Les  surfaces  <I>  dont  rare  de  la  section  droit*'  du  cylindre 
des  axes  des  génératrices  est  donné  par  la  for mu lr 


/y<pg-hKo' 


<lz  : 


3°  Deux  séries  de  surfaces  imaginaires,  dont  Vune  formée 
par  des  surfaces  de  translation. 

• 

3.  Problème.   —   On  demande  de  trouver  les  surfaces  pour 
lesquelles  la  famille  de  courbes  faisant  avec  chaque  généra- 
trice un  angle  co  =  f(t)  constant  le  long  de  chacune  d 'cl/ 
mais  pouvant  varier  avec  celle-ci  soit  une  famille  de  géode- 
siques. 

Je  laisserai  de  côté  le  cas  des  cylindres  où  la  solution  se  ramène 
à  un  problème  de  géométrie  plane  el  qui  répondent  à  la  question. 
L'équation  générale  des  géodésiques  donne  ici  la  condition 

(uj)       008/(0(5-  -KK'-pp'J  +sin/(0[-3-  +  G/'(0J  =< 

si  l'on  observe  que  F  est  rationnelle  en  s,  sin  a  et  cosep  et  que 
l'équation  (19)  montre  qu'il  en  est  de  même  de  -j—j  on  conclut,  en 
vertu  de  l'égalité 

(ao)  -^  =  Tu-^ry 

que  H  estrationnelle  en  cp,  sin  cp  eteos  ©,  Il "  ayant  é\  idemmenl  cette 
propriété.  Dès  lors,  le  cylindre  étant  laissé  de  côté3  on  a 

p  —  q  =  r  =  k'  =  <  > . 

L'équation  (19)  à  vérifier  identiquement  se  réduit  à  la  sui- 
vante : 

(•.u)    pcos/(*)(acos<ï> ■+-  *>sin<p   ;   p')  =  sin/(f)    —       (p1       K  ; 

Ceci  posé,  passons  successivement  en  revue  les  diverses  surfaces 
pour  lesquelles  II  esl  rationnelle  el  cherchons  si  quelques  unes 
d'entre  elles  répondent  bien  à  la  question  actuelle. 

i°Hélicoïdes: —  — -  o,  u  =  v  =  o.  Biles  répondent  à  la  question 
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el  L'angle  u)=f(t)  vérifie- la  relation 

(  ;/-  t    Kj  V-  cosu)  =  const., 

([ni  est  une  généralisation  de  la  formule  de  Clairaul   relative  a ui 
surfaces  de  ré\  olution  : 

Si  Ton  veut  résoudre  le  problème  particulier  des  trajectoires 
d'angle  a>  =  to0,  on  voit  que  la  relation  (23)  ne  peut  être  véri- 
fiée par  (->  constant  que  si  cos  w  est  nul,  c'est-à-dire  si  to0  =  -. 
Autrement  dit  si  la  trajectoire  est  orthogonale. 

2°  Surfaces  <L>  définies  par  la  relation 


^4-^=£!(P2  +  k|). 


L'équation  de  condition  (21)  donne  ici 

(28)       — p  cos  f(t)(u  cosep  -h  t>  sincp  -+-  p') 

4- sin /(/)[—  pwsiny  +  cpPcoso-+-(lo2+K2)/'(/)]  =  0; 

d'où,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  sin  ©  et  cos©, 
»  23  bis  )       p  w  cos/ —  p  p  sin/  =  o,  p  w  sin/ 4-  pp  cos/  =  o, 

conditions  qui  entraînent  u  ==  f>  =  p'  =  o.  Comme  ir  =  o  on  trouve 
une  hélice  fixe  (  '  ). 

3°  Surfaces  imaginaires  caractérisées  par  u2 -\-  v2  -f-  tv2  =  p'=  o. 
On  a,  dans  ce  cas,  pour  déterminer  l'angle  /la  relation 

cos  f(t)  =  &  sin/(£), 

relation  incompatible  avec  la  relation  fondamentale  cos--f-  sin2=  1, 
vérifiée  identiquement  pour  toute  direction  non  isotrope  du  plan 
tangent.  Nous  rejetterons  cette  solution.  L'autre  série  de  surfaces 
imaginaires  conduit  à  la  même  détermination  de /,  et  nous  la  rejet- 
terons. Nous  pouvons  donc  énoncer  les  trois  propositions  sui- 
\  an  te  s  : 

Tm'oi;i  mi.  IL  —  Les  hélicoïdes  sont   les  seules  surfaces  dont 


(')  On  laisse  de  côté  le  cas  où  le  déterminant  sin2/ -+- cos2/ serait  nul  au  lien 
d'être  égal  à  i,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  pour  une  direction  isotrope. 
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les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  sont  des  géodé- 
siques  {le  cylindre  droit  rentre  complètement  dans  cette 
série  (  '  ). 

Théorème  III.  —  Le  cylindre  de  révolution  est  la  seule  sur- 
face dont  les  trajectoires  non  orthogonales  des  hélices  généra- 
trices soient  des  géodésiques. 

Théorème  IV.  —  Les  hélicoïdes  (  et  le  cylindre  considéré' 
comme  engendré  par  une  hélice  à  pus  variable)  sont  les  seules 
surfaces  telles  que  la  famille  des  courbes  faisant  avec  chaque 
génératrice  un  même  angle  variable  avec  celle-ci  soit  consti- 
tuées de  géodésiques  de  la  surface. 

La  relation  <|ui  donne  cet  angle  i  dans  les  hélicoïdes  esl 

i 
(p"2-f-  K5)2  cost  =  consi . 


4.  Théorème  V.  — Les  lié licoïdes  sont  les  seules  surf/ers  dont 
I    génère 
siques  (2). 


les    génératrices    hélices  circulaires  soient  des  cercles    géodé- 


Première  démonstration.  —  Il  résulte  de  la  formule  générale 
démontrée  au  Chapitre  J  que  la  courbure  géodésique  p»  d'une 
génératrice  est  donnée  par  la  relation 

(,.',)  _  =  _--pp_jr.K. 

Pour  satisfaire  au  problème,  il  faul  donc  el  il  suffit  qu'on 
[misse  trouver  une  fonction  /'(/  >=  çg  vérifianl  la  relation  fonc- 
tionnelle 

,       ,  Il  V7^        àV 

[ï\  lus  )  —A —  = pp  —  l\l\  . 

1   *        }  .fit)  <><?        " 


(')  On  pouvait   prévoir  que  les  hélicoïdes  étaienl    1rs  seules  surfaces  donl  les 
trajectoires  orthogonales  des  génératrices  étaienl  géodésiques  en  remarquant  que 
tour  ces  seules  surfaces   la  ligne  de  striction   de  seconde  espèce  était  iod 
tiinéc. 

('-')  En  faisant  abstraction  des  surfaces  .1  plan  directeur  et  pas  1  onstanl  défii 
par  la  relation  u':  \- vz    -o  dont  il  a  été  question  au  théorème  l. 
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Il  résulte  île  là  que  If   doit  êlre   une  fonction  rationnelle  de  s 
1  .  r  » 

sin  p,  eus  cp. 

Si  on  laisse  de  coté  les  cylindres  pour  lesquels  la  courbe  eu 
question  est  une  géodésique,  nous  aurons  à  examiner  les  seuls  cas 
possibles  suivants  : 

i "  La  surface  est  un  hélicoïde  :  la  surface  satisfait  à  la  question. 
2°    Le  groupe  des    surfaces    <1>    satisfaisant   aux   conditions  du 
problème  I.  La  formule  générale  (24)  devient  ici 

1               /          u  cosco  -+-  c  sin  s  -4-  p 
(  25  )  —  =  —  /   ï ' 


,pa-+-'KJ      p2-t-  Kg 
m  cosco  -+-  p  sino  H-  p  ■ 

P 


Nous  avons  vu  précédemment  qu'il  n'y  avait  pas  lieu,  pour  cei 
surfaces,  de  supposer  p'=o.  Dès  lors,  —ne  pourra  se  réduire  à 
une  fonction  de  t  que  si  l'on  a 

p*+k;i 


P2 


=  », 


c'est-à-dire  si  K0  est  nul,  ce  que  nous  éloignons  (d'ailleurs,  dans 
ce  cas,  on  serait  conduit  aux  enveloppes  de  sphères); 

i"  Les  surfaces  imaginaires  pour  lesquelles  H  est  rationnelle 
en  cd,  sin  cd  et  cos  cd  :  on  est  conduit  à  la  famille  définie  par 
u2  4-  Pa  =  0. 

o.  Théorème  VI.  —  Les  hèlicoïdes  sont  les  seules  surfaces  (') 
<^o/i£  l' hélice  circulaire  génératrice  soit  une  courbe  à  torsion 
géodésique  constante. 

La  fonction j-  devant  être  constante  le  long  d'une  généra- 

...  ,  .  dm 

tnce  et  comme  celle-ci  est  a   torsion  constante,  -j-i  et  par  suite 

-^->doit  être   invariable  le    long   dune  hélice   génératrice.  Ceci 

revient  à  écrire  (jue  la  dérivée  partielle  —  est  une  fonction  de  t. 


(')    abstraction    faite    des    surfaces   à    génératrices   imaginaires   Hont   il   a    été 
question  au  n"  '1. 
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Or,  on  a  [Cliap.  [,  formule  (22)] 


(a6) 
d'où 


m  =  arc  tang(p2  -}-  K2  )- 


M 


<)m 


(27)  (p2+K*)2 


(  KL 


\) 


>LM 


KL   -  o\ 


M— (KL 


(KL  — pN)*-+-(p*H-  K*)M* 


Nous  devrons  donc  exprimer  simplement  que  le  crochet  figurant 
dans  le  deuxième  membre  de  l'égalité  précédente  se  réduit  aune 
fonction  de  t  :f(t)  ou,  enfin,  qu'il  existe  l'identité 


(28) 


à  M  à 

(KL  —  ?N) M  4- (KL  —  0\  » 

— /(«)[(  KL  —  pN)«-h(p2+  K*)M*]  =0, 


entre  les  variables  indépendantes  t  et  p. 

Le  premier  membre  de  l'identité  (28)  est  un  polynôme  en©, 
sinoeteoss  du  deuxième  de^ré  en  ©,  dans  lequel  le  coefficient 
de  ©a  est  le  polynôme  du  second  degré  en  sin  o  et    en  s 

(•29)     K3(/?'-h  72)  -+-  KK'p(/>  cosep  -t-  q  sin«p  1 

—  /(0[K*?2(7  cosc?  — ^  sin?)2 

4-2KîK'p(^coscp-+-y9in«p)-f-  K*Of-+-  y»)  ■+■  K'*p*]. 

Les  termes  du  second  degré  en  sincp  et  cosep   se   réduisent,  au 

signe  près,  à 

f  K'2p2(  q  sinç    -  />  cosep)2. 

L'expression  (29)  devant  cire  identiquement  nulle,  il  doit  en 
être  de  même  de  ce  carré,  ce  qui  exige  :  soit 


/  =  »• 


soit 


p  =  q 


L'hypothèse  /'=oconduil  d'ailleurs  encore  à  p  :ç  =  o.  Mais 
on  peut  remarquer  que  si/est  nul,  il  en  est  de  même  du  numé- 
rateur de—,    et,    par  suite,    en    général   «le  —-«   On    est    ainsi 

0<p  l  ''r 

conduit  à  écrire  que  ra  est  constant  le  long  de  la  génératrice  :  on 
trouve  alors  (  voir  théorème  VI,  Chap.  I  I  les  hélicoïdes  et  cerl  unes 
Surfaces  à  génératrices  imaginaires.  Or,  il  80  trouve  pour   celles  Cl 


XLI. 


1 1 
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que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  — -   sont    îdenliquemenl 

1  do  ' 

nuls  ;  on  peut  d'ailleurs  vérifier  <|uc  c'est  le  seul  cas   présentant 

celle  exception.  Le  calcul  de  —  est  en  défaut  :   on   voit  direcle- 
1  âo 

menl   que,  dans  celle   hypothèse,   m  est   encore  constant   le  long 

d'une  génératrice  :  m  est  en  effet  donné  alors  par  la  formule 

anger  —  u i. 

Ces  surfaces  peuvent  être  considérées  comme  satisfaisant  à  la 
question. 

Pieste  l'hjrpothèse  p  =  q  =  o.  L'expression  (29)  se  réduit  à 

-/(OK'V- 

On  doit  donc  avoir  K.  =  o,  si  on  laisse  de  côté  le  cas  où  y*  est  nul, 
traité  ci-dessus.  L'expression  figurant  dans  le  premier  membre  de 
l'identité  (28)  se  réduit  alors  à  un  polynôme  du  deuxième  degré  en 
sino  et  cos  3,  dont  les  termes  du  second   degré   forment  un  carré 

II?  o 

parlait  en  sin  o  et  cos  o  : 

— f(t)  (u  cosep  -+-  v  sincp)2. 

La  réalisation  de  la  relation  (28)  exige  la  disparition  d'un  pareil 
ternie,  c'est-à-dire  en  laissant  de  côté  lecasoù/^)  serait  nul. 

a  =  v  =  o. 

Cette  dernière  hypothèse   conduit  aux  hélicoïdes;  ces  surfaces 

satisfont  bien  à  la  question  et  il  se  trouve  de  plus  que  l'on  a  encore 

la  relation 

/(0  =  o. 

(i.  Théorëmr  VIL  —   //  u  y  ci  pas  de  surface  dont  les  lignes 
de  courbure  ci Vun  système  soient  des  hélices  circulaires. 

En     effet,    on     doit    avoir   dans   ce   cas,    le    long    dune    de    ces 
Indices, 

1        dm 
(3o)  7  -  gj-  =  o, 
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n  no 

ds 


et  l'on  vient  de  voir  que  ceci  exige  que  -7-  soit  nul.  Donc 


1 

T 
doit  être  nul. 

L'hélice  doit  se  réduire  à  un  cercle. 

On  remarquera  qu'on  ne  trouve  pas  l'hélicoïde  imaginaire  à  ds~ 
carré  parfait,  comme  cela  arriverait  en  recherchant  directement 
les  surfaces  ayant  pour  lignes  de  courbure  une  famille  d'hélices 
circulaires  en  parlant  de  l'équation  (/jcS)  (Chap.  I).  Cela  tient  à 
ce  qu'en  toute  rigueur  les  deux  définitions  des  lignes  decourlmn*. 
comme  d'ailleurs  les  diverses  propriétés  de  courbure  des  surfn* 
sont  en  défaut  pour  les  surfaces  de  ce  genre. 

7.  Problème,  —  Déterminer  les  surfaces  dont  une  famille 
d^asymp touque s  soit  formée  pur  les  trajectoires  orthogonales 
des  hélices  génératrices. 

\.  Je  dis  que  la  surface,  si  elle  existe  ('),  est  à  plan  directeur 
et  à  pas  constant.  La  relation  caractéristique  des  asymptotiques 

est 

(3 1)  SA.  ô\r  -+-  SB  oy  -+-  8C  oz  =  o. 

Les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  son!  données  par  la 
relation  différentielle 

(32)  (p*-+-  K2 )  c/cp  -4-  (Lp  -  -  K\  \dt  =  o. 

Pour  exprimer  qu'une  trajectoire  orthogonale  des  génératrices 
est  une  asymptotique,  nous  devrons  donc,  écrire  que  1.»  relation    1 1 
est  vérifiée  quand  on  y  remplace  dt  el   rfcp   par  les  quantités  pro- 
portionnelles 

i  0--1-  K- 1        el         —  (Lp-t-  KN 

ci  cela  pour  un    point  quelconque  de  la    Lrajectoire    considén 
c'est-à-dire  pour  tout  système  <le  valeurs  /.  tp  correspondanl  h  un 
point  d'une  asymptotique  trajectoire  orthogonale.  Si  une  famille 


(')  L'existence  d'une   solution   bu   moins,  celle  que  nous  démontrons  èli 

seule,  pont  être    prévu  a  priori. 
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d'asymptotiques  se  trouve  formée  de  trajectoires  orthogonales,  la 
relation  obtenue  devra  être  une  identité  entre  les  variables  indé- 
pendantes t  cl  ». 

Ceci  posé,  désignons  par  l'o.r,  l'or,  . . .,  PSC  des  quantités  pro- 
portionnelles à  o./;,  ...7  SG  obtenues  en  remplaçant  dt  et  rfa 
eomme  il  a  été  dit.  On  aura 

I»  Ô.r  =  (p»-f-  K*)(M  cosep  —  Lsin<p)  -+-  psitio(Lp  -h  KN), 
Vly  -  i  p*+  K2)(M  sin<p-hLcos<p)  —  pcoscp(Lp+  KN), 
P  o;  ==— p(KL  — Np), 

(33)  (P8A  =  -^(^  +  KN)4-(p'4-K»)(^  +  ^G-rB), 
P8B=-^(Lp-4-KN)  +  (p2+K2)^-+.rA-/>cV 
I*  8(  1  =  —  ^5 (L p  -+-  KN  )  +  (p*-+-  K*)  (^  -h/>B  -  q A). 

Ce  sont  des  polynômes  en  co,  sinco,  coss  du  premier  degré  en  es. 
Le  premier  membre  de  l'équation  (3i),  après  remplacement 
de  o.r oC  par  Por,  . ..,  se  présente  sous  forme  d'un  poly- 
nôme en  o,  sino,  coss  du  deuxième  degré  en  cp  el  qui  doit  être 
identiquement  nul.  Considérons  le  terme  en  cp2.  Son  coefficient 
est  un  polynôme  en  sincp  et  coso  qui  se  présente  comme  deyanl 
être  du  quatrième  degré.  On  trouve  pour  ses  termes  du  quatrième 

degré,  par  des  calculs  assez  longs,  en  remplaçant  L,  M,  N,  .  .  .,  —  > 

dC  ,  il) 

—  par  leurs  valeurs,  I  expression 

K*p4  K'(  p  coso  -4-  q  sin<p)2(  cos2<p  -h  s i n 2  cp ) , 

qui  se  réduil  d'elle-même  au  second  degré1. 

Nous  sommes  amenés  à  chercher  les  termes  du  troisième  degré 
du  coefficient  étudié.  Le  principe  du  calcul  est  tout  à  fait  élémen- 
taire; sa  longueur  seule  en  fait  la  difficulté.  Si  Ton  pose 


14) 


a  =  pKK'2-f  (p2_+-  K*)p(pKq  —  rK'), 

a1=(p2+K2)[(K'p)'-^Kp], 

l>   =(p*H    K2)[(K'p)'      ^Kp], 

&,  =  [  —  pKK'2      p(p24-K*)(/)grK   |   rK')], 
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on  trouve  pour  terme  du  troisième  degré  du  coefficient  considéré 

(35)  (p  coscp  H-  q  sin  tp)  [  p3  K  ■'♦(/>  coso  -4-  </  sin  cp 

—  K  p*  sin c (a  si n  'f  -+-  a  1  cos  çp  ; 
H-  K2  p  cos  vC6  sin  cp  -h  6j  coscp)]. 

Pour  que  le  coefficient  considéré  soit  identiquement  nul,  il  faut 
que  ses  termes  du  plus  haut  degré  soient  divisibles  par 

cos2o  -h  sin*cp 

(voir  la  note  qui  termine  le  Chapitre).  On  peut  laisser  de  côté 
le  cas  où  p  coscp  -4-  q  sin  co  se  réduit  à  un  facteur  près  non  nul  à 
cos©  dz  i sin  <p,  car  alors  /?2  -f-  q-  est  nul  sans  que  /;  el  q  le  soient 
ensemble;  cela  étant,  on  devra  écrire  que  sin-  +  cosa  ne  diffère  du 
polynôme  entre  crochets  dans  (35)  que  par  un  facteur  indépen- 
dant de  ©;  d'où  les  deux  conditions 

p3K>/>24-  Kp2&i=  p»K*$r*  —  Kp»a, 
ou 

(36)  a-f-61  =  pK3(<72  —  p*) 

et 

—  aKp!+  6Kp2+  aK*p3/>g  =  o, 
ou 

(37)  at—  b  =  apK3/?^, 

et,  d'autre  part,  on  a 

(  a  H-  A.  =  2p  K/"/(  p1  h  K1  |, 
;  (  ai—  b   =  —  (p«       K-  lKp(?>       p1 

La  comparaison  des  expressions  de  a    :  ■  A,    el   de  n,  —  6  donne 

les  relations  suivantes  entre/-»  et  <j  : 

(39)  (p*-+-K* ).(gr»— />*)    ■    >k-/"/      o, 

(40)  —  K»(9>      p1  )  4-  'ii  p1   ;    K-  )pq  =  0, 


qui  entraînent 

et,  par  suite, 


pq   -  o,         7'-'      p*=  o, 
/'     !  7 

Il  ne  peut   v  avoir  exception  que  si  le  détenninanl  des  équa 
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lions  (,»())  ci  (4o)  entre  />y  et  g2  —  p-  était   identiquement  nul, 
c'est-à-dire  si  Ton  a\ ail 

i,M  (p*-+-  K*)»-t-K*  =  o' 

ou 


I  ziz  / 


Pour    une   telle    valeur   de    k-,   les  équations  (•>())  et  (4°)    *e 
réduisent  à  une  seule 

(  q  zn  /»)*  =  o. 

On  se  trouve  dans  le  cas  écarté. 

Nous    pouvons  donc  supposer  p=q=zo  et   introduire  r  =  o. 
On  a  alors 

I*  ox  =       KK'p  o  sino -:- (P  ô#)r, 

Poi    =  —  KK'p  cp  coscp  -+-•  (  P  oy)j, 

Voz  =      K/p«o-4-(PSs)T, 

P8A  =[-!-pKK'2  sincp-i-(p2-4-K2)(K'p)'cosoJ  -+-(P8A)Tl 

PoB  =  f— pKK'2  coscp  -+-(pa_HK2)(K'p/  sino]  4-  (  P  oB),, 

PoC  =(PSC)t. 

Le  coefficient  de  co2  dans 

oA  àx  -h  oB  ôy  -f-  oC  05 

se  réduit  alors  aii  monôme 

K2K'3p5. 
Il  doit  être  nul;  donc. 

K'=  o         on         K  =  K0, 

résultat  qui  achève  de  justifier  la  proposition  annoncée. 

U.   Je  dis  que  la  surface  ne  peut  être  qu'un  liélicoïde.   Formons 
SP8#Po\A  en  tenant  compte  des  relations 

p  =  g  =  r  =  K'=  o. 
Dans  ce  cas,  l'équation   (>i)  ne  contient  que  des  lignes  Irigono- 
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métriques.  On  a 

P8.r=      (M-t-p' cos<p)(p*-h  K«; 

4-  p  sinç[K0ip  —  p(w  sinçp  —  v  cos©  )], 

P8r=  (^    -i-p'   sincp)  (p2+   £*) 

—  p  coscp[K0«;  —  p(  «  sincp  —  v  coscpjj, 
P  &5  =       p2  w -f- p  K(m  sincp —  e  coscp), 

(4^)     (  p  5A  =      (pw  sinçp-4-  K0p'cosep)  [K0tv  —  p(«sincp  —  pcoso)] 

4-  (p*2-h  Kg  )  [(p<e/  coscp  —  K„  y  sin  ç  ■+■  l\„  r'J, 

P  SB  =  —  (ptv  coscp  —  K0p'  sincp)  [K0  w  —  p(w  sincp  —  p  coscp  i] 
+  (p2+Kg)|"(pw)'  sincp -4-  Kop'coso-h  K0w'], 

P  oC  =       p( —  «  sincp  -4-  p  coscp)  [K0  w  —  p(  «  sincp  —  t>  cos 

—  (p2+K2  )[(p<0' coscp  4-(pc)' sincp +-(pp  Y]. 

La  somme  2Pô#PSA  se  présente  >ons  forme  d'un  polynôme  du 
quatrième  degré  en  sinoetcoso.  Or,  en  effectuant,  on  trouve 
pour  les  termes  du  quatrième  degré 

p3  sin  ©(«  sincp  —  e  coscp)2(p  w  ■+■  K'p  cos 

-+-  p3  cos  es  (m  sine»  —  c  coso  f2(  s  w  eus  o  ■ —  Iv'  :  sin 

expression  qui  se  réduit  simplement  à 

p*  (p(  //  sincp  —  <■  coscp)2. 

On  ferait  de  même  l'étude  des  termes  du  troisième  degré  <  t  l'on 
trouverait  finalement 

SP&rPSA  =  K0p3(i*  sincp  —  pcos?  I*-+-Pt, 

Pâ  désignant  un  polynôme  du  second  degré  en  sincp  el  coa 

Une  pareille  identité  exige 

u  =s  r  =  0. 

Ces  conditions,  jointes  à  celles  déjà  trouvées,  déûnissenl  un 
hélicoïde. 

G.   Dans  un   hélicoïde,  les  trajectoires  orthogonales  des  hélices 
génératrices  sont  des  géodésiqùes.  Devanl  être  des  asvmptotiques, 
ce  sonl  nécessairemenl  des  droites.  La  surface  sera  donc  un  héli 
coïde    réelé  engendré  nar  une  normale  à   une   hélice.  D'ailleurs, 
d'une  façon  générale,  les  trajectoires  orthogonales  des  hélices  sonl 
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des  courbes  indéformables  liées  invariablement  an  trièdre  prin- 
cipal de  l'hélice  directrice.  Donc  : 

La  surface  cherchée  sera  l'hélicoïde  réglé  engendré  par  une  nor- 
male à  une  hélice  circulaire  liée  invariablement  au  trièdre 
principal  de  celte  courbe.  L'inverse  est  évidemment  vrai.  Donc  : 

Théorème  \  III.    —   Les  seules  surfaces  engendrées  par  une 

hélice  circulaire,  trajectoire  orthogonale,  (Tune  famille 
dy  asymptotiques  de  la  surface  sont  les  hélicoïdes  réglés  engen- 
drés par  une  normale  à  une  hélice  circulaire  liée  invariable- 

nient  au  trièdre  principal  de  cette  hélice. 

Remarque.  —  Ces  normales  enveloppent  un  cylindre  circulaire 
ayant  pour  axe  celui  de  l'hélice  directrice.  Le  point  de  conlact  du 
cylindre  et  de  la  normale  décrit  une  hélice  de  ce  cylindre.  Celte 
hélice  est  normale  à  la  génératrice  rectiligne  de  l'hélicoïde  consi- 
déré, car  elle  intercepte  un  segment  constant  à  partir  de  la  direc- 
trice qui  est  elle-même  trajectoire  orthogonale  de  la  génératrice 
rectiligne.  Celle-ci  n'est  autre  que  la  binormale  à  l'hélice,  lieu  des 
points  de  contact.  Inversement,  on  voit  immédiatement  que  le 
lieu  des  binormales  à  une  hélice  répond  à  la  question.  On  peut 
donc  donner  au  théorème  VIII  la  forme  suivante  : 

Les  seules  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circulaire 
dont  les  trajectoires  orthogonales  soient  asymptotiques  de  la 
surface  sont  les  hélicoïdes  réglés,  lieu  des  binormales  à  une 
hélice  circulaire.  Comme  cvs  limite  on  trouve  l'hélicoïde  gauche 
à  plan  directeur  pour  lequel  la  seconde  famille  d'asymptotiques 
est  formée  précisément  par  les  hélices  circulaires  coaxiales  de  la 
surface. 

Note.  —  Conditions  pour  que  le  polynôme 

A  sin3cp  -t-  B  cos3o  -+-  a  sin2cp  cosep  -+-  b  sincp  cos2cp 

4-a,  sin2<p-h2&i  sincp  cosep  -+-  c{  cos2cp  -+-  a2  sincp  -h  b2  cosep  -f-  et 

soit  identiquement  nul. 

En  exprimant  que  ce  polynôme  est  nul  pour 

T. 
<f>  =  O,  -,  7C, 


2 
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on  trouve  les  conditions 

a  =  IJ,         b  =  A,        ax  —  — A,        62  =  — I>,         a,=  c,-  —  <-/,        6]  =  o» 

et  l'on  s'assure  qu'elles  sont  suffisantes. 

On  remarquera  que  cette  condition  impose  aux  termes  du  troi- 
sième degré  d'être  de  la  forme  (X  et  lu  désignent  des  constantes  >  (  '  ) 

(X  sin<p  -h  [x  coscp)  (cos2ç  -+-  sin*<p  ). 

condition  qu'on  pourrait  trouver  a  priori  et  étendre  à   un  uY_ 
quelconque. 

De  cette  dernière  remarque  résulte  la  propriété  suivante  utilisée 
plus  haut  : 

Si  le  polynôme  est  de  la  forme 

(a  sin cp  -+-  b  coscp)3  -\-  P2(sincp  coscp), 

a,  b  désignant  deux  constantes  et  P2  un  polynôme  en  sin«  el  ci 
du  deuxième  degré  au  plus,  on  doit  avoir 

a  =  b  =  o. 

On  étendrait  aisément  ce  résultat  aux  polynômes  de  degré  supé- 
rieur; cette  remarque  sera  utilisée  dans  le  Chapitre  suivant. 


CHAPITRE   IV. 

ÉQUATION    AUX    RAYONS    DE   COURBURE    PRIN(  IPAUX. 

BURFAGES    DONT  LES    HÉLICES   GÉNÉRATRICES    FORMENT    UNE    FAMILLE    Dl     LIGNES 

A   COURBURE   TOTALE   OU    M0YENN1     CONSTANTE. 


I.   Équation  aux  hayons  de  courbure  principai  \ 

(.)  A,= 


Posons 


à  A  âA 

- — \-qC  —  rB         — -      \ 

Ùt  '  09 


(■>■) 

(3) 
(4) 


A.,  = 


o,  — 


o*  — 


ùx  dx 

- — h  u  -h  qz  —  r y     —     A 

ùt  ' 


~â7 


:    7<:       r\) 


dx 


dx  d\      . 

— h  u  ■*- q  z  —  r  y      —       \ 

dt  '        09 


(')  Ou  d«'s  fonctions  d'une  variable  indépendante  autre  qui  |ue 

nous  avons  constamment  rencontré  dans  ce  Chapitre. 
Même  remarque  pour  les  \.  \'>.  ...  d. 
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formules  dans  lesquelles  les  termes  entre  barres  verticales  sont  le! 
termes  de  la  première  ligne  d'un  déterminant  que  nous  avons 
représenté  parcelle  notation  réduite  et  donl  la  forme  des  autres 
lignes  est  évidente  par  symétrie.  On  a  facilement 

(5)  A,  =  -H». 

Cela    posé,  on  démontre    (M  les   formules   (IV,  II",  rayons  de 
courbure  principaux) 

(6) 

(?) 
(8) 


1 

= 

Ai 

A, 

IV  IV 

A2I1* 

"  H*.' 

I 

I 

•S                      "N 

&l  -H  02 

Oj  -+-  02 

fV 

llA2 

11* 

R'-h 

IV 

'S 

.  "+-  §2 

Ces  formules  permettent  d'écrire  immédiatement  l'équation  qui 
donne  R'  et  R".  Cette  écriture  est  sans  utilité. 

Problème  I.  —  Déterminer  les  surfaces  telles  que  sur  chaque 
hélice  génératrice  la  courbure  totale  de  la  surface  conserve 
une  valeur  constante,  valeur  qui  peut  cV ailleurs  différer  (V  une 
génératrice  à  une  autre. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  fonc- 
tion de  la  seule  variable  /  réalisant  l'identité 

ou,  en  vertu  de  la  formule  (6), 

(io)  A!-  H*/(*)=  o. 

Or  A,  ne  contient  pas  de  terme  en  o  de  degré  supérieur  à  3. 

Le  terme  en  cp2,  qui  figure  clans  H2  doit  donc  être  identique- 
ment nul,  ce  qui  exige  [en  laissant  de  côté  le  cas  des  dévelop- 
pables  pour  lesquelles  J \t)  est  identiquement  nulle] 

(lO  bis)  P  —  (I  =  K' =o. 


(')  Cf.  noire  Mémoire  Applications,  etc. ..,  première  Partie,  nu  12. 


—  321  - 

Mais  alors,  le  premier  membre  de  l'identité  (10)  ne  contienl  plus 

que  les  lignes  sincp  et  cosep,  et  prend  la  forme 

(i\)     ovyï/)  (// cosep -f- c  sincp  jv-+-  termes  de  degré  inférieur  j  î  =o, 

ce  qui  exige,  le  cas  des  développables  étant  écarté,  u  =  v  =  o. 

La  surface  ainsi  définie  est  un  hélicoïde. 

L'inverse  étant  évidemment  vrai,  nous  pouvons  énoncer  les 
deux  théorèmes  suivants,  don!  le  deuxième  esl  un  corollaire 
immédiat  du  premier  : 

Théorème  I.  —  Les  hélicoïdes  sont  les  se  u  1rs  surfaces  engen- 
drées par  des  hélices  circulaires  formant  une  famille  de 
courbes  telles  que,  sur  chacune  d'elles,  la  courbure  totale  de  la 
surface  reste  constante,  cette  valeur  constante  pouvant 
d'ailleurs  différer  d'une  génératrice  à  l'autre. 

Théorème  II.  —  Les  hélicoïdes  à  courbure  totale  constante 
non  nulle  sont,  parmi  les  surfaces  engendrées  par  une  hélice 
circulaire  j  les  seules  qui  soient  applicables  sur  la  sphère  ou  sur 
la  pseudo-sphère. 

L'analyse  précédente  laisse  de  coté  le  cas  des  développables  au 
sujet  duquel  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  111.  —  Les  seules  surfaces  développables  engen- 
drées par  une  hélice  circulaire  sont  : 

i°  Les  hélicoïdes  développables  ; 

2°  Les  cônes  ou  les  cylindres  ayant  pour  directrice  une 
hélice  circulaire. 

La  condition  caractéristique  de  ces  surfaces  esl  I  identité 

Aj  rs  u. 

Posons 
(la)     a  =  — -+-</<:      /II.      p=  — .-hrA—  /)C,      -,  /\. 


—  :wï  — 


on  peu  i  écrire 


(i3)     I\A, 


âA 

do 

dB 

dô~ 


,o  vdG  /ô]>>  àA    .      \      vn 

\\y-h  p(Bcoscp  — asincp  i      k hp     —  coscp —  suis        KC  +  o(  B  coscp  —  ; 

acp       '  \  00         '        ocp        '  / 


x 


cos  cp     —  sin  cp     o 
sintp       coso        o 

()  O  I 


ou  encore 


i  i  5  bis)     A,  = 


a  coscp  -+-  (3  sin  cp 
—  a  sin  cp  -h  [3  coso 
K  y  -»-  p  (  (â  cos  cp  —  a  si  n  o  ) 


K 


dX 
do 

coscp 

!+■ 

<)B 

sino 

dB 

do 

cosco 

1 

— 

dA 

dcp 

sin  cp 

dC 

/dB 

dX 

A  coscp  h-  B  sin  cp 
B  coscp  —  A  sin  cp 


dC  (dB  dX    .      \       • 

-; r-  ?  [  -r-  coscp  —  - —  sino         KC  -+-  o(B  coscp  —  A  sm - 

acp  \  do  l        acp  '  /  l  r 


(M)     A, 


KX 


En  remplaçant  A,  l>,  ...  par  leurs  valeurs,  il  vient  enfin 

a  coscp  -+-  {3  sincp         (p2+  K2)  (p  coscp  -+-  q  sin  cp)  -h  pK' — p'K  — (KL- 

—  a  sin  cp  -+-  (3  coscp  pK'cpH-(p2 — K2)(/?sincp  —  <jr coscp)-i-p(r— /-p  K  Kl 

K  Y-h(p  coscp— a  sincp)  p                            —  p(KL  —  Np)  o 


(jn  on  peut  écrire 

04  £**)  ka,  =  ro^  +  j;,^-!-  r2o  +  ç8, 

où  les  Ç  sont  des  polynômes  en  sin  es  et  cosco. 

k    n'étant  pas  supposé   identiquement    nul,    l'identité   A,  =  o 
équivaut  aux  quatre  suivantes  : 


£,=  (,  =  ;,  =  (,=  <>. 
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Un  calcul  un  peu  long  donne  sans  aucune  difficulté 

Ç,  =  p4K:i|/?//  sin2<p  -+-  (p*  —  y2)  s i ii -^  cosp  —  pq  cos*ç  |2-+-  P,, 

en  désignant  par  P3   un  polynôme  en  sin<p  et  cos-^  Av  degré  infé- 
rieur à  4- 

Le  ternie  du  quatrième  degré  doit  contenir  en  facteur 

cos2o  H-  sin-o 

ou  être  identiquement  nul.  Les  termes  du  quatrième  degré  sont,  à 

un  facteur  près,  le  carré  du  polynôme 

pq  sin2o  h-  (p2  —  q-)  sin<p  cosep  —  pq  cos'<p. 

La  première  hypothèse  conduit  aux  conditions 
pq=-pq,         p*  —  g*z=o, 

d  où 

p  =  q  =  o, 

résultat  auquel  conduit  aussi  la  seconde  hypothèse. 

Donc  la  surface  cherchée  doit  être  à  plan  directeur  d'hélice. 

Soient  alors 

i   x  =  fi(t)  -h  p  cosep, 

(l5)  •    y  =  f%(t)+  p  mii?, 

'   a  =/a(0  +  K<p, 

dans  lesquelles  o  et  K  sont  des  fonctions  de  /  les  équations  de  la 

surface  cherchée  rapportée  à  des  axes  fixes  évidents. 

Nous  formerons  les  déterminants  I).  !  >  .  \)  de  Gauss  el  dous 
écrirons  que  l'expression  IV-  — -  DD"  est  identiquemenl  nulle.  Il  j 
aura  intérêt  pour  la  simplicité  des  (aïeuls  à  distinguer  deui  hypo- 
thèses : 

I.    o  est  constant'  Je  me  dispenserai  de  développer  les  calculs 
dans  ce  cas.  La   méthode  esl    analogue  à  celle  employée  ci  api 
lorsqu'on  suppose  p  variable  <•!  d'application  beaucoup  plus  simple. 
(  )n  obtient  ainsi  : 

i"  Le  cylindre  circulaire  droil  engendré  par  une  hélice  de  pas 
fixe  ou  variable; 

•>."  Lu   cylindre   quelconque  engendré  par  la   translation  reeti 
ligne  d'une  hélice  circulaire  indéformable. 
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II.  Supposons  alors  p  variable:  Nous  pouvons  Le  prendre  comme 
variable  indépendante.  Les  équations  (io)  deviennent 

(16)  a?=/i(p)-hpcos<p,        y  =  /2(p)-+-  psincp,         z  =  f3(p)-~  pK  . 

dans  Lesquelles  K  désigne  une  fonction  de  p. 

Si  K/  n'est  pas  supposé  nul,  D,  D'  et  D"  se  présentent  comme 
polynômes  en  a,  sincs  et  coscs  du  premier  degré  en  o.  On  vérifie 
que  D'  ne  contient  pas  de  terme  en  es. 

Pour  que  l'identité 

(17)  D'2— DD"=o 

puisse  être  satisfaite,  il  faut  doue  que  le  coefficient  de  <p  dans  I)  ou 
dans  D"  soit  identiquement  nul.  S'il  en  est  ainsi,  mais  qu'il  ne  soit 
pas  également  nul  dans  le  second  des  déterminants  DetD",  il  faut, 
pour  que  le  tenue  en  cp  soit  nul  dans  le  premier  membre  ^\^'  (17), 
que  celui  des  deux  déterminants  D  et  I)''  qui  n'a  pas  de  terme 
en  co  soit  identiquement  nul.  Mais  alors  D'  doit  être  nul  identique- 
ment . 

Une  seconde  hypothèse  possible  est  celle  où  D  et  13"  sont  tous 
deux  dépourvus  de  terme  en  tp.  Nous  allons  étudier  successi- 
vement les  deux  hypothèses, 

I.  D'est  identiquement  nul  ainsi  que  D  ou  D"  :  D'une  façon 
générale  on  a 

D'=  (K'p  —  K)  (u  coso  -h  v  sino  -h  1)         (w  =  /j,  V  =  /".,  1. 
Pour  qu'il  soit  identiquement  nul,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ail 
(lybis)  K'p  — K  =  o. 

Le  coefficient  de  es  dans  D  est  K/c2-  H  ne  peut  être  nul  que 

si  K'  est  nul.  On  ne  peut  donc,  en   raison  de  la  relation  (1  7  bis) 

(puisqu'on  suppose  (pie  K  n'est  pas  identiquement  nul), avoir  à  la 

fois  identiquemenl 

D  -_=  D'=  o. 

Voyons  si    l'on   peut  avoir  D;=D"=o;     l'équation  (17   bis) 

donne 

i  18  |  K  =  ap         1  <i .  consl .  | 
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et,  d'autre  pari 


do) 


D"  = 


a  v  w 

u  —  coscp     v  ■+■  sin  ta     w  4-  a  cp 
—  p  sin  cp       p  cosg  K 

La  disparition  du  terme  en  es  de  ce  déterminant  exige  a'  =  v'  =  o. 


ou 


(20)      /i(p)  =  ajp-h  fi,      /2(p)  =  a2?+?2       (ai f3s,  const.) 

et  D"  se  réduit  alors  au  produit 

u1'  p(  «  cosep  -h  c  sincp  -+- 1  j 

nui  ne  peut  s'annuler  que  si  <r'  est  nul,  c'est-à-dire  si 

f:i(o)  =  a3p  -:    >,         I  a,.  ;;,,  CODSt.)- 

La  surface  obtenue  est  visiblement  un  cône  de  sommel  1  'j,  .  (33 
Les  équations  peuvent  se  mettre  sous  la   forme  canonique  |  m  el  // 
désignent  deux  nouvelles  constantes  arbitraires 


(21) 


X 


z  =  a  oc?. 


p(coscp  -4-  //i),        ^  =  p  (sincp  -+-  /i), 

La  base  de  ce  cône   dans  un  plan    s  =  const.    est     une    spirale 
hyperbolique. 

IL  Reste  à  examiner  le  cas  où  Del  D"  sont  dépourvus  de  termes 

en  o.  Gela  exige,  pour  D, 

K'  =  o         on         K       K 


Mais  alors,  l);/  lui-même  est  dépourvu  de  terme  en  ». 
L'identité  (17)  devient 

(ti)    p  [  K0(  v  cos  cp  —  u  sin  cp  )  —  w  p  | 

X  [ic'(  K0t>-4-  K0  sincp  -  -  w»p  cosç  I 

—  p'(K0w-l- K0coscp       tjpp  sin  cp)  H    w'f    «costf      psinç       1 

H-  KJ(«  cosç      v  sincj       1 

lui  égalant  à  zéro  les  termes  en  sin  p,  cos  s.  >  1  sin  on 

obtient  les  trois  égalités 

I.  —  wp2(K0M'  —  wpc'-hw'pp)  —  K}(w'c      »•'//»//:      iK}<       l\      •> 

II.  wp,(K0c'-+-wpa'  — w'i*p)  l   k(ii//  r  — r'//  r        1  K  '  /      K 
Ht.  K0p(u'v-+-v'u)      wp*(vv       uu')  K 
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En  égalant  entre  eux  et'au  terme  indépendant  changé  de  signe 
les  coefficients  de  sin2o  ei  cos2co,  on  obtient  les  deux  relations 

(A)  -pi  K0iï      irof'  h  w'v p)K0M'-+-  Kgi>J 

=  p( — wpu'      Kop'+w'«p)K0c   h  Kl  u* 
=  —  Kg  -h  w'wp'H-  fvp*Ko(Vc  —  e'  u.). 

La  première  tics  deux  équations  (A)  peut  s'écrire 

(IV)    K0(i>2—  iû)  -+■  K0p(pp' —  uiï)  -+-  wp2(i*'t>  +  p'w)  —  2p2u>'«p  =  o. 

Considérons  les  quatre  équations  différentielles  (I),  (II), 
(  III ),  (IV  );  elles  admettent  la  solution 

u  =  V  =  o. 

Les  développements  qui  vont  suivre  montreront  que  c'est  In 
seule  ;  la  dernière  équation  (A)  donne  alors 

w  wp3  =  K5. 

Les  conditions  u  =  v  —  o  jointes  à  celles  trouvées  antérieure- 
ment définissent  un  hélicoïde  :  la  dernière  ne  doit  donc  pas 
différer  de  l'équation  caractéristique  des  hélicoïdes  développables; 
c'est  bien  ce  que  nous  apprend  le  résultat  déjà   trouvé  ailleurs  ('). 

Tout  revient  donc  à  démontrer  que  le  système  (I)  à  (l\  )  admet 
comme  seule  solution 


u  =  v  =  o. 


Prenons  les  inconnues  auxiliaires   LJ  et  V  définies  par  les  rela- 
tions 

(a3)  U  =  uv,        V  =  p*  —  u\ 

Les  équations  (III)  et  (IV)  prennent  la  forme  suivante  : 
(III  bis  )  K0  p  U'  -  -  w  p2  V'-h  0-  w'  V  -+-  1  K0  U  =  o, 

(IV bis)  wp*U'-h-  K0pV'H-K0V—  2p*tv'U  =  o. 


'osons 


(24)     a  =  p(Kj}-f-  tv2p*),         6  =  K0p(cv  H- w'p),         c  =  Kg  —  p*ww'. 


(')  C/.  le  u   G  de  notre  Mémoire  Contribution  à  la  théorie  des  hélices  (1 

du  Génie  militaire.    n,i<>). 
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Des  équations  (III  bis)  et  (IV  bis),  on  lire  le  système  suivanl  : 


a 


(25)  «U'+/>V  +  acU  =  o,  -V'+cV-^U  =  o. 

2 

qui  sera  vérifié  dans  tous  les  cas  par  tout  système  de  solution  des 
équations  (III  bis)  et  (IV  bis)  et  lui  sera  d'ailleurs  équivalenl 
lorsque  à  ne  sera  pas  nul. 

En  multipliant  la  première  équation  (•>..>>  par  \\  ,  la  seconde 
par  2V  et  ajoutant,  on  obtient,  entre  U  et  V,  La  nouvelle  relation, 
conséquence  du  système  des  équations  (III  bis  \  el  (IV  bis 

(•26)  a(iUU'-4-  VV')H-2C<  (U2-t-  V2)  =0     (»). 

Multiplions  l'équation  (I)  par  —  i>,  l'équation  (Il  1  par  //.  el 
ajoutons  les  résultats;  nous  obtenons  l'équation 

(  I  6«  )  K0  w  p2  —  -  »''2  p3  Y"  ■+-  (  wtv'  p3  —  '2  Kg  )  V 

-4-  '±K0  w' p'U  -+-  •?. K5  p  U (//'c  —  p'  */  )  —  o. 

En  multipliant  l'équation  (I)  par  m,  l'équation  (II)  par  p  el 
ajoutant,  on  obtient 

(  I  \  bis  )  -  Ko  w  p8  V  -4-  w2  p3  U'—  2  U(  ww'  p3  —  a  Kg  ) 

-4-  K0w'p2V  -+-  K||pV|  u'v  —  v'u  1  =  <». 

Les  équations  (I  bis)  et  (Il  bis)  seronl  toujours  des  consé- 
quences des  équations  (I)  et  (.11),  ce  qui  suffira  pour  la  suite,  mais 
on  remarquera  en  outre  qu'elles  leurs  seront  équivalentes  dans 
tous  les  cas  où  u~  +  c-  ne  sera  pas  nul.  L'élimination  de  u  v       v  u 


(')   L'intégration   de   celte   équation    considérée   comme   définissant    la    font 
tion  \ U2+  Y2  est  immédiate,  mais  est  inutile  pour  l'objet  que  nous  avons  ea  rue. 
Si  l'on  remarque  que  JU2  t-  \"  n'est  autre  que  le  carré  de  u:      1  .  l'équali   11 

donne 

(  26  bis)  \  ,  u/  \  ,         •<■  \  ,  ) 

en  posant  V,      u '  .    »■  . 
L'équation  (afiôû?)  se  décompose  en  deux  équations  distinctes  dont  l«  solution 

esl  évidente. 

XL  t. 
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entre  les  équations  (Ibis)  et  (M  bis)  conduit  à  la  relation  sui- 
vante : 

(  ";i  K0wp*(U'V  —  VM  )__IW2p8(W'  H-4UU') 

+  K p8-  2K2)(Vî-h4U2)  =  o, 

à  laquelle  doivenl  satisfaire  II  el  Y. 

Supposons  maintenant  a^o,ce  qui  arrivera  toujours,  d'ailleui 
pour  des  génératrices  réelles.  On   peut  alors  résoudre  les  équa- 
tions (28)  par  rapport  à  U' et  V7  et  l'équation   (26)   par  rapport   à 
il   (      i-  \  V;  on  obtient  ainsi 

l   U'  =  —  -V-2-U,        V'  =  -2-V-h4-U, 

)  a  a  a  a 

(28) 

\  V'+/,UU'=--2-(4U^-f- V2); 
I  a 

en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2"),  celle-ci  devient 

(286w)  (V2-h4U2)[  -Ko^pî-H-w^y— aK§+  ^i£i£|  =0, 

ou  simplement,  après  remplacement  de  a,  b<  c  par  leurs  valeurs 

K0(V24-4U2)  =  o; 

comme   nous   laissons  de  côté   le  eas  des  surfaces  cerclées,  eettr 
relation  exige 

('![))  V*-MU2=0, 

el,  si  Ton  s'en  tient  aux  génératrices  réelles, 

U  =  V  =  o, 
el    par  Mille 

U  =  V  =  O. 

Il  nous  paraît  intéressant,  au  point  de  vue  analytique,  d'achever 
complètement  cette  question,  dans  le  cas  où  l'on  admet  la  consi- 
dération des  génératrices  imaginaires.  Supposons  d'abord  encore 
a  y^.  o. 

L'équation  1  29)  doit  être  satisfaite,  ce  qui  exige  qu'on  ail 

(3o)  u*-+-v*  =  o. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

(3l)  c  =  ni. 

Les  équations  (25)  deviennent 

(  aiii -\-  (ci  —  b)u  =  o, 
(  au'  -\-  (c  -+-  bi)  a  —  o, 

après  suppression  de  la  solution  a  =  o,  qui  conduh  encore  à  des 
liélicoïdes. 

Si  le  déterminant  des  équations  (32)  linéaires  el  homogènes 
en  u  et  n'  n'est  pas  nul,  on  est  encore  conduit  à  cette  solution. 

Le  déterminant  en  question  ayant  pour  valeur 

ab(\  -h  i) 

ne  pourra  être  nul  que  si  b  est  nul,   puisqu'on  suppose  a  différent 

de  zéro. 

Supposons  donc  b  nul,  c'est-à-dire 


(33) 

w  h-  w'  p  = 

on  a, 

dans  ce  cas, 

(34) 

a 

c  =  —  5     0 

P 

et  l'une  des  deux  équations  (  32  )  donne  simplement 


u 


(35)  u=—- 


Si,  dans  l'équation (I),  on  fait 

(36)  V  =  Ut,  u  — >  u-  o  =—  u\ 

\  /  7  pi 

clic  se  réduit  à  la  suivante 

( \J;  )  /n  w>p    •    Ko*) 

qui  entraîne  encore  u  =  o  et,   par  suite,  v  =  o,   la   parenthèse   ne 
pouvant  être  nulle  si  a  n'es!  pas  nul. 

Il  ne  nous  peste  plus  qu'à  examiner  ce   qui  arrive  si  I  on  sup- 
pose a  nul.  Dans  ces  conditions,-?-  l'es!  également,  c'est-à-dire 
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que 

trp'-i  -  W 

est  nul.  Dans  ce  cas,  b  et  c  sont  donc  nuls.    Les  équations  (25) 
disparaissent. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

i  38)  p  w  =  K0*'. 

En  Introduisanl  cette  hypothèse  dans  les  équations  obtenues  en 
égalanJ  au  dernier  membre  des  équations  (A)  successivement 
chacun  des  «Unix  premiers,  on  obtient  les  relations 

\  u2  —  uvi  —  vv'  p  —  ■?.  o  u'  vi. 

(3o)  ,      .      ;      •  ,  .' 

/    v-  —  uvi    -  uu  p  =  ipv  m. 

La  même  transformation,  appliquée  aux  équations  (l)ei  (II), 
conduit  aux  deux  relations  suivantes  : 

i    —ou'i — p  vx -+■  v -\- ui  =      pu(u'v-v'u), 
(4°)  { 

(  --  p  v'i  —  p  u'  -h  ii  -+■  vi  = —  p  v  (u  v  —  vu). 

Ces  équations  peuvent  être  considérées  comme  déterminant  //' 
et  c'  en  (onction  de  u  et  r.  On  obtient  ainsi 

(40  u  =  -,         p  =  -• 

P  P 

Ces  calculs  ne  seraient  en  défaut  que  si  le  déterminant  de  a' 
el  de  r',  dans  les  équations  (4°)>  esL  11U'  :  cec'  nc  peut  arriver  que 
si  //   el  v  sont  liés  par  la  relation 

(42)  ^2-l-  c2-+-  iiivi  =  2. 

Si  on  laisse   de   côté  ce  cas   spécial,  les   équations  obtenues  en 

remplaçant,  dans  le  système  (39),  u'  et  v'  par  leurs   valeurs   (40 

exigent  encore 

u  =  ç  =  o. 

La  vérification  de  ce  fait  ne  présente  aucune  difficulté. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  examinera  quelles  conclusions  con- 
duit l'hypothèse  où.  u  el  c  seraient,  liés  par  la  relation  1  (2), 
ptv  étant,  bien  entendu,  égala  K0/. 
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Ajoutons  les  équations  (3g)  el  différenlio  us  l'équation   (   \>    .   On 
obtient  ainsi  les  deux  relations 


(43) 


m*+  ^-~'iuvi  =  p(W-+-  uu')-~  2pi(uv'  •   // 

««'  "+-  Ci''  -h   ï(  Mi>'-+-    U    V  I   —   O, 


d'où  l'on  déduit 

(  44  )  M2  -h  v'2  —  ■>  uvi  —  —  p ( uu'-\-  v\ 

qui,  en  tenant  compte  de  |  {2),  devient 

d'où  nous  lirons 

(45)  fc**-t-  o2    -i=  ^?         («o,  const 

?' 

et,  en  vertu  de  (/j'>  >, 

(46)  2WI  =  I-^. 

P* 

Mais,  dans  le  eas  actuel,  on  obtient,  en  remplaçant,  dans  l'équa 
lion  (III),  w  par  savaient-  (w==— 2-J, 

(47)  p2(wV  H-  v'il)  -i-  2pt^  —  f'[p2(iV'—  UU1  i         i  e"-  —  //-  |p]  =  o. 

Cette    relation    s'intègre    immédiatement;    >i    h    désigne    une 
constante  arbitraire;  son  intégrale  générale  sera 


(48) 


uv    -  -U'---  if'1 1     =  6©. 


On  montre  alors  sans  peine  que    'es   trois  équations      j5),      j(i 
et  (48),  auxquelles  doivent  satisfaire  //  et   w  ne  son!   compatibles 
pour  aucune  valeur  des  constantes  a0  <■!  />,,.  Par  suite,   la  supposi 
lion  dont  noussommes partis, àsavoir  que  les  variablesiiel  i  étaienl 
liées  par  l'équation  (4^ )|  est  incompatible  avec   les  conditions  de 

notre  problème  et,    dans    tous    les   cas,  que   If-  -ment 

réelles  ou  imaginaires,  on  est  conduit  à  la  conclusion 


u  =  v      O. 
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Problème  II.  —  Déterminer  la  surface  engendrée,  par  une 
hélice  circulaire  et  dont  la  courbure  moyenne  ne  varie  (///>' 
lorsqu'on  passe  d'une  hélice  génératrice  à  une  autre. 

Si  l'on  se  reporte  à  l'expression  que  nous  avons  donnée  pour 
la  courbure  moyenne,  on  voit  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  la  surface  étudiée  jouisse  de  la  propriété  demandée 
est  qu'il  existe  une  fonction  de  /,  fit),  telle  que  Ton  ait  identi- 
quement 

C49)  ngr1  ==/(<)■ 

Nous  supposerons  d'abord  que  /'(/)  ne  soit  pas  identiquement 
nul,  c'est-à-dire  que  nous  laisserons  de  côté,  pour  le  moment,  lr- 
s  u  rf  uees  m  mima. 

Légalité  précédente  exige  (pie  11  soit  rationnelle  en  sin  o  et  eos  ». 
La  surface  demandée  ne  peut  donc  être  que  Tune  de  celles  définies 
dans  le  premier  problème  exposé  au  Chapitre  précédent. 

Les  liélicoïdes  et  le  cylindre  droit  répondent  évidemment  à  la 
question.  Dans  ce  dernier  cas,y*(/)  se  réduit  à  une  constante. 

Reste  à  examiner  s'il  en  est  de  même  pour  les  autres  surfaces 
pour  lesquelles  H  est  rationnelle.  JNous  observons  qu'elles  sont 
à  plan  directeur  et  à  pas  constant.  On  en  conclut,  en  introdui- 
sant les  conditions  correspondantes  dans  ô,  et  o2,  qu'on  doit  avoir 
identiquement 

(5o)  H3/(0  =  Ps(sin<p,  cosep), 

\}2   désignant  un  poljnome  de  degré  inférieur  à  ,i  en  sin  ©  eteosa. 
Or,  dans  le  cas  actuel,  IT  se  réduit,  à  un  facteur  numérique  près, 
à  l'un  des  types 

u  cosep  ■+•  v  sincp     ou     Etsincp  —  ccoso  -4-  '!/, 

•I  désignant  une  fonction  de  t  qu'il  est  inutile  d'expliciter.  Dans 
un  eas  comme  dans  l'autre,  l'égalité  (5o)  ne  peut  être  satisfaite 
identiquement  que  si 

u  =  v  =  o. 
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La  surface  est  donc  nécessairement  un  hélicôïde.  Nous  pouvons 
donc  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  IV.  — Les  hélicoïdes  et  le  cylindre  droit  sont  les 
seules  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circulaire  et  dont  la 
courbure  moyenne  prend  la  même  valeur  en  tous  les  points 
d'une  génératrice,  cette  valeur  pouvant  d'ailleurs  varier 
d'une  génératrice  à  une  autre  ou  rester  constante,  mais  non 
nulle  sur  toute  la  surface. 

Les  considérations  précédentes  laissent  de  côté  les  surfaces 
minima.   La  recherche  de  ces  dernières  fait   l'objet  du  problème 

suivant  : 

Problème  III.  —  Déterminer  les  surfaces-  minima  engend 
par  une  hélice  circulaire. 

L'équation  déterminant  les  surfaces  cherchées  esl 

tes  "\  ~> 

(  Jl)  ot-+-  o2=  o 

que  l'on  met  aisément  sous  la  (orme 

\  (Z0,  . . . ,  Z3,  polynômes  en  sin©  et  en  cos<p  ». 

é(jui  va  lente  à 

(53)  Zo=Zi  =  Z,=  /,-o. 

On  simplifie  les  écritures  et  les  calculs  en  introduisant  la  rela- 
tion c/  —  o.  L'équation  Z0  =  o  (le\  ienl  alors 

(54)  (K'p    i-/jK-r(>sç)i  K  -      />-  K2  )  =  o. 

Afin  de  ne  pas  allonger  cette  élude,   non-  nous   bornerons  à  la 
considération  des  génératrices  réelles.  Celles-ci   n'étant  pas  sup 
posées  dégénérées  en  des  cercles,  L'équation     54    donne 

p  -    k      o. 
Les  surfaces  répondant  à  la  question  seront  engendrées  par  des 
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hélices  à  j  >  ;  »  s  constant  ej  à  plan  directeur.  En  la  rapportant, 
comme  dans  le  problème  précédent , à  désaxes  fixes,  on  est  conduil  à 
considérer  deux  cas  :  i°  le  rayon  < I tr  cylindre  principal  est 
constant  :  l'hélice  est  indéformable.  Noms  ne  nous  arrêterons  |>a> 
à  étudier  ce  cas,  l'établissement  des  équations  fondamentales 
étanl  en  ions  points  semblables  à  ce  qu'on  fait  dans  le  cas  général 
et  ces  équations  conduisant  sans  aucune  difficulté  au  résultat 
suivant  :  la  seule  surface  mini  ma  engendrée  par  une  hélice 
circulaire  indéformable  est  Vhélicoïde  gauche  à  plan  direc- 
teur [ou,  en  ne  considérant  que  les  parties  réelles  :  la  surf  ace 
engendrée  est  une  couronne  dyhêlicoïde  gauche  à  plan  direc- 
teur. Cette  remarque  Jaite  ici  une  fois  pour  toutes  est  appli- 
cable dans  d'autres  cas  analogues). 

2°  Le  rayon  p  est  variable  :  On  peut  le  prendre  comme  variable 
indépendante.  La  surface  étant  alors  définie  par  les  équations  (16) 
avec  K  =  R0,  l'équation  qui  exprime  quelle  est  minima  est,  avec 
les  notations  de  Gauss, 

(55)  DG  +  D'E  —  2FD'=o, 

équation  qui  prend  ici  la  forme 

(56)  «la  sincp  -+-  ilij  cos<p  -t-  S  =  o         (Jl>,  i!!>,  G,  fonction  de  p). 

Cette  équation  équivaut  à  -A.  =  \li>  =  G  =  o,  ou 

'   [Kou'—piv'iv  —  w'p)-t-2  (w].(p'4-Kjj)  -h  K0pK(tt*4-P*-f-  w,2._,)=SOi 
l  [Kof'-hp(M'w—  w'ù)  —  2Mw](p*-t-  Kg) -h  K0pIv(a*H-p»H-  »'2-i)  =  o, 

rf/,  rf/t  rf/3 

m  —  -^7—  >  e  =  -7—  >  «c  =  -y- 

c/o  aœ  c/o 

Telles  sont  les  trois  relations  qui,  jointes  aux  équations  (16), 
(avec  l\  =  K0),  définissent  toutes  les  surfaces  minima  engendrées 
par  une  hélice  circulaire,  réserve  faite  de  la  génération  ci-dessus 
indiquée  pour  p  =  p0. 

J'ai  intégré  complètement  le  système  (5-)  dans  deux  Notes  parues 
flans  les  Comptes  rendus  de  V.  icadêmie  des  Sciences  de  Paris 
les  27  novembre  el  26  décembre  191  1).  Aussi  ne  reprendrai-je  pas 
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en  détail  cette  question,  d'autant  |>!us  que  je  me  propose  <!<• 
revenir  avec  tous  les  développements  nécessaires  (•}  :  d'une  pari 
sur  l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  à  deux 
fonctions  inconnues  auquel  appartient  le  système  (6)  {C.  II.  A  Cad. 
Se,  du  27  novembre)  et,  d'autre  part,  sur  l'étude  spéciale  de  ces 
surfaces  minima. 

On  est  conduit  au  résultat  suivant  : 

Thêorkme.  —  Si  on  laisse  de  côté  la  génération  de  Vhéli- 
coïde  gauche  à  plan  directeur  par  ses  deux  systèmes  d'hélices 
circulaires,  les  seules  surfaces  minima  engendrées  [>ar  les 
hélices  circulaires  sont  définies  comme  il  suit  : 

i°  L'axe  de  V hélice  décrit  un  plan  et  reste  parallèle  à  une 
direction  fixe; 

2°  Son  pas  reste  constant  ; 

3°  En  prenant  pour  /dan  des  y  ==  o  le  plan  décrit  par 
l'axe  de  l'hélice,  le  centre  de  son  cercle  principal  décrit  lu 
courbe  définie  par  les  équations 


(58)  X  =  -(!,+ Kg  I0)ïo,        Z=  iaK0(ï0H-KgJ);( 


avec 


l  _       r  ds  ,       r  s  (h        ,  /•    ds 

ïo=  /   —7='  h=  /    —            '        /   7=                        1    \ 

(5())                     J      Ei/P  J     Z)JV  J         M    P 

l  il .  C.  ('"il-!  . 

i>  r  „*   ,    iv±  ,    ,.        .„•>  \  ,.        ,.1  u  •_>  1  .  .         k  I 


[.ç*  H-  (  Kg  ■+■  c  —  a»  )  s  -  a»  l\ji  |  (  j   i    K  J  1 


(')  Voici   les  grandes  lignes  <lc   la  méthode  employée  pour  cette  intégration. 

On  pose 

u  — •  a  cos  'j.         1        X  si  11  ' 

et  <les  équations  [5n)  <>u  tire  trois  équations  différentielles  dont    la   preni 
seule  contient  0. 
En  faisant  les  substitutions 

—  • 


\       V.         M,       — - 
i°  On  est  ramené  <ï  résoudre  une  équation   linéaire  en  11      6  el  une  équ 


puis  M,  —  B.\,    A  —  — 
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Remarques.  —  i"  La  variable  s  qui  figure  dans  les  formules  (58) 
n  csi  autre  que  p2  ; 

•>."  Lorsqu'on  fait  a  =  oo  on  trouve  une  solution  limite  consti- 
tuée par  les  hélicoïdes  minima. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  longuement  clans  le  présent 
Mémoire  sur  ces  surfaces,  que  nous  désignerons  sous  le  nom  de 
surfaces  M;  nous  nous  bornerons  à  rappeler  les  résultats  suivants, 
déjà  signalés  [C.  R.  Acaci.  Se.,  •>.-  novembre  191  1). 

La  courbe  plane,  lieu  du  centre  du  cercle  principal,  possède  une 
inflexion  qui  en  est  aussi  un  centre,  et  deux,  asymptotes  parallèles 
à  ().*•.  Sa  forme  générale  est  eelle  de  la  courbe  représentative  des 
tangentes. 

Si  l'on  fait  a  =0,  on  retrouve  une  solution  particulière  signalée 
dans  une  Note  que  j'ai  fait  paraître  dans  les  Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences  (16  juillet  1907).  Cette  solution  est 
constituée  par  toutes  les  surfaces  <l>  minima  (*). 

Si  l'on  suppose  C  =  o,  les  intégrales  figurant  dans  les  for- 
mules (5p,)  se  réduisent  aux  fonctions  élémentaires  (-)  et,  avec  un 
choix  convenable  de  l'origine,  l'équation  du  lieu  du  centre  du 
cercle  principal  dans  son  plan  (xOy)  est 

oc 
1  60  )  L  =  K0  arc  tan  g  —  • 

a 

La  surface  dégénère  alors  en  un  hélicoïde  gauche  à  plan  direc- 
teur. 

On  peut,  d'une  façon  générale,  énoncer  sur  les  surfaces  (M)  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  tangente  de  Van  g  le  que  fait  avec  Vaxc  de 
la   génératrice    d'une    surface    (M)   la   tangente  au    lieu   de 


de  Bernoulli  en  0.   La  première  des  équations  en  X  et  6  donne  6'=  o.  Des  antres 
on  lire  a  et  w. 

•  On  trouve  en  outre  une  solution  définie  par  la  seule  condition  A —  M,=  o 
,i  laquelle  correspond  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  considéré  comme 
engendré  par  un  quelconque  de  ses  systèmes  d'hélices  non  coaxialesde  la  surface. 

(  '  )  La  courbe  lieu  des  centres  s'aplatit  alors  suivant  une  droite. 

(-)  Si  l'on  s'en  tient  aux  éléments  réels,  c'est  le  seul  cas,  en  dehors  de  la  sur 
face  (  M  ),  qui  est  aussi  une  surface  ( <I>  )  définie  par  les  égalités  a  =  KJ-f-  C  =  o. 
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son  cercle  principal  est  proportionnelle  au  carré  du  rayon  de 
celui-ci. 

C'est  l'interprétation  géométrique  évidente  de  L'égalité 

dz        a  K(1 

</./■  o- 


CHAPITRE  \. 

CLASSIFICATION    DES    SUBPACES    ENGENDRÉES    PAR    UNE    HÉLIC1     I  IRl  II.  AI!      , 

Les  études  précédentes  permettent  d'établir  le  principe  d'une 
classification  naturelle  des  surfaces  engendrées  par  une  hélice  cir- 
culaire. Elles  mettent  en  évidence  le  rôle  fondamental  joué  par  !;■ 
présence  d'un  plan  directeur  d'hélices,  aussi  bien  dans  les  pro- 
priétés qui  paraissent  se  lier,  au  premier  abord,  avec  cette  parti- 
cularité que  dans  celles  qui  ne  semblent  pas,  a  priori.  a\  <>ir  un  rap- 
port intime  avec  elle.  Cette  remarque  nous  conduira  à  diviser  ces  sur- 
faces en  deux  grandes  classes  :  i"  les  surfaces  à  plan  directeur; 
2°  les  surfaces  sans  plan  directeur. 

Comme  second  caractère  d'importance  considérable,  nous  choi- 
sirons la  constance  et  la  variabilité  du  pas.  Ceci  amène  à  réparer 
les  surfâcesde  chaque  classe  en  deux  grandes  familles.  I  >ans  chacune 
d'elles,  la  présence  ou  l'absence  dune  enveloppe  des  généra  tri 
déterminera  des  genres.  Enfin,  dans  ceux-ci.  les  espèces  se  diffé- 
rencieront par  divers  caractères  détaillés  dans  le  Tableau  synoptique 
qui  termine  ce  Chapitre.  La  classification  qui  s  \  trouve  propos 
repose  sur  les  propriétés  qui  ont  fait  l'objet  de  cette  étude.  Il  esl 
évident  que  rien  n'empêcherait  de  pousser  la  subdivision  pins 
loin  en  introduisant  la  considération  de  propriétés  nouvelles. 
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Tableau  synoptique  résumant  ht  classi 


CL  \ssi:s. 


FAMM.LK. 


A.  Génératrice  à  pas  constant  . 


o  i:\ki:  s. 


a.  Génératrice  ayant  u 


m 


I.  Surfaces   à    plan    direc-  y 
leur  d'hélices 


b.  Génératrice  sans  nu 


a.  Génératrice  ayant  une 


B.  Génératrice  à  pas  variable /' 


b.  Génératrice  sans  enve 


A.  Génératrice  à  pas  constant 


II.  Surfaces  sans   plan  di- 
recteur d'hélices \ 


a.  Génératrice  douée  de 


b.  Génératrice  sans  enve 


a.  Génératrice  douée  de 


B.  Génératrice  à  pas  variable. 


/;.  Génératrice  sans  enve 


Vota.  —  Nous  avons  signalé  dans  ce  Tableau  des  variétés  appartenant  à  plusieurs  variétés 
cylindres  circulaires,  par  exemple,  peuvent  être  considérés  comme  cas  l> 
douées  de  définitions  différentes  peut  conduire  à  des  résultais  intéressants. 
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'es  engendrées  par  une  hélice  circulaire. 


ESPECES. 


espèce;  les  surfaces  (T)  parmi 
sont  à  signaler  les  surfaces  (C) 
nt  aussi  à  l'espèce  des  surfaces  «t». 

coules. 

'aces  <I>  (  dont   une   variété  admet 

veloppe  :  surf.  (C). 

a<  es  minima. 

(faces  engendrées   par  une   hélice 

■niable. 

aces  générales  de  ce  genre. 

îs    basées  sur   l'ordre  du   contact 
eloppe. 

ss  ou  les  cylindres  projetant  une 
circulaire  quelconque. 

coïdes  de  seconde  espèce. 

aces  générales  de  première  classe. 

rice  indéformable, 
lice  déformable. 

rice  indéformable. 

rice  déformable. 

îs    fondées     sur   l'ordre     du    con- 


ttérale  :  les  caractères  rencontrés 
•   étude    ne    permettent  pas  d'in- 
de    subdivision    dans    ce    genre. 
lire,  il  faudrait   s'adresser  à  d'au 
'télés. 


/  L'hélicoïde   gau<  lie    minima    appartient    aux    deux 
\      espèces  suivantes  et.  aussi,  au  genre  précédent. 

I 

'  Ont  une  variété  commune. 


/     \    noter  dans  cette  série  les  surfaces  M'  a  plan  d 
\      leur  qui  sont  aussi  des  surfaces  '!•. 


Ont    pour  cas  particulier  les  hélicoïdes  '1er. 


parmi  I»1-  hélicoïdes  de  seconde  espèce,  la  surface 
de  vis  de  seconde  espèce. 


\  cette  espèce  appartiennent   les  |  générales  dool 
certaines  variétés  fonl   aussi  partie  du  genre  pré- 
cédent . 


'      V   signaler  certaines  surfaces  g   particulières. 


A  signaler  dans  cette  espèce  les  sut  :  .des. 


I.    Il   est    ;|    peine    besoin    île    faire    remarquer    que   ce    ne   SODI    pas    |ei    seule*.     .1 1  n  -1 .    les 

variétés  d.-s  surfaces  a  plan  directeur,  l.a  recherche  de  variétés      immuoei 
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GÉNÉRALISATION  D'UN  THÉORÈME  DE  M.   LANDAU; 
Pa«   M.  Georges  Rémoundos. 

I.  Dans  un  travail  récemment  paru  dans  ce  Bulletin^)  nous 
axons  donné  une  généralisation  du  théorème  (-)dcM.  Landau  par 
lequel  il  a  complété  le  célèbre  théorème  do  M.  Picard  en  donnant 
une  propriété  commune  à  toute  une  famille  de  fonctions  holo- 
morphes  dans  le  voisinage  d'un  point. 

Cette  généralisation  est  la  suivante  : 

I.  Théorème.  —  Soit  u  =  w(z)  une  fonction  algébroïde  et 
finie  en  z  =  o,  ce  point  étant  pour  elle  un  point  critique,  et  soient 

J_  2 

1    «io  H-aii   zni  -+-  a, 2  z*1  H-..., 

\  i-  ± 

(i)  /   «20  -4-  a2,  zn*  -f-  a22  zn*  -h.  .  ., 


a/«o+  *m\  -"'"-f-  «,„2~"'" -h, 


A.v  séries  qui  représentent  dans  le  voisinage  de  z  =  o  /es  branches 
des  divers  systèmes  circulaires.  Si  nous  supposons 

(a)  aji^o,         «21^0,  ...,         a„„^o, 

&7  existe  un  nombre  positif 

i\  =  ^(aïo,  «n,  «20i  «21,    •  •  • ,  */n0j  */nl) 

dépendant  seulement  des  deux  premiers  coefficients  de  chacune 
des  séries  (  i  ) 

«10)       «II)  «20)       «21)  •••)  */«<)>        «ml 

(  c^  nullement  des  autres  coefficients  de  ces  séries),  tel  (jue,  à 


(')  Généralisation  d'un  théorème  de  M.  Landau,  t.  X.LI,   igi3,  p.   «<)-•*  î 
(  -  )    Ueber   eine    Verallgemeinerung   des   Picardschen  Satzes   (Sitzungsbe 
richte    der    Kôniglich.    pre assise hen    Akademie   der    Wissenschaften,   Berlin, 

i  <i"  i ,  |>.  1 1 1  s-i  1 33  ). 
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V intérieur  du  cercle 

(3)  \z\<  R  =  #(aio,  an,  a20,  ■»,  . . .,  «/«©,  «»»i)i 

la  fonction  donnée  u  =  v(z)  ou  bien  possède  un  point  singulier 
différent  de  z  =  o,  ou  bien  prend  une  fois  au  moins  l'une  des 
valeurs  zéro  et  un. 

Soit 

(\)      W«-+-  \,(  z)un    !-+-  \,(G)U"-2-K..-i-  AH_,(5)«+  A„|  ;  i  =/<  s,  u 

l'équation  qui  détermine  la  fonction  donnée  //  -^<  :■  i  algébroïde 
en  3=0;  les  fonctions  A, .(s),  A.3(5),  ....  ^«(s)  serool  holo- 
morplies  clans  le  voisinage  de  3  =  0: 

\t(z)  —  cit-hbiZ-h.... 
\  ,  ( '  z )  =  a2  h-  b2  3  -h .  .  . . 


(5) 


kn{z)  —  an-\- b„z      


Nous  allons,  dans  ce  travail,  compléter  le  théorème  ci-dessus 
énoncé  en  démontrant  que  le  rayon  K  peu!  s'exprimer  en  fonctions 
des  coefficients  as ,  b{ ,  a2l  b2l  ...,  a „,  b„  c\  des  nombres  entiers  /t(1 
/>2,  •  . . ,  nm,  que  nous  appellerons  degrés  des  systèmes  circulai) 

2.   Si  dans  l'équation  (4)  nous  faisons   la  substitution  s       z 
l'équation  transformée 

(6)    un+(ai-t-blzîl-{-...)un  ' 

■+■  (<7,2H-  b*z"'  -+-. .  .)/^"-2  +  ...-h(rt«-i-  />„  s"'-h. .  I     ::    u 

définit  une  fonction  u  =  <3>(2|)  algébroïde  en  :• ,  :o  donl  une 
détermination  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  -"1  0  el  .1  le 
développement 

*  1 0  "+"  *1 1  •*  i     :     "il*!         •  •     ■ 

xt  1  .    •     •       '""  '  •■'     r        ]  1 

[Nous  remarquons  ci u<*  louic  dérivée     ■= «i  ordre  1  « •  1 .1 1  intérieur 

1  '  dz^àu 

à  //,  (  />  -f-  ^r  <  /*,)  s'annule  pour  les  valeurs  : ,       o,  u 

Si  «loue  nous  dérivons  l'équation  I  0  k  fois,  où 

inférieur  à   // 1 ,   nous  obtiendrons   une  équation  qui  devient   une 

identité  pour  les  valeurs  :-,       0  el   u       yit,  el   ne  donne  la  valeui 
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correspondante  d'aucune  dérivée.  Si  nous  faisons  //,  dérivations 
successives,  nous  obtenons  une  équation  qui,  pour  les  valeurs  z{  =o 
et  u  =  a)0,  devient 


\   /5i=o,K=a10 


,       •  ,    ,,     /d*iF.\  /d"«F\ 

Supposons  que 

(S) 

alors  il  doit  en  être  de  même  de  la  valeur  (  - — )  .parce 

\àu»t/Si=0)H  =  OLioii 

(jue,  dans  le  cas  contraire,  nous  n'aurions  pour  Z\  =  o  et  u  =  a,0 

aucune    valeur  finie  de   la   dérivée   u!  et,   par  conséquent,  il   n  \ 

aurait  pas  de  branche  de  u  =  <&(z)  liolomorphe  dans  le  voisinage 

de  zt  =  o  et  prenant  pour  zt  =  o  la  valeur  a,0. 

Or,  nous  avons 

77  =(ni)\(blct1ôl-hb2a'l(ti-^...-hb,t)  =  (1.2.3.../1,  )  71  >,„  », 

\  etSj1  /  ^=0,  «=aI0 

et,  par  conséquent,  l'hypothèse  (8)  est  équivalente  à  l'hypothèse 
191  0(*io)  =  ^îaïô1  +  &2a"ô2+.  ..-H  ^«^  o. 

Si  nous  posons 

p(x)  =  .r"-f-  ai  a?"-1 -4-  «2.r"-24-.  •  .-+-  #»-i#  4-  ««, 

le  nombre  a,0est  une  racine  du  polynôme />(#')  et,  par  consé(|ucnt, 
notre  hypothèse  (9)  consiste  en  ce  que  les  polynomes/?(a?)  eXq{x) 
ne  doivent  avoir  aucune  racine  commune.  Avec  cette  hypothèse  la 
valeur  aH  sera  tirée  de  l'équation  (")  cpii  peut  s'écrire 

(10)  p  »iî(oti0)(a')."t-h(i.'2.3.  .  ./i,  )y(a|0)  =  o. 

Nous  en  concluons  que  le  nombre  a,,  ne  dépend  (pic  de  a,0  et 
des  nombres  ni}  «,,  £,,  a2,  b>,  «3,  63,  ...,  a,/,  6n  et  // :  d'autre 
part,  le  nombre  a,0  étant  une  racine  du  polvnomc />(./:  ),  ne  dépend 
que  des  //,  a,,  a3,  ...,  art;  donc,  le  coefficient  a,,  ne  dépend  que 
des  nombres /i, /i,  ;  a,,  a2,  ...,  an\  bt,  b2,  . ...  />„  [et  nullement 
des  autres  coefficients  des  séries  (5)],  et  il  en  est  de  même  des 

efficients   analogues    '/_,,,   a:n,     •  .-,  y-//lt  :  c'est-à-dire,    le  coeffi- 
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cient  cLkt(k  =  i ,  2,  3,  ...,  m)  ne  dépend  que  des  nombres  />.  m,\  a{ . 
a2j  •••>  #/n  ^i,  b2l  •••,  &«,  tandis  que  les  coefficient  y.)0, 
«20?  "^  a,„0,  qui  sont  des  racines  du  polynôme  p(x),  ne  dépendent 
que  des  nombres  n,  at,  a2,  a3,  . .  .,  a„. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  la  conclusion  que,  si  les  poly- 
nômes p(x)  et  gr(#)  n'ont  aucune  racine  commune,  le  rayon  R 
indiqué  dans  le  théorème  l  ne    dépend  que  des  nombre  a,,  aa, 

«3?    •••)  ««;   ^i>  62,  631  •••>  6,,  des  degrés  (')  />,.  //. nm  des 

systèmes  circulaires  et  du  nombre  «  des  branches  de  la  fonction 
multiforme  donnée. 

Remarque.   —    Si    nous   désignons    par   s,    et   Ç  deux    valeurs 

de  3n«,  on  aura  Ç=3,r,   où  /•  est   une  //"•""•  racine  de  l'unité  et, 

par  conséquent,  la  première  série  (1)  se  transforme,  au  tond,  par 

j_ 
la  substitution  zHi  =  Ç  =  s, /•  à  /i,  fonctions  holomoph 


«io+  an 

z,-4-... 

«10+  «ll'l 

2,  +  .., 

aio+  *ii'-2 

Zi-h... 

aio  ~»~  an  r/it.  1  -3[  -f-. . . , 

où  les  1,  #•, ,  r2,   ...,  r„    t,  sont  les  //,  racines  de  L'unité. 

Donc  aux  nt   brandies  du   premier  des  systèmes  circula  in 
correspondent  ces  //,  branches  holomophes  en  r,     -ode  la  fonc- 
tion u  =  i\)(zi);  c'est  pour  cela  que  L'équation  (10)  esl  du  degré  n{ 
et  donne,  pour  z{  =  o  etw  =  al0,  //,  valeurs  de  la  dérivée  //  .  qui 
sont  les  nlvmei  racines  d'un  nombre. 

Nous  avons  établi  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Soit  u  =?  e(*)  une/onction  algébroïdt  et  finie 
à  n  branches  (-)  dans  le  voisinage  de  s       o,  déterminée  par 

(  '  )  Qui  son  1  ici  égaux  aux  degrés  de  multiplicité  des  racines  du  polynomi 
puisque  nous  avons 

jt>("i>(a10)  ••-  o,        p(*»>(  a,,  1       o,        p(»i>l  x  ..  /» 

par  suite  de  L'hypothèse  (9). 
(  -)  Si  la  fonction  possède  ""?  infinité  de  branche  »,  nous  envisageons  un  nombn 

XLI. 
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V  équation 

«ni    f(z,u)  =  un   hA,(*)«"   '  -;•  \.,tz)u"   !+...+  A„   |(:)«  +  A„(^)      <>. 

\|(-)  =  «1       -H         /'i-H-..., 
\  \.,\  Z)  r-  ,(.,       -4-  A  2  z  -h  .  .  .  . 


I  >  I 


Supposons  que  les  polynômes 

p (a?)  =  x"  -h  aA a?"    '  h-  a-ix"   2 -4- . .  .-+■  «„_,  .r  -+-  a„ . 
y (lar)  =  /;,a;"    *-h  62a?»-2H-.  .  .-4-  bn-Xx  -+-  bn 

n'aient  aucune  racine  commune  et  désignons  par  /i1?  //2 nm 

les  degrés  de  multiplicité  des  racines  du  polynôme  p(x). 

Il  existe  un  nombre  positif 

\{  =  0(/i,  m.  /i2 n,n  ;  au  bu  a2,  h,,  .  .  .,  a/n  btl) 

ne  dépendant  que  du  nombre  n  des  branches,  des  degrés  de 

multiplicité  n , ,  /?;»,  .  .  .,  n,n  et  des  coefficients  a{ ,  />, ,  a2,  b>,  . .  ., 
#/n  &«  [e£  nullement  des  autres  coefficients  des  séries  (ia)l,  ^'/ 
y we,  r>  l1  intérieur  du  cercle 

I  *|  <  H  =  6(/i,  /ti,  /ï2 »/«;  ai,  bu  a2,  62,  •  •  -,  •  •  -,  a«,  &«), 

la  fonction  donnée  ou  bien  possède  un  point  singulier  différent 

de '  z  =  o,  om  &/e/J  prend  au  moins  une  fois  V une  des  valeurs  zéro 
et  un . 

3.  Gomme  nous  avons  démontré  dans  le  I  ra\  ail  précédent  |  Géné- 
ralisation d Un  théorème  de  M.  Landau  (ce  Bulletin,  t.  X.L1, 
i Q 1 3,  p.   rg-2  î)],  le  ravon  R  du  théorème  ci-dessus  énoncé  doil 

être   plus   grand    que    les    nombres    cp(a10,aH),    o(a2lh  a31) 

r  7W(M  v.//M),  où  o  désigne  la  fonction  indiquée  par  M.  Landau 
dans  son  travail  :  Ueber  den  Picardschen  Satz  (Vierteljahrs- 
schrift  der  Naturforschenden  (iescllscliat t  in  Zurich,  Jahr- 
gang  51,  i<)<>())  el  déterminée  par  M.  Carathéodory  [  Sur  quelques 

fini  /*  de  braoches  algébroïdes  ea   c       o.   On   pourrait,  d'ailleurs,  sans  diminuer 
la  généralité  de   la   question,  partir  du   point   s  =  o  avec  un  seul  système  circii 
laire  de  bi  anches. 
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généralisations  du  théorème  de  M.  Picard  (G.  R.  Acad.  Se. 
t.  CXLl,  i  ()o5,  p.   i  2 1 3- 1 2 1  .Y)  J. 

Les   nombres  al0,   a20,  a:J0,   ...,  amfl   sont  les   racines  du    poly- 
nôme p(x)  el   le    module  des  nombres  a,, ,  a2l,  7.:n a,,,,   esl 

Jonné  pur  In  formule 


*k\ 


"yO. ^.3. ..///,  )7(  7./i(, ) 


où /?(nj)  (x)  désigne  In  dérivée  d'ordre  n{  du  polynôme  p  ■  ./  ')  :  on 
sait  que  les  nombres  cp(a*0,  a*,)  ne  dépendent  que  du  module 
de  a*,. 

Il  faut  remarquer  que  noire  théorème  II  est  beaucoup  plus 
intéressant  que  le  premier,  parce  qu'il  exprime  le  rayon  \\  en  fonc- 
tion des  nombres  donnés  <t  \ .  bK .  a2,  62 ««,  h„\  n ,  // , .  // 2 //,„. 

au  lieu  des  nombres  al0,aM,  a^,,,  a2i,  ...,  2M0)  otm,  < j 1 1 i  soul  diffi- 
ciles à  trouver  et  exigent  la  connaissance  des  systèmes  circulaires 
des  branebes  qui  se  permutent  autour  du  poinl  z  =  o.  On  ^aii  que 
In  détermination  des  degrés  de  multiplicité  des  racines  d'un  poly- 
nôme p{x)  est  un  problème  élémentaire  de  l' Algèbre  facile  à 
résoudre,  tandis  que  la  détermination  des  systèmes  circulaires  (') 
ne  fait  par  une  métbode  de  Puiseux  qui  est  assez  compliquée  I  oir 
K.  Picaro,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  348-36o). 

Nous  tenons  ici  à  appeler  l'attention  du  lecteur  sur  le  fait  que  la 
métbode  que  nous  avons  suivie  pour  établir  le  théorème  11  nous 
a  donné  l'occasion  d'obtenir  le  résultai  suis  mit  : 

Soit  u  =  ®(z)  une  fonction  algébroïde  et  finie  à  n  branches 
dans  le  voisinage  de  z  —  o,  déterminée  par  l'équation 

K'*H-Âi(3)«"-1+Aj(i)«"     -    h...  \„'~' 

Vi  (z )  =  ci\    l    b\  z      .... 
A..(  -.  i       <i ,    \-  />»  z    :   .... 


\„i  z  »       "  ;       bn  z 


Si  les  polynômes 


p(  ./•  i  =  ./•"  ,   a\X,{    '   •   g  •  .  . . 

ai  .r  i       h ,./■■'    i  t   6,  r  b ,   i  ' 


(')  Pour  les  fonctions  algébriques. 
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n'ont  aucune  racine  commune^  les  brandies  qui,  pour  z  =  o, 
prennent  la  même  valeur  forment  un  seul  système  circulaire  : 
c'est-à-dire  à  chaque  /(reine  du  polynôme  p(x)  correspond  un 
seul  système  circulaire  formé  par  des  branches  dont  le  nombre 
est  égal  au  degré  de  multiplicité  de  la  racine. 

\.  Si  la  fonction  donnée  u  =  ®(s)  du  théorème  II  e>t  liolo- 
morphe,  nous  pouvoos  prendre n  ==■  i  cl  nous  aurons 

p(x)  =  x  -h  au  </{./•)  =  /;,; 

il  faut  donc  supposer  lu  ^  o  pour  ([ne  les  polynômes  p(x)  et  (/(x) 
n'aient  aucune  racine  commune  et  cela  suffit  évidemment.  Nous 
retombons  ainsi  au  théorème  de  M.  Landau,  (jui  se  présente 
parfaitement  comme  cas  particulier  de  notre  théorème  Jl  corres- 
pondant à  la  valeur  71=1. 

En  terminant  ce  travail,  je  tiens  à  faire  une  comparaison  de  ces 
résultats  avec  les  autres  que  j'ai  publiés  dans  les  Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  et  les  Rendiconti 
del  Circolo  matematico  di  Palermo. 

Les  théorèmes  I  et  II  de  ce  travail  apportent  au  théorème  de 
M.  Landau  une  généralisation  concernant  seulement  le  point  .s  =0 
qui  peut  être  un  point  critique  algébrique  pour  un  ensemble  fini  de 
branches,  tandis  que  les  autres  (publiés  dans  les  Comptes  rendus 
et  les  Rendiconti),  apportent  une  généralisation  plus  étendue 
comme  concernant  tout  le  domaine,  dans  lequel  on  envisage  les 
valeurs  exceptionnelles,  qui  peut  avoir  des  points  critiques  algé- 
briques quelconques,  mais  elle  est  moins  précise  et  moins  fidèle  à 
d'autres  points  de  vue. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  INTÉGRALES  NON  LINÉAIRES; 
Pau    M.   G.   Bratu. 

I.  Soil  I  équation  intégrale  du  premier  ordre 

(1)  <l'|./-t  tf(x)]  =  \J     K. ./•...)  K[  r,  ff(y)]dys 
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ilans  Inquelle  nous  supposons  le  noyau  K(./.  y)  une  fonction 
continue  et  les  fonctions  données  <P(x,  s),  F(y,  5)  des  séries 
entières  en  g  pour  o£a;^i  eto     y     i . 

Soit,  pour  X  =  X0,  <p  =  ©o  une  solution  de  celle  équation.  En 
faisnnt  X  =  X0-t-p.,  ©  =  ?<>+•!,,  Va  forme  intégrale  linéaire 
en  '|  est 

2)  $'(#,  ?0)iF(.r)  — à0  /^    K(a?Jty)F'(>,  cp0)  M',  r ,,/»-. 

•    0 

r  et  Fr  désignant  des  dérivées  par  rapport  à  ».  Il  y  a  trois  cas  à 
listing-ucr  : 

i°  Si  <ï>'(#,  s)0)^o  pour  o-x<\,  la  solution  cp0(j?)  sera  de 
îeuxième  espèce. 

i°  Si  <&'(#, -cp0)  admet  des  racines  isolées  dans  l'intervalle  (o,  i  I, 
h(x)  sera  une  solution  de  troisième  espèce. 

3°  Si  <ï>'(.r,  cp0)  ==  o  pour  o<a?''i,  la  solution  tp0(#)  sera  de 
tremière  espèce. 

Dans  le  premier  cas,  le  noyau  de  l'expression  (:>  )  peut  se  mettre 
ious  la  forme 

1,  K?.(af,  r)  =  KO,  r)F-f.r,-r-.v|,„V|  :.,,,.„• 

2.  Si  9==c50(a?),  finie  pour  o<.r\i,  annule  l'expression 
[>(./•,  '-5),  l'équation  (1)  admet  pour  X  =  0  la  solution  0        -  de 

deuxième  espèce.  Comme  la  fonction  déterminante  de  Fredholm 
)(X)  formée. avec  le  noyau  i  3)  est  égale  à  1  pour  /.  o,  il  résulte 
Paprès  le  théorème  de  Schmidt  |  '  )  que  l'équation  I  1  l  admet  une 
olution  et  une  seule  ©(#,  X  )  se  réduisant  ;%i  co0i  ./■    p. un-  \  s    0. 

Ainsi  le  nombre  des  solutions  de  l'équal  ion  1  .  régulières  autour 
le  X  =  o,  est  au  moins  égal  au  nombre  des  solutions  finies  de 
'équation  ^(a?,  ©)  =  o. 

Dans  le  plan  de  la  variable  imaginaire  a,  en  dehors  de  l'origine, 
n  peut,  après  M.  Schmidt,  énoncer  le  théorème  suivant  . 

Si    V équation    (1)    admet,   pour   X     -  X„ .     fa    solution  finie 


('  i  Zwr  Théorie  der  Unearen  und nichttinearen  lut*  . 
Inn.,  t.  iav,  1908). 
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cp  =  cpflj  x)  et  si  le  déterminant  de  Fredholm  DQ*.)  formé  avec  U 
noyau  (3)  est  différent  de  zéro  pour  X  =  X0  et  cp  =  cp0,  l'équa- 
tion (i)  admet  une  solution  et  une  seule  cp(a?,X),  holomorphe 
en  X  autour  de  X0  e/  se  réduisant  à  z>0(x)  pour  X  =  Ao- 

Si  t)(X)  esl  nul  QOiirX=X0  et  cp  =  o0,  il  y  a  ramification  au- 
tour de  X0î  el  ©0(#  I  <>sl  ,mc  solution  limite. 

3.  La  forme  particulière  K(.r, y)A(x ) \U y),  sous  laquelle  se 
présente  le  noyau  (3),  nous  permet  de  faire  une  remarque  pour  le 
cas  où  le  noyau  donné  K..(#,  y)  serait  symétrique  et  défini.  Le 
noyau  (3)  est  alors  symétrisable  et  toutes  ses  eonstanles  caracté- 
ristiques sont  réelles.  Donc  si  l'équation  (i)  admet  une  solution 
finie  C30(a?)  pour  une  valeur  X0  en  dehors  de  l'axe  réel,  cette  solu- 
tion est  régulière  autour  de  X0. 

Le  théorème  de  M.  Schmidt  ne  nous  apprend  rien  sur  les  solu- 
tions de  première  et  de  troisième  espèce.  On  peut  remarquer  que, 
si  4>(x,  cp)  esl  de  premier  degré  en  cp,  toutes  les  solutions  de 
L'équation  ^i)  sont  rie  même  espèce. 

{.  Si  K  (  x,  y)  =  o  pour  y  >>  x,  on  a  l'équation  du  type  de  \  <>l- 
terra.  Comme  dans  ce  cas  le  noyau  (3)  n'admet  aucune  constante 
caractéristique,  l'équation  (i)  ne  peut  pas  admettre  des  solutions 
limites. 

5.  Équations  intégrales  algébriques.  —  C'est  le  cas  des  équa- 
tions de  la  forme  (i)  dans  lesquelles  les  fondions  <ï>  et  F  sont  des 
polynômes  en  cp. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

(/,)  y(x)  =  \f   K(x,  y)Pn[y,<?(y)]df-hf(x), 

dans  laquelle 

/' 

i    i 

el 

!»„<>-.   <p)  =  A„(.rl+    \,(.'Tf  -+-...-+-  \n{y)'ï"- 

\a\  posant 

dn 
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la  solution  de  l'équation  (4)  prend  la  forme 

/' 
(5)  o(.r)  =>£  X/(a?)/l(X)H-/i 


i  =  o 


les  fonctions  f/(X)  étant  les  solutions  du  système  d'équations  aL 
briques 


(fi) 


r'=xjf  Y/,-r)I>«L>''ÉXy(7)/^-  ./,,-v'  r/r 


que  nous  appellerons  système   implicite  adjoint   à    l'équation 

intégrale  (4). 
Par  suite  : 

i°  Toute  solution  de  L1  équation  (  \)  est  fonction  algébrique  deX. 

2°  Autour  de  A  =  o,  ////e  solution  et  une  seule  est  holomorphe; 
elle  s'annule  pour  X  =  o.  Toutes  les  autres  branches  ont  X  =  o 
comme  pôle  ou  point  critique  d'ordre  négatif, 

3°  Pour  X  ^  o,  L'équation  (4)  admet  en  général  el  au  plus  nP  solu 
tions. 

4°  Toutes  ces  solutions  n'admettent  comme  points  singuliers 
X^zéo  (pie  «fes  points  critiques  de  deuxième  ordre,  c'est-à-dire 
qu'autour  de  toute  solution  limite  ^0(#)  il  y  ;i  biramijication. 

Comme  les  fonctions  £/(X)   peuvenl   se  mettre    sous    la    forme 

/,-—  B/(X,  A),  R/  étant  rationnelle  en   X  el   A.  el  A  représentant 

une  fonction  algébrique   de   X  ('),    l'expression    (5)    prend   la 

forme 

.  I;,i'-,  X,   A  ) 

?<*'X>    '■     F,(X,A)    ' 

F,  et  F2  étant  des  polynômes  entiers  en  X  el  A. 

C>.  Le  cas  de  p  =  oc  esl  beaucoup  plus  difficile,  car  on  a  à  i 
soudre    un    nombre    infini   d'équations    implicites   à    une   infinité 
d'inconnues. 

M.  \\.  d'Adhémar  (2),  en  employant  la  méthode  de  M    I     Pi(  ard, 


(')  E.  Picard,  Traité  dy  Inalyse,  t.  ni.  p.   >3  el    , 
('-')  H.  d'Adhkmar,  Les  fonctions   implicites  en   nomi 
intégrale  non  linéaire  l  Bull.  Soc.  math.,  im"s.  p    195 
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a  démontré  L'existence  d'une  solution  holomorphe  autour  de  X  =  o. 
Nous  lavons  démontrée  dans  un  cas  plus  général  à  l'aide  des  ma- 
jorantes (  '  ). 

7.  Équations  intégra/es  transcendantes.   —   Soit  L'équation 
avec  un  noyau  de  M.  (Ionisai 

x    P 
(7)  »(a;)  =  X/     V  ±d*)l*i(y)F[9(y)\<ty, 


i  -    î 


dans  Laquelle  F(©)  est  une  fonction  entière  en  ©.  Sa  résolution  se 
réduit  à  celle  du  système  implicite  adjoint 

(g,      )  '*=>  T    Bi(y)F[Ai(^)«,4-A2(7)t2H-...-+-A/t>(^)^]^ 

'  (l  =1,  2,  ...,p). 

Si,  pour  X  =  X0,  ce  système  admet  les  solutions  /,",  fj,  . . .,  jj  et 

si   le  jacobien   correspondant  D(X,  tut2 tp)  est  différent  de 

zéro  pour  ces  valeurs,  le  système  (8)  admet  des  solutions  /,, 
t2,  .  .  .,  tp  régulières  autour  de  X  =  X0.  Or,  si  l'on  désigne  parF^  la 
dérivée  de  F(cp)  et  si  l'on  pose 

X,-=  A/.         Yi=  B/F^Atïi-h  A2*2-H...-+-A/,*p), 

d'après  un  calcul  de  M.  Coursât  (-)  dans  le  cas  de  l'équalion  de 
l'Vedholni,  on  trouve  comme  jacobien  le  polynôme  intégral 

D(X,  tu  t,.  ...,  tp) 

-2  <-  ■>'-'  M/'  •  •  •  jf  'k  (:;;  i::  :;  ;:)  ri  f»^ •»  *••■•*> 


i=i 


qui  n'est  que  le  déterminant  de  Fredholm  correspondant  au  noyau 
K(x,y)F'f['f(  ) ■>  |.  On  retrouve  ainsi,  dans  ce  cas,  le  théorème  de 
M.  Sclunidt. 


(')  <i.  BRATU,  Sur  l'équation  intégrale  exponentielle  {C.  fi.  Acad.  Se, 
18  avril  1911). 

(:  )  E.  60UR8AT,  Sur  un  ras  élémentaire  de  l'équation  de  Fredholm  (fiull. 
de  la  Soc  math,  de  France,  t.  XXXV,  1907,  p.  i63  }. 
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SUR  LES  LIGNES  SINGULIÈRES 
DE   CERTAINES   FONCTIONS  ANALYTIQUES: 

Par    M.   G.   Ji  lia. 

Depuis  Hermite,  on  sait  qu'il  existe  des  fonctions  analytiques 
dont  le  prolongement  est  impossible  au  delà  d'une  certaine 
courbe  L.  Lorsque  celte  courbe  est  fermée,  la  fonction  définie  au 
sens  de  Weierstrass,  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  L,  présente  un 
espace  lacunaire  qui  esl,  soit  l'intérieur,  soit  l'extérieur  de  la 
courbe  L. 

M.  Picard  (C.  R.  Acad.  Se.  du  21  mars  i88j)  et,  dans  un  autre 
ordre  d'idées,  M.  Goursat  (Bulle  lin  des  Sciences  mat  lié  mat  iq  m  ?, 
2e  série,  t.  XI  et  XVII)  et  Poincaré  dans  deux  Mémoires,  ins< 
l'un  aunActa  Societatis  Scienliarium  Fennicœ,  t.  XIII.  l'autre 
dans  Y  American  Journal  of  Mat  hématie  s,  ont  donne  do 
moyens  de  former  très  simplement  des  fonctions  analytiques 
admettant  pour  coupures  des  lignes  données  arbitrairement  «I 
des  conditions  déjà  très  générales. 

Plus  tard,  dans  un  Mémoire  paru  au  Tome  \LI1  de»  Mathema- 
tisclie  Annalen ,  M.  Pringslienn  esl  revenu  sur  cette  question, 
mais  en  l'envisageant  d'un  point  de  vue  diffère  ut.  Son  bul  était  <l< 
former  des  fonctions  analytiques  admettant  certaines  lune- 
données  pour  coupures,  tout  en  restant  finies,  continues  ainsi  que 
leurs  dérivées,  sur  ces  coupures. 

Voici,  en  résumé,  la  méthode  de  M.  Pringsheim  : 

Soit  L  la  ligne  donnée,  considérons  d'un  côté  de  cette  hune  un 
ensemble  dénombrable  K  de  points  dont  les  a f fixes  seront  repi 
sentes  par  an.  Cet  ensemble  admet  L  pour  ensemble  dériv< 
cependant  qu'il  y  ait  des  points  an  sur  L  i  '    . 


(')  M.  Pringsheim  envisage  en  Note  le  cas  où  les  <t ,  seraient  denseï  dans 
une  portion  du  plan,  mais  il  suppose  alors  que  cette  aire  esl  bordé"e  par  une 
courbe  sur  laquelle  les  an  sont  denses  |  tout  comme  dans  les  exemples  fournis 
par  Poincaré  et  M.  Goursat). 
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Prenons  une  série  absolument  convergente 


2N 


n=l 

et  formons  la  série 


*->-2ï£ 


n=  1 


Klle  converge  en  tout  point  z  qui  n'appartient  ni  à  1%  ni  à  son 
dérivé  L  et  dans  toute  région  qui  ne  contient  pas  de  points  an  elle 
définit  une  fonction  analytique,  lui  particulier  du  côté  de  L  où  ne 
sont  pas  les  #„,  la  série  définit  une  fonction  qui,  d'après  M.  Pring- 
sheim,  n'est  pas  prolongeable  analytiquement  au  delà  de  L. 
Moyennant  des  restrictions  tout  intuitives  sur  la  grandeur  des  An, 
M.  Pringsheim  démontre  que  la  fonction  dont  il  s'agit  reste  finie, 
continue,  ainsi  que  ses  dérivées  sur  L. 

Je  ne  reviendrai  pas  sur  les  objections  qu'à  faites  M.  Borel  dans 
sa  Tbèse,  à  la  démonstration  de  M.  Pringsheim;  cette  démons- 
tration suppose,  en  effet,  qu'il  y  a  identité  entre  les  fonctions  que 
définit  la  série  de  part  et  d'autre  de  L;  celle  supposition  est  toute 
gratuite,  comme  l'a  montré  M.  Borel,  par  des  exemples  simples. 
Ultérieurement,  dans  le  Tome  XLIV  des Mathematische  Annalen . 
M.  Pringsheim  a  justifié  ses  conclusions  pour  un  cas  très  particulier 
de  distribution  de  pôles  an,  présentant  une  symétrie  parfaite  autour 
du  centre  d'un  cercle  qui  joue  le  rôle  de  la  ligne  L. 

Les  cas  où  les  an  sont  denses  partout  d'un  côté  de  la  ligne  L,  n'a 
été  examiné  jusqu'ici  qu'en  supposant  ces  a„  denses  aussi  sur  L. 
Si  Ton  écarte  cette  dernière  supposition,  peut-on  affirmer  que  L 
est  une  coupure  pour  la  fonction  que  définit  la  série 


/w-2=: 


A„ 


n         1 


du  côté  de  L  où  ne  sont  pas  les  a,,. 

Chaque  terme  de  la  série  f(z)  admet  un  pôle;  mais  ces  pôles, 
partout  denses,  ne  se  compensent-ils  pas  ?  Dans  les  lignes  qui 
suivent,  nous  allons  reconnaître  comment  pourrait  se  faire  celte 
compensation.  Nous  verrons  qu'en  général  elle  ne  se  produit  pas, 
•  loin    L  esl  une  coupure  ;  enfin  nous  formerons  un  exemple  simple, 
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où  nous  démontrerons  rigoureusement  que  L  est  bien  une  coupure, 
et,  avec  cet  exemple,  en  appliquant  les  considérations  qu'emploie 
M.  Pringsheim  dans  le  Tome  XLII  des  Mathematische  liinalm. 
on  obtiendra  une  fonction  qui  admet  L  pour  ligne  singulière 
essentielle,  tout  en  jouissant  sur  L  des  propriétés  de  continuité 
indiquées. 

I. 

Dans  ce  qui  suit  nous  faisons  un  constant  usage  de  la  propo- 
sition suivante  démontrée  par  M.  Goursal  : 

Si  les  points  an  sont  distribués  sur  une  série  de  lignes  A  |  la  distri- 
bution étant  dense  sur  ces  lignes),  telles  que  par  chaque  point  <i„ 
de  ces  lignes,  on  puisse  faire  passer  un  cercle  laissant  toutes  les 
lignes  À  à  son  extérieur,  la  (onction  analytique  définie  par  la 
série 


i ;  /<  z  i  = 


v_ 

jLàan 


admet  les  lignes  A  pour  coupure. 

La  démonstration  s'appuie  principalement  sur  le  lait  suivant  : 
Si  l'un  des  pôles  ai  est  sur  la  circonférence  d'un   cercle  <\  les 
autres  pôles  étant  quelconques  à  V extérieur  de  c  et  si  Ton  forme 
la  série  de    TayJor  procédant    suivant    les    puissances    de    c  —  a 
(a  affixe  du  centre  C),  relative  à   la  série  <  r),  cette  série  admet   I 
pour  cercle  de  convergence. 

Ceci  étant  posé,  envisageons  les  pôles  an  situés  <l  un  côté  de  I 
ct  formant  un  ensemble  dense,  el  formons  la  série 

* 


//       I 


dans  les  conditions  indiquées  où  ^  I  A«  |  converge.  Elle  converge 

uniformément  dans  tout  aire  A  ne  contenant  aucun  </ ,.  h. m-  cette 
aire  A,  on  peut  donc  la  définir  par  une  série  de  raylor  el   ses 
longe ments.  11  est  facile  de  former  l.i  série  «le  puissances  relative 
à  (  i)  et  à  un  point  a  pris  dans   \.  Nou^  pouvons  toujours  suppos 
par  un  déplacement  «les  ;i\es  (  ).r.  (  h  que  x  est  I  origin< 
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série  de  Taylor  relative  à  (  i)est  alors 

JO 

(a)  2»***i 

avec 

00 

A„ 


V1 


n  -=1 


Nous  sommes  sûrs  que  le  cercle  de  convergence  de  (2)  est  au 
moins  le  plus  grand  cercle  G  de  centre  a  qui  ne  coupe  pas  L.  Ce 
cercle  C  a  au  moins  un  point  commun  avec  L,  et  si  l'on  suppose 
que  a  est  assez  voisin  de  L  (ce  qu'on  peut  toujours  supposer 
quand  on  examine  si  une  fonction  est  prolongeante  au  delà  de  L). 
C  pourra  être  supposé  n'avoir  qu'un  point  commun  (3  avec  L. 
Notre  problème  est  de  chercher  si  [i  est  effectivement  un  point 
singulier  de  la  série  (2). 

Dans  l'ensemble  des  pôles  a,n  choisissons  une  suite  infinie  de 
points,  admettant  p  pour  point  limite,  par  le  procédé  suivant. 
Prenons  un  pôle  au  hasard,  parmi  les  an,  appelons-le  aH.  Joi- 
gnons-le à  [3.  Choisissons  (  ')  un  deuxième  pôle  a12(a12P  <  a{{  p  )• 
Joignons  arip  et,  dans  l'angle  de  a{2p  avec  la  droite  al{ai2  pro- 
longée, choisissons  a<3  \a{a$  <  a{2  p),  continuons  ce  processus 
indéfiniment  \aKj+\  sera  pris  dans  l'angle  que  fait  ajft  avec 
0i,f_i-au  prolongée,  et  aiti+r$  <  #w'P)  en  astreignant  toutefois 
la  distance  awp  à  tendre  vers  zéro  quand  î  croit  indéfiniment,  et 
tous  les  «up  à  être  situés  d'un  même  côté  d'une  certaine  droite  fit 
que  l'on  choisira  comme  on  voudra  dirigée  du  côté  des  a„  (fit 
pourra  être  par  exemple  la  tangente  à  C)  (fîg>  1).  Notre  suite  sera 
formée  des  pôles  an  ,  aK  2,  .  . .  ,  «,/,  .... 

Dans  la  >éric  (1)  qui  est  absolument  et  conformément  conver- 
gente dans  A,  j'isole  les   termes  dont  les  pôles  sont  <7H  ,  ar 2 

au-,  ...  ;  j'obtiens  la  série 

1    \     V      A" 


/  =  i 


(»)  Toutes    ces   constructions  sont   possibles,  car  les   an   forment   un  ensemble 
durit  tous  les  points  de  L  sont  des  points  limites. 
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dont  la  série  de  Taylor  relative  à  a  est 


(3) 


avec 


7  UkZk 

/,=0 


uk 


Il  est  facile  de  voir  (pie  le  cercle  de  convergence  I'  de  la  sérn 
est  précisément  le  cercle  G.  Si  en  effet,  il  était  plus  grand  que  I 
il  comprendrait  t3  à  sou  intérieur.  Donc  à  partir  d'une  valeur  de  i 
assez  grande,  tous  les  ati  seraient  intérieurs  à  ce  cercle  V  i  fig.  i 


Fig.  i. 


Mais  d'après  le  choix  des  «,/  on  peut  tracer  un  cercle  Y  <|ui  pa 
par  au-,  C[ui  soit  tout  entier  intérieur  à  V  et  cpii  laisse  huis  les  <tSJ 
à  son  extérieur,  sauf  a(/.  On  pourra  par  exemple  prendre  un  cercle 
tangent    en     d\i   à    CL\iQ,\  t^.\    du   coté    opposé    à    p     par    rapporl 

a  a  1 1  a.  i  ?  £_  \ . 

Ce  cercle  y  serait  le  cercle  de  convergence  du  développement 

de  o(z)  suivant  les  puissances  de  :•  —  -/'  (a'  affixe  du  centre  d< 

et    ceci    est    absurde    puisque  y   devrail    être  -m  moins  langent 

intérieurement  à  l\ 

l)<»ne  C  est  bien  le  cercle  de  convergence  de  la  série 

Pour  trouver  le  cercle  de  convergence  <!<•  la  série         relative  ■< 

/(.)  té    • 

il  paraît  naturel  de  comparer  les  sérn 


(  )n  voil  que 
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Vk=  !(,,+  Wk 


Qu'est-ce  que  »v/,  ?  Si  après  avoir  fait  dans  les  an le  choix  des  au 
nous  appelons  a'n  les  an  qui  restent  ci  VA.  1rs  numérateurs  corres- 
pondants, 

on  a 


donc 


/  =  1 


«=- 1 


\„ 


i^/.  =  >  — . —  • 


n  -  1 


Le  rayon  de  convergence  de  la  série  (2)  est,  comme  on  sait,  égal 
à  ->  p  étant  la  plus  grande  des  limites  de 


Vk 


or 


Do 


oc 


<;,.  =   U,.      [ 


1 


"'A- 


1      1,       I  ,        «n 
T     7  lofT      1  H 


Soit  p,   la   plus  grande  limite  de   |  «^  |  *  ;    le   cercle    C,   cercle  de 

00 


convergence  de 


a-=o 


a  pour  i  iivon  — 


On    peu!    donc    trouver   (d'une   infinité   de    Tarons)    une  suite 

1 

d'entiers  /.-,,  k2i  •••  <  /.'/, 'elle  (jue  |  ///,  |A>'  tende  vers  p,.  Consi- 
dérons les  valeurs  correspondantes  de  — -  ;  si  l'ensemble  des  points 

« 1 1  j i .   dans  un   plan,  ont  pour  affixes  ces  nombres — ->  a   un   poinl 

t 
limite   distinct    du    poinl    (-     i),  on    pourra    trouver,  dans  la  suite 

/.-, kp une  suite  K  , ,  K2.  . . . ,  rv/M  . . .  telle  que  log 


»'K. 


"K, 
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te 


nu 


nde  vers  une  limite  finie     ou   égale  à   +  x  si  le  point  à  I  ml 
est  un  point  limite  de  la  suite  des  points  —    •  Dans  ce  cas,  la  plus 

grande  limite  de  |  v/ç\A  sera  au  moins  égale  à  celle  de  I  //a|*  puisque 

e  "k  ,   pour  les  valeurs  de  K  égales  à  K,,  .  .   .  k,, tendra 

vers  l'unité  (ou  sera  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  p  supérieur 
à  un). 

On  en  conclut  que 

Donc 

-  =  -. 

P  ~~  Pi 

Le  cercle  de  convergence  de  la  série  I  2)  esl  doue  Intérieur  .1  C 
ou  coïncide  avec  C.    Gomme  on  sait  qu'il  es!  au  moins  égal  à  ' 
on  conclut  que  C  est  bien  le  cercle  de  convergence  de  la  série 
dont  p  est  un  point  singulier.  Si  ceci  a  lieu  pour  toul  point  (3  de  la 
ligne  L,  on  est  sûr  que  L  est  une  coupure  pour  la  fonction  analy- 
tique que  définit  la  série  (2)  dans  A  . 

Dans  le  cas    où    pour    toute    suite    /r,,  À-2,   •••<  />> telle 


wk, 


que  |  Uh \  p  tende  vers  p,  les  points  — -admettraient  pour  seul  point 
limite  le  point  ( —  1),  nous  ne  pouvons  rien  affirmer,  car  l< 


tend  alors   vers   — x,   et  nous  ne  savons  p<t>  si    le   facteur   expo 


nenticl  dans  |<7,|'  tend  vers  I  unité. 

Nous  sommes  ici   dans  le  cas  où   la  compensation  signalée  au 
début  pourrait  se  produire,   niais  nous  ne  pouvons  décider  -1   elle 
se  produit  effectivement.  (Si  la  circonstance  précédente  ne  se  ren 
contrait  qu'en  des  points  isolés  de  la  ligne  L  ou  même  en  des  points 
formant  un  ensemble  n'ayant  qu'un  nombre  (ini  de  points  hmi 
on  pourrait  encore  affirmer  «pie  L  esl  une  coupure.  | 

Cependant  nous  pouvons  concevoir  que  ce  cas  de  compensation 
sérail  très  particulier.  Car,  si  l'on  admet   un  instant  qu  il  se  pro 
«luise,   il  suffira   de  multiplier  tous  les    \(/  par  un  même  nombre 
arbitraire  (' )  (ce  qui   n'altère  pas  la   convergence   absolue    de   la 

série    des    \„).    pour  Iliplier  11 \    parce  nombre.   Les  il      nci.iut 


(')  Ce  nombre  pourrait   être  de   la   forme  1    ,  en  sorte  que   les   1 lu 

ne  seraient  [>;>s  altérés. 
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pas    chances,    l  ensemble  des — -avait    un    point    limite   distinct 
de  ( —  i^  et,  par  suite,  la  compensation  ne  se  produirait  plus. 

Ce  simple  fait  montre   que  l'ensemble  de   points  — -  n'aura  pas 

p 
en  général  le  seul  point    —  i  pourpoint  limite;  dans  Wk  ne  figurent 

en  effet   que  les  pôles  a'n  et  les  numérateurs  correspondants  A'H, 

dans  u/c    ne  figurent  que  les  aKi  et  les  numérateurs  correspondants 

^-ii,  et    Ion    ne    suppose    aucune    relation    particulière    entre  ces 

diverses  quantités,  quand  on  dit  qu'on  envisage  le  cas  général. 

Kn  définitive,  si  l'on  se  place  dans  le  cas  où  il  n'y  a  aucune 
relation  particulière  entre  les  pôles  etles  numérateurs  des  fractions 
correspondantes  qui  servent  à  former  la  fonction  f(z),  la  ligne  L 
est  bien  une  coupure  pour  la  fonction  que  définit  la  série  de 
Tavlor  (2)  dans  Faire  A. 

Les  considérations  précédentes  sont  nécessairement  un  peu 
vagues;  mais  un  cas  particulier  étant  donné,  la  méthode  précé- 
dente nous  fournit  un  moyen,  tout  au  moins  théorique,  pour 
étudier  si  la  ligne  L  est  dans  ce  cas  une  ligne  singulière.  Le  prin- 
cipe de  la  méthode,  qui  est  de  comparer  la  série  (2)  aune  série  (3) 
dont  on  est  sur  qu'elle  admet  le  point  [4  pour  point  singulier, 
pourra  s'adapter  à  des  circonstances  variées,  puisque  le  choix  des  a  u 
qui  servent  à  former  (3)  comporte'  un  degré  notable  d'arbitraire. 
Dans  certains  cas,  le  choix  des  au  sera  particulièrement  simple  : 
c'est  par  exemple  celui  où  les  pôles  a„  seraient  les  sommets  d'un 
réseau  de  courbes  analogues  aux  mailles  d'un  filet  carré,  l'une  des 
deux  familles  de  courbes  coupant  la  ligne  L  en  une  infinité 
dénombrable  de  points  partout  denses  sur  L  (on  prendrait  pour  au* 
les  pôles  situés  sur  une  des  courbes  de  la  famille  coupant  L). 

Notons  en  passant  que  la  méthode  s'applique  aussi  bien  à  un 
ensemble  non  dense  de  points  an  admettant  pour  dérivé  la  seule 
ligne  L.  Cette  méthode  a  cependant  le  même  inconvénient  que  les 
critères  de  convergence  ordinaires  des  séries.  Elle  nous  permet 
d'affirmer  dans  certains  cas  que  L  est  une  coupure,  mais  elle  ne 
nous  donne  pas  toujours  une   réponse  précise. 

II. 

Laissons  de  côté  ces  généralités  el  montions  comment  on  peut 
appliquer  la  méthode  exposée  plus  haut  à  un  exemple  simple. 
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Prenons  une  courbe  fermée  L  ayant  eu  chaque  point  un  rayon 
de  courbure  déterminé  (sauf  peut-être  en  un  nombre  fini  de 
points).  Sur  cette  courbe,  choisissons  arbitrairement  un  ensemble 
dénombrable  de  points  partout  dense  que  nous  dénommerons 
jV,  p2j  •  •  •  »  P«»  •  •  •  *  Par  chacun  de  ces  points,  élevons  une  normale 
à  L  vers  l'extérieur.  Sur  l'une  de  ces  normales  f3jN/,  choisissons 
arbitrairement  un  ensemble  dénombrable  de  points  ayant  rii  pour 
point  limite.  Cet  ensemble  pourra  être  dense  sur  ^,\  on  non.  je 
suppose  seulement  que  pi  soit  un  point  limite  de  L'ensemble. 
Dénommons  ces  points  a^,  ac-2,  . .  .,  a/jtj  ....  Pour  chacun  des  an 
envisageons  la  courbe  L*  parallèle  à  L.  Cette  courbe  L*  rencontre 
chaque  normale  fiyNy  en  un  point  correspondant  à  an  qnc  nous 
appellerons  ajk  {fig-  2).   Nous  avons  ainsi  formé  un  ensemble  de 

Fig.  2. 


points  a/*(z',A:=i,  2, ...)  qui  admet  tous  les  points  de  la  ligne  L 
pourpoints  limites  (nous  supposons,  bien  entendu,  que  a,*i,  a 
sont  choisis  tels  qu'aucun   des  pôles  ne  tombe  dans     \,   ce  qui 
pourrait  arriver  avec  une  courbe  L  non  partout  conVexe  .    MFeclons 
chaque  aik  d'un  coefficient  A,/,  tel  que  la  série  double 

V  V  s 

—      — 


soit  absolument  convergente. 
Formons  la  série 


(1) 


./<  *  » 


00  00 

V1   V     ^ik 


.       I    A       1 


XL1. 
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dans  1  aire  À  limitée  par  li  cette  sérïe  définit  une  fonction  holo- 
morphe;  à  quelles  conditions  sera-l-il  certain  qne  L  est  une 
coupure  pour  celte  fonction  ? 

Nous  savons  que  si  tous  \c,s  ^  sont  des  points  singuliers  de  cette 
fonction,  L  est  bien  une  coupure. 

Il  suffit  donc  de  voir  dans  quelles  conditions  (3<  par  exemple  est 
sûrement  un  point  singulier.  Prenons  dans  A  sur  la  normale  £>tN,, 
un  point  a  que  nous  pouvons  supposer  assez  voisin  de  [3,  pour  que 
les  conditions  suivantes  soient  vérifiées  : 

Pour  tous  les  pôles  clm  compris  :  i°  entre  deux  des  normales 
(3oN0,  j3'0N'0  suffisamment  voisines  de  j31  N|  et  de  part  et  d'autre 
de  j3|N,  ;  2°  entre  L  et  l'une  L0  des  lignes  L*  suffisamment  voisine 
de  L,  on  a 

I  a.ik—  «|  >  |  «ia—  "  I- 

Comme  nous  avons  supposé  qu'en  chaque  point  de  L  il  y  avait  un 
rayon  de  courbure  fini,  ceci  est  toujours  possible. 
Nous  pouvons  écrire 

<p  (z)  étant  la  partie  de  f{z)  relative  aux  pôles  atk  compris  dans 
les  limites  indiquées  plus  haut. 

La  fonction  <]/  (z)  est  holomorphe  dans  l'aire  A,  plus  l'aire 
qu'occupent  les  pôles  a^  entrant  dans  v(z)- 

Formons  la  série  de  Taylor  procédant  suivant  les  puissances 
de  z  =  ol, qui  correspond  àf(z):  c'est  la  somme  des  séries  corres- 
pondant à  cp  et  <[/.  Si  dans  certaines  conditions  nous  montrons  que 
p,  est  point  singulier  pour  la  série  de  Taylor  de  ©,  ce  sera  un 
point  singulier  pour  la  série  de  Taylor  de/.  Nous  nous  bornons 
donc  à  »(>s),  ce  qui  revient  à  dire  que  nous  supposons,  quels  que 
soient  *Ar, 

I  atk—  a  |  >  \ctik—  a|, 

Prenons 


Posant 


a>lk  —  z 


/'<*>-2=£î 
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on  a 


l(*)  =%/**)  =/*(*)  "*\£ /'<*>> 


i      1 


i  =  l 


Nous  pouvons  supposer  que  a  est  L'origine,  puisque  ce  sont 
seulement  les  quantités  a^ —  z  qui  interviennent. 

Le  cercle  de  convergence  de  chaque  série  fi(z)  passe  par  le 
point  [3;,  ainsi  qu'il  résulte  du  théorème  démontré  par  M.  Goursat. 
Nous  pouvons  donc  sans  inconvénient  supprimer  dans  v(z)  un 
nombre  fini  d'indices  i  à  partir  du  deuxième  jusqu'à  L'indice  I  : 
si  la  série  Tt(z)  restante  possède  t3,  pour  point  singulier,  la  série 
totale  f( z)  le  possédera  aussi. 

Considérons  la  série 

rc(*)=/i(*)H-2/'W- 

i 

Sa  série  de  Tajlor  est 


ir(*)=  Sm", 


ou 


Posons 


A       I 


-V.A-LL    ,  y   y    A, a- 


1       A  =  l 


Au- 


e* 


A  =  i 


/i  +  i 
/Vf 


=  V, 


Mz)=y\»»*n' 


D'après  nos  hypothèses,  toutes  les  séries  simples  ou  doubles  qui 
figurent  ici  sont  absolument  convergentes.  Donc,  on  peut  écrire 


itn=  «v-t- 


Or 


v  y 

A  =  l        1 


A,7, 


a 


n  1 1 

ik 


I  aat\  >  l«t*| 

(car  a  est  supposé  être  l'origine).  Donc 

|A;/,|        .      \Kik\ 


I  aih 


ii  i  i 


\ti 


\n  »  i 


quels  (pie  soient  i  cl  k  : 

V  Ail 


,11  .  I 


V 

1 


A,/,- 
Sa 


—  I"«a|"m 
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Supposons  alors  que,  £  étant  un  nombre  positif  donné  arbi- 
trairement, l'on  puisse  déterminer  un  nombre  1  assez  grand  pour 
(pie  l'on  ait,  quel  que  soit  /r, 

2lA/*.|<»|À,*| 


[cest  ce  nombre  I  que  nous  choisissons  pour  figurer  dans  71(2)]. 
Nous  reviendrons  plus  loin  sur  celte  restriction  imposée  aux  A,*, 
On  a  dans  ces  conditions 


_A»a 


n+i 
ik 


<£ 


Au- 


a 


n+x 


ce  que  nous  pouvons  écrire 


>7i    A/A.  Ai /,■ 

~aik  a\k 


thn  étant  un   nombre  complexe  dépendant  de  k  et  de  /i,  tel   en 
outre  que 


quels  que  soient  k  et  n. 
Ceci  étant,  on  a 


I  *kn  I  <  e, 


A,* 


Un  ,     kss\ 


,         C  1  A" 


A,/, 


V    A1/t- 


Dans  tout  ceci,  nous  suivons  pas  à  pas  la  méthode  générale.  Ici 
nous  comparons  la  série  initiale  à  la  série 


A,/, 


*m~*  Jmmm    Cl  \  fc  —  ~> 

0  Â  =  l 

Etudions  la  quantité 

V  A|'fr 


£*  = 


*=i 


^1    A,- a- 


k  =  \ 
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Dans  ce  rapport,  l'argument  de  la  droite  j3<  N,  n'intervient  pas. 
tous  les  aKk  ont  le  même  argument.  Nous  pouvons  donc  suppi 
tous  les  aKk  réels  et  positifs. 
Si  l'on  pose  alors 


-"H+T  —Pkn  +  iqkni 
a  1  k 


Pkndqkn  sont  réels  et  de  même  signe  que  les   parties  réelles   el 
imaginaires  de  A^. 
zfi  s'écrit 


Sn  = 


k—\ Â__rJ 

00  oc 

^Pkn+  lZ*qkn 
h      l  A-  =  i 


Supposons  que  tous  les  A, a  aient  leurs  parties  réelles  de  même 
signe,   ainsi  que  leurs   parties  imaginaires  (ce   signe   n'étani 
nécessairement  le  même  pour  les  deux);  tous  les  p^n  seront  alors 
de  même  signe,  ainsi  que  tous  les  q^,^  et  ceci  quel  que  soit  // . 

On  a  alors 

tnzP,n+uy<,ln      ,    (<     |tt|< 

puisque,  tous  les  £#„  étant  en   module  <<  s,  le   rapport      v  '  "  "  » 

— /' 

d'après  un  théorème  connu,  a  lui-même  un  module  <  e.   I.  égalité 
précédente  a  lieu  quel  que  soit  //. 
On  en  tire 

lk|<it«||2p*»|  +  KI|2fft»|  \ïpk*\  +  \*q 


/(  LpTn  )2  H-  (  1  qkn  )%  vA  *Pkn  )*  +  C-  </  I       ' 

Or  si  /•  et  5  sont  deux  nombres  positifs  quelconques,  on  a 


< 


Donc,  quel  que  soit  //, 

\U\<*\ 

à  condition  de  choisir  1    suffisamment   grand,       sera  aussi  petit 

qu'on  voudra. 
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On  peut  en  particulier  prendre  z  \li  <C  i ,  et  puisque 


il  vient 


o  <  i  —  e  \l').  <     — -     <  I  -H  2  />, 


ce  qui  suffît  à  prouver  que  la  série  ^unzn  a  même  cercle  de  conver- 
gence que  la  série  2<'„3",  c'est-à-dire  que  [j(  est  bien  un  point 
singulier  de  HunZn. 

Résumons  les  conclusions  précédentes  : 

Supposons  que  dans  l'ensemble  des  (3,,  jâ2,  ...,  {3/,  . ..,  qui  est 
partout  dense  sur  L,  on  puisse  choisir  un  ensemble  [3^,  fj^,  ..., 
fin,  . . .,  partout  dense  sur  L  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

i°  Sur  toute  normale  px-Nx,.,  tous  les  Ax., /<•  ont  leurs  parties 
réelles  de  même  signe,  ainsi  que  leurs  parties  imaginaires  (ce  signe 
pouvant  varier  arbitrairement  avec  l'indice  ),/); 

2°  A  tout  nombre  positif  s  donné  arbitrairement  et  à  toute 
normale  j^x/N,,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  I  tel  que, 
quel  que  soit  l'indice  A  correspondant  à  une  ligne  L*  comprise 
dans  une  certaine  bande  d'épaisseur  finie  bordée  par  L,  on  ait 

2l^*l<8|A>if*|. 


Dans  ces  conditions  on  peut  affirmer  que  la  série 

00  00 

^s    v^       A, 


/(*) 


jU  Zà  auc  — 


définit  à  l'intérieur  de  L  une  fonction  analytique  pour  laquelle  L 
est  une  ligne  singulière  essentielle. 


Remarques. 


I.  La  condition 

00 

y.A/*i< 


I  AM  I 


i  =  l 


sera  sûrement  vérifiée  dans  le  cas  où  l'on  aura  par  exemple 

A//. 


A  < 


\r 


<  PAri 
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quel  que  soit  l'indice  i,  les  nombres  p*  et  c',,  dépendant  seulement 

de  A-,  et  le  quotient  ^  qui  est  >  i   restant  toujours  inférieur  à  un 
nombre  fixe  P. 
En  effet,  on  aura 

oo  ao 

2|A/*|<P*2|A,,|. 

i=l  i=l 

Si,  pour  k  =  i ,  on  choisit  I  tel  que 

00  , 

2lA'iK«lAvli 

on  aura  pour  un  indice  k  quelconque 

00 

2lA'*l<P*MA^i|. 

A-X.-.A 


o 


i=\ 


M, 


>  pi. 


Donc 


Y  |Art|<^|AM|<P8|AM|. 

^™  i    le 


Pe  sera  aussi  petit  qu'on  veut  avec  s  et  la  condition  cherchée  esl 
bien  vérifiée. 

Un  cas  particulier  de  l'hypothèse  sur  les  A/a  serait  celui  où  l'on 
aurait,  quel  que  soit  i, 


A,-, 


=  Y, 


la  série  |  V*|  étant  naturellement  supposée  convergente. 

II.  Il  est  facile  d'assigner  aux  |  \,a|  dos  limites  supérieures  telles 
que  la  fonction 


/(«) 


V  V  _^L_, 

<— ^  —".,  —  - 

1  =  1    (si 


qui  converge  dans  L  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  >  •  i 

sur  L  ainsi  que  toutes  ses  dérivées.  Si  en  effet  Bu  désigne  la  plus 
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COUrte  distance  de  <7/a  au  contour  L  el  si  um  représente  le  terme 
général    d'une  série   convergente    à    ternies    tous    positifs,    telle 

que  Uik  <  8/A,  en  prenant  |A/*|<e  "*,  on  verra  bien  facilement 
(jue  la  série 

/,/)+i)(.)  =  (n  +  I)iyy — *** — 

converge  absolument  et  uniformément  dans  A  et  sur  L.  Donc  la 
fonction  f  (z)  et  ses  dérivées  jusqu'à  un  ordre  quelconque  qui 
sont  liolomoplies  dans  A  restent  finies  et  continues  sur  L. 

111.  Dans  le  cas  où  les  A„  décroissent   très  vite  (|  An\  <C  e~e'1    ) 
de  telle  façon  que  l'on  puisse  former  pour 


*'>-2s 


A„ 


/i  =  i 


une  série  de  polynômes  (M)  qui  converge  sur  une  infinité  dénom- 
brable  de  droites  traversant  l'espace  où  les  an  sont  denses  (sans 
toutefois  passer  par  aucun  point  an),  M.  Borel  a  démontré  (pie  L 
est  toujours  une  coupure  pour  f(z).  Nous  avons  essayé,  dans  les 
Lignes  qui  précèdent,  d'étudier  des  cas  où  l'on  a  le  même  résultat 
sans  imposer  aux  A7I  une  décroissance  aussi  rapide,  et  nous  y 
sommes  parvenus  dans  l'exemple  que  nous  avons  développé  en 
second  lieu. 


SUR  LA  REPRÉSENTATION  DE  L'ÉQUATION  D'ORDRE  NOMOGRAPHIQUE  4 
A  QUATRE  VARIABLES  PAR  DOUBLE  ALIGNEMENT; 

Pau   M.  Far  m  Boulad,  bey, 

On  sait  que  toute  équation  à  quatre  variables  d'ordre  nomogia- 
phiquezj,  représentable  par  un  nomogramme  à  double  alignement, 
peut  être  mise  sous  la  forme  suivante  (  '  )  •' 

(n  f\fi  -+-  Y-n        _       03/3  ■+■  04.A  +  P  , 

ôi/i  +o2/2+p  "  0 (/3/4 -+-  yi 2  ) 


(')  d'Ogaqni  .  (ours  de  Calcul  graphique  et  Nomographie,  p.  3a8. 
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Grâce  à  la  notion  des  valeurs  critiques  de  M.  d'Ocagne, 
M.  Soreau  (  '  )  a  pu  retrouver  très  simplement  les  conditions  pour 
qu'une  équation  F123'.  =  o  soit  réductible  à  la  forme  (i),  ainsi  que 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 


>\      -s 


*    ;  P2T       8384       0 

qu'il  avait  précédemment  établies  pour  que  les  coniques  du  nomo- 
gramme  soient  superposables. 

Nous  nous  proposons  de  faire  voir  que  ces  résultats  ressortenl 
de  notre  méthode  de  disjonction  des  variables  pour  les  équations 
de  la  forme 

(3)  F,„  =  FiFM+G1G„-t-H1H„=o, 

méthode  également  fondée  sur  la  considération  des  valeurs  cri- 
tiques. 

Cette  méthode  consiste  à  résoudre  les  deux  identités  suivantes  : 


(4) 


[  F2F23-+-  G2G.23-+-  H2 H23=  o        (quel  que  soi I 

[•  F3F23+  G3G23-H  H3II23=  o        (quel  que  soi!  s»), 


en  j  appliquant  le  procédé  de  M.  d'Ocagne  pour  la  recherche  des 
valeurs  critiques. 

Nous  ferons  remarquer  que,  si  la  fonction  1L:,  est  nulle,  on  lui 
attribuera  l'expression  suivante  : 

H,3  =  S  a/0/3  +  S  P/i-k-ï  Y/a  +  "  • 

où  /a  et/»  sont  les  fonctions  par  rapport  auxquelles  IVt.  <»_,,  Hjj 
seront  prises  nomographiquement  rationnelles  dans  la  résolution 
des  identités  (4),  et  a,  jâ,  y,  0  son!  des  paramètres  assujettis  il  on 
certain  nombre  de  relations  qui  seront  déterminées  de  telle  sorte 
que  chacun  des  deux  systèmes  d'équations  linéaires  en  Fs,  Gj,  H  _■ 
et  F3,  G;,,  H3  obtenus  en  résolvant  les  deux  identités  |  soit 
compatible. 

Cela  posé,  en  représentant  par/  la  valeur  commune  des  deui 
rapports  (1)  et  en  posant 

F=/,        G--i,         Il 


(')  C.  li.  Acad.  Se,  t.  CXI  IV.  1.107.  V    '"-, 


82F, 

+  0, 

/l 

■+■ 

U 

»(a/i 

4-Y)  = 

:o, 

F,  (S. 

i/i  + 

p)  +  Gi 

Y  3'» 

+ 

H. 

t(P/i 

+  0)  = 

:û, 

QiF2 

-hG2 

/« 

■+■ 

H, 

i(a/a 

4-?)  = 

:  o, 

F,  (8. 

l/*  + 

p)H-G2 

:  V  3  4 

-+- 

H: 

i(Y/« 

4-6)  = 

:  O. 
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on  aura  à  représenter  les  deux  équations  suivantes  : 

(5)  F(Sl/1-+-8ï/l-+-p)-+-G(/1/,4-Y34)-+-HXa/1/2-hP/,1-+-ï/J-f-e)  =  oI 

(6)  Fp(/a/44-Yi»)-G(83/sH-84/4  +  p)-4-H(a71/,-t-p,/1+Y7»+e')  =  o; 

a,  P,  y,  0,  a',  fi',  y',  0'  sont,  d'après  la  remarque  ci-dessus,  des 
paramètres  assujettis  aux  trois  relations  (i  î)  déterminées  ci-après. 
Pour  avoir  les  éléments  F,,  G,,  H,  et  F2,  G2,  H2  du  déterminant 
générateur  de  l'équation  (5),  appliquons  notre  méthode  précitée; 
nous  aurons  les  deux  systèmes  d'équations  linéaires 

(7) 

(8) 

A  présent,  cherchons  l'équation  du  support  commun  des  deux 
échelles  (zt)  et  (z2)  en  employant  les  formules  générales 

F,-  G, 

qui  définissent  en  coordonnées  cartésiennes  l'échelle  (zi)  et  d'après 
lesquelles  la  charnière  (z)  est,  dans  ce  cas,  rejetée  à  l'infini. 
Pour  cela,  éliminons  fi  dans  chacun  des  deux  systèmes  d'équa- 
tions (7)  et  (8),  après  y  avoir  substitué  à  F/,  G;,  H;  respectivement 
x,  y,  1.  Nous  aurons  alors  la  même  équation  suivante  du  support 
commun  des  deux  échelles  (g,)  et  (z2)  : 

(9)  oto2.r2  —  YsvJK2—  pxjr  —  (ap—  [3o2  —  -p,)^  —  67-  (a8  —  [B y )  =  0 

De  même,  si  l'on  applique  la  même  marche  ci-dessus  à  l'équa- 
tion (6)  pour  avoir  les  éléments  F3,  G3,  H3  et  F4,  G/#,  H4,  on  aura 
aisément  les  deux  systèmes  d'équations  linéaires  définissant  ces 
éléments,  et  l'on  en  déduira  l'équation  suivanle  du  support  commun 
des  deux  échelles  (z3)  et  (z:i)  : 

(10)  :--Yi2^2 —  o3ovjk2—  ï'-xy-h  p(6'+a'y,2):r 

-+-  (Ô3T-  a'p  -4-  ?'o\)7  +  (a'6'-  T'p')  =  o. 

Or,  pour  que  les  deux  supports  ci-dessus  coïncident,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  deux  équations  (9)  et  (10)  soient  identiques, 
c'est-à-dire  que  les  deux  conditions  (2)  soient  remplies  ainsi  que 
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les  trois  relations  suivantes  entre  les  paramètres  a,  8,  ....  0  : 


(ii) 


ap  -4-  po2  +o,0  -  0  —  7.0 


p(0'+a'Tl2)         ~  Sjy  —  a'p  +  S^' 


Comme  ces  relations  peuvent  être  satisfaites  par  une  infinité  de 
valeurs  données  à  ces  huit  paramètres,  il  résulte  que  les  i ■< .mil- 
lions (i)  sont  les  seules  nécessaires  et  suffisantes. 


REMARQUE  SUR  UN  ARTICLE  ANTÉRIEUR; 
Par  M.   E.   Gahen. 

J'ai  publié  dans  ce  Bulletin  (t.  XL,  p.  52)  un  article  Sur  l'ir- 

ralionnalité  des  sommes  des  séries  dont  le  terme  général  est 

< 

une  fonction  rationnelle  de  l'indice.  Dans  cet  article  se  trouve, 
page  5^,  l'énoncé  suivant  : 

Si  g(n)  ci  tontes  ses  racines  rationnelles  et  distinctes,  la 
somme  de  la  série  s' exprime  au  moyen  de  nombres  algébriques 
et  de  fonctions  logarithmes. 

Ce  théorème  a  déjà  été  énoncé  par  M.  Appell  (Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences,   t.    LWWL   p.  955).    \lai^  Pau 
tcur  lui-même  m'a  fait  remarquer  que  son   énoncé  appelait  une 
rectification  :  Le  théorème  n'est  pas  exact   quand  il  j  a  au  déno- 
minateur des  racines  doubles.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de 

considérer   la   série     7  —    dont    la   somme   est    ■'"- •    et   qui    ne    s'< 

—  n-  () 

prime  par  conséquent  pas  au  moyen  de  nombres  algébriques  <•!  de 
logarithmes. 

D'après  les  résultats  de  la  page  <>  j  de  mon  article,  une  telle 
somme   s'exprime,   en   général,    en   fonction    k\v^    transcendantes 

*m(2)- 

Je  profite  de  l'occasion  pour  ajouter  à  mon  article  l'explication 

suivante.   L'énoncé  de  la  page  5n   :   Si  S\  n     <<  toutes 
rationnelles   et  distinctes,    la  somme  de   la   série   s  c.rprnnr  </// 
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moyen  de  nombres  algébriques  et  de  fonctions  logarithmes,  ne 
semble  pas  résulter  loul  d'abord  de  celui  qui  suit  quelques  pat 
plus  loin  :  Pour  des  valeurs  rationnelles  de  ,/\  la  fonction  h(x) 
s'exprime  au  moyen  de  nombres  algébriques,  de  la  constante 
âSEuler  et  de  fonctions  logarithmes. 

Il  semble  qu'il  faille  introduire  aussi  la  constante  d'Euler  dans 
le  premier  énoncé.  Mais  il  n'en  est  rien.  En  effet,  d'après  la  for- 
mule^), la  somme  de  la  série  contient   la  constante  d'Euler  dans 

des  termes  de  la  forme  h( —  a)  —  C,  où  a 
Or,  d'après  la  formule  (8), 

-l  ) 


7 


a 
de  sorte  que  G  disparaît. 

Je  profile  aussi  de  l'occasion  pour  signaler  les  errata  suivants: 

Page  (>'\  dernière  formule  de  la  page,  au  lieu  de  ç,  lire  d. 

Page  63,  au  premier  exemple,  au  lieu  de cotang-a,  lire 

ia%        ia 

1  r. 

— r cotangTia. 

2  a1        ia 

i           7T  eT"a  -+-  e~'T'a 
l'a i;e   G3,  au   deuxième  exemple,  au  lieu  de  — -  H >   lire 

i  tc    e"Ka-\-e-'i:a 

'ia%        ia  e^a —  e-na 
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ÉTAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1913    (>)• 


MM 


Membres  honoraires  du  Bureau 


Président MM. 

\ 

Vice-Présidents 

Secrétaires ; 

Vice-Secrétaires j 

Archiviste ... 

Trésorier 

Membres  du  Conseil  ( 3  ) 


APPELL. 

DARBOUX. 

GUYOU. 

MATON  DE  LA  GOUPiLLIÊRE. 

HUMBERT. 

JORDAN. 
LECORNU. 
MITTAG-LEFFLER. 
PAIN  LEVÉ. 

PICARD. 

VOI/TERRA. 

ZEUTHEN. 

COSSERAT  (F.). 

EONTENÉ. 
FOUCHK. 
MAILLET. 
VESSIOT. 


CAR! AN. 
MONTEL. 

FATOU. 
HALPHEN. 

CAHEN. 
SERVANT. 
ANDOYER,  1916. 
BLI  TEL,  1915. 
BOU1  INGER,  1915. 
BRIGARD,  1914. 
CARVALLO,  1916. 
D'OCAGNE,  l'.M  î. 
roi  ri. î.  1915- 
GOURSAT,  1916. 
GREVY,  l'Mi. 
ci  ICHARD,   1914. 
koi  \ les.  1915. 
I  i  BESGl  i  .  ' 


(»)  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés   l'adr<  saei 

les  rectifications  qu*ll   y  aurait  lion  de  f«ir«  à  relie  liste. 

(')  l.a  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année   «>i  oom 
mencement  de  laquelle  expire  le  mandat  <!«•  ce  membre. 

S.  M.  —  Comptes  rendus. 


Haie 

de 

l'admission. 

1872.     ACIIARR,    ancien    directeur   <le    la  Compagnie  d'assurances   sur  la   vie   La  Foncière, 

rue  de   la  Terrasse,  G  bis,  à  Paris  (17°). 
1900.     ACKBRMANN-TEUBXER,  éditeur,  à  Leipzig  (Allemagne).  S.  P.  ('). 
L900.     ADHEMAR  (vicomte  Robert  i>' ),   professeur  a  la  Faculté   libre  des  Sciences,    place  de 

Genevières,   l 'j,  à  Lille  (Nord). 
1896.     AXDOYEH,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre  du  Bureau  des  Longitudes, 

rue  du  Val-de-Grâce,  11,  à  Paris  (5e). 
I89i.     ANDMDE,  professeur  à  lu  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Mouillière,  1,  à  Besançon. 
1872.      AXDRE  (Désiré),  docteur  es  sciences,  rue  Bonaparte,  70  bis,  à  Paris  (6a). 
1879.     APPELL,  membre  de  L'Institut,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences  et  professeur  à  l'Ecole 

Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  du  Bac,  32,  à  Paris  (7e). 
U)10.     ARCIHB.UD(R.-C),  professeuràBrown-Université,  Providence, Rbode  Island( États-Unis). 
1900.     Al'RlG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Pierre-Corneille,  38,  à  Lyon. 
188*2.     A11T0XXE,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  adjoint  honoraire  à  la 

Faculté  des  Sciences  de  Lyon,  rue  de  l'Hospice,  69,  à  Chàleauroux  (Indre). 
1900.     BAIRE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  24,  rue  Audra,  à  Dijon. 
1896.     BAKER,  professeur  à  l'Université  de  Toronto  (Canada). 

1905.  BARRÉ,   capitaine  du   génie,  docteur  es  sciences  mathématiques,   quai  de  la  Répu- 

blique, 8,  à  Verdun  (Meuse). 

1906.  RARTHELS,     docteur    en     philosophie,     professeur    honoraire    de     Mathématiques,    à 

Aschaffenburg  (Bavière). 
1875.     BEBDELLÉ,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône).  S.  P. 
1912.     BERGER  (T.),  Storgatan  16,  à  OErebro  (Suède). 
1904.     BERXSTE1X  (S.),  docteur  es  sciences,  privât  docent  à  l'Université,  Apterkarsky,   2a,  à 

Kharkow,(  Russie). 
1891.     BERTRAND  DE  F0XTVI0LANT,  professeur  à  l'École  Centrale  des  Arts  et    Manufactures, 

rue  Brémontier,  16,  à  Paris  (17e).  S.  P. 
1910.     BERTRAXD  (G.),  professeur  à  l'École  Sainte-Geneviève,  rue  Lhomond,  18,  à  Paris  (5e). 
1888.     BI0CHE,   professeur  au   lycée   Louis-le-Grand,    rue    Notre-Dame-des-Charaps,    56,   à 

Paris  (6-=)  S.  P. 
1900.     BLUMEXTUAL  (Otto),  professeur  à  la   Technische  Hochschule,  Rùtscherstrasse,  48»  a 

Aix-la-Chapelle  (Allemagne). 

1891.  BLUTEL,   inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,   rue  Denfert-Rochereau,   no, 

à  Paris  (  i\"). 
1902.     B0BER1L  (vicomte  Roger  du),  rue  d'Antibes,  114,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes).  S.  P. 

1907.  B01TEL  DE  DIENVAL,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  au  château  de  Valsery,  à 

Cœuvres  (Aisne).  S.  P. 

1892.  BDXAPAUTE  (prince  Roland),  membre  de  l'Institut,  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris  (16e). 

1895.  B0REL    (Emile),    professeur    à  la  Faculté    des    Sciences,    sous-directeur   de   l'École 

Normale,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5e).  S.  P. 
1909.     BOl'LAD  (F.),  ingénieur  au  service  des  Ponts  des  Chemins  de  fer  de  l'État  égyptien, 
au    Caire.    (  Egypte). 

1896.  BOULANGER,    docteur    es    sciences,   répétiteur  et  examinateur    d'admission   à  l'Ecole 

Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  68,  à  Paris  {5e). 
1896.     BDURGET  (IL),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 


(')  Les  initiales  S.  P.  indiquent  les  Sociétaires  perpétuels. 
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Date 
de 

['admission. 

1896.     BDURIjET,  docteur  es  sciences,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Hé  tien   et  à 

l'École  des  Beaux-Arts,  rue  Raynouud,  56,  a  Pans  (  i'i").  S.  P. 
BOIÏTIN,  rue  Lavieuville,  26,  à  Paris  (18*). 

BOUTROUX  (P.),   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers.  S.  P. 
BREITLING,  proviseur  <iu  lycée  Buffon,  boulevard   Pasteur,  iG,  a  Paris  (ij*). 
BRATU,  professeur,  rue  Galipcau,  3,  à  Antony  (Seine). 

BRICARD,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  répétiteur  à  l'École  Poly- 
technique, rue  Denfert-Rochereau,   108,  à  Paris  (  1  \"). 
BROCARD,   lieutenant-colonel  du   génie   territorial,    rue  «les   Ducs-de~Bar,  7''.  à  Bar- 

le-Duc.  S.  P. 
BROWIVE,  Collège  des  Irlandais,  rue  des  Irlandais,  5,  a  Paris  (5*). 
BUHL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Coffres,   n,  à   foulon! 
BURKHARDT,  professeur  à  la  Technjsche  Hochschule,  Martin  s  trasse,  >,à  Munich  (I' 
CHIEN,  professeur  au  collège  Rollin,  rue  Cortambert.   (6,  a  Paris  (16*). 
CALDAREKA,  professeur  «à  l'Université,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Liberté,  a  Païenne 

(Italie). 
CAROiV,  chef  honoraire  des  travaux  graphiques  à  laSorbonne,  rue  Claude-Bernard,  71, 

à  Paris  (5e). 
CARONNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Demoun,  6a  6m,  à  Paris  (17*). 
CAÏMAN,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue   de   Vaugirard,  17/1,  à  Paris  (i5°). 
CARVALIiO,    directeur  des  études  à  l'École  Polytechnique,    rue   Descartes,    >i,   à    Paris 

(5e).  S.   P. 
CEDERCREUTZ  (  baronne  Nanny  ),  Unionsgatan,  £,  a  Helsingfon  (Finlande). 
CELLKRIER  (Gustave),  ancien  astronome  à  l'Observatoire,  cours  de  Rire, 

(Suisse). 
CIlAIliAN  (Edouard),  professeur  à  l'Institut  catholique,   rue  Denfert-Rochereau,     '. 

à  Paris  (  14e). 
CHALORY,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  de  Vaugirard,    K  à  Paris  (ù9). 
CHAUVE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à   Marseille. 
CI1ATELET,  ancien  élève  de  l'École  Normale    supérieure,    rue    de    la    Californie, 

à  Tours. 
CIIAZY,  maître  de  conférences  a  la  Faculté  des  Sciences,  a  Lille. 
CliAIRl\,    professeur    à    la    Faculté    des    Sciences,    rue    Jacqueman  G 

à  Lille. 
COSSERAT  (E.),  directeur  de  l'Observatoire,  a  Toulouse. 

COSSERAT  (F.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  el  chaussées,  rue  «l'Ai  1  Parti  1 1 

GOTTON  (Emile),  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  h  Grenoble.  S.  P. 
CUHTISS,   professeur  a  l'Université    Northwestern,   Milburn    Street,  -  •  ■.  •>    Bi 

(Illinois,  États-Unis). 
DARBOUX,  secrétaire  perpétuel   de   l'Académie  dea  Sciences,   doyen   bon  ta  1« 

Faculté  des  Sciences,  nie    Ma/...rine,  .'..  à    l'ans  (6-). 

DADTHBYILLB,  doyen  de  la  Faculté  îles  Sciences,   cours  Gambetl  M 

DELA8SIS,   professeur   de   Mécanique   rationnelle    ■     la    Facult 

de  Krach,  ga,   à    Bordeaux. 
DELAUNAY  (n.  ),  professeur  à  l'institni  Empereur  Alexandre  il.  ;»  Sien  (Ruai 
DEMARTRES,  doyen  de  La  Faculté  des  Sciences,  avenue   Saint-Maur,  h  la   M.nWo 

lès-Lille  (Nord). 
I)E>I011L1\  (Alph.)i  professeur  à  l'Uni? enlté,  rue  Joseph-Plateau 


Djtc 

de 

l'admission. 

1905.  DKNJOY,    maître   de  conférences  à   la    Faculté   des    Sciences,   rue   Duguesclin,   3,   | 

Montpellier. 

1883.  DERUYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège  (Belgique). 

189».  DËSVIXT,  docteur  ôs  sciences,  boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,  /J7,  à  Paris  (17e). 

1900  D1CKSTE1N.  Marszatkowska,  117,  a  Varsovie 

1899.  ORACH,  chargé  de  cours  a  la  Faculté  des  Sciences,  square  Lagarde,  3,  a  Paris  (5*). 
1909.  ORl'RY,  bibliothécaire  de  l'Université,  Uriiversity  Station,  Urbana  (  Illinois,  États-Unis). 
1907.  DILAC,  proi'esseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,  4,  a  Lyon. 

1896.  Dl  MAS  (G.),  docteur  de  l'Université  de  Paris,  privat-docent  à   l'École  Polytechnique. 

fédérale,   Asylstrasse,  Si,  à  Zurich  (Suisse). 

1897.  DUM0XT,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouvard,  f>,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 
188G.     Dl'XCAX,  Consulting  Engineer,  Empire  Building,  Liberty  Street,  55,  New-York  City. 
190?       EGOR0FF  (l)imitry),  professeur  à  l'Université,  Povarskaya,  Borissoglebsky  per.,  n°8, 

à  Moscou  (  Russie). 
1912.     E1SENHARDT   (L.-P.),   professeur  à  l'Université  de  Princeton,    Alexander  Street,  22, 
à  Princeton  (  New-Jersey,  États-Unis). 

1903.  ESPANET,  ingénieur  civil,  Brazil  Bailway  Company,  rue  Louis-le-Grand,  9,  à  Paris. 

1900.  ESTA\AVE,  docteur  es  sciences,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 
1907.     ETZEL,  professeur  de  Mathématiques  et  d'Astronomie  au  Collège  de  Saint-Thomas,  à 

Saint-Paul  (Minnesota,  États-Unis). 
1896.      EUVERTË,  ancien  élève  de   l'École    Polytechnique,  ancien    capitaine   d'artillerie,  rue 
du  Pré-aux-CIercs,  18,  à  Paris  (70). 

1888.  FABBY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Chaptal,  17,  à  Montpellier. 

1906.  FABAGGI,  professeur  à  Sétif  (Algérie). 

1904.  FAT01],  docteur  es  sciences,   astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du  Mont- 

Parnasse,   172,  a  Paris  (i\°). 

1891.  FAUQIEMBEBGUE,  professeur  au  lycée,  à  Monl-de-Marsan. 

1892.  FE1IR  (Henri),  professeur  à  l'Université,  route  de  Florissant,  110,  à  Genève  (  Suisse). 
1885.     FIELDS  (J.),  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Ontario,  Canada). 

1881.      FliOQlET,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Commanderie,  21,  à  Nancy. 
1872.     FliYE  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 

Polytechnique,  place  Boyer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 
1897.      F0XTEXE,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  Le  Goff,  7,  à  Paris  (5*). 
1903.      FORD  (  YValtkr  B.),  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Michigan,  a  Au n 

Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

1889.  F0LCIIÉ,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Soufllot,  5,  à  Paris  (5'). 

1905.  FOUET,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (6°). 

1872.      F0URET,  ancien   examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Carnot,  {, 

a  Paris  (17e).  S.  P. 
1903.     FRAISSE,  inspecteur  des  études  au  Prytanée,  à  La  Flèche  (Sarthe). 
1911.     FRECIIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 
1903.     FUETER,  professeur  à  l'Université,  Friedrichsplàtz,  9»1,  à  Karlsruhe  (Allemagi 
1911.     GAIjBRIX,  docteur  es  sciences,  avenue  Émile-Deschanel,  3>,  à  Paris  (7*). 
1900.     GAI.DEAX0  (Z.-G.  de),  correspondant  «les  Académies  royales  des  Sciences  de  Madrid  M 

de  Lisbonne,  professeur  à  l'Université,  Galle  del  Coso,  99,  à  Sa ragosse  (Espagne) 

1906.  GARGAM  DE  lOltCKTZ,  licencié  es  sciences,  square  de  Latour-Maubourg,  8,  a  Paris  (7*)« 
1872.      6AR1EL,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  professeur  honorâifi 

à  la   Kaenltédfl  Médecine,  rue  Édotiard-Detaille,  6,  à   Paris  (  17*). 


Date 
de 

ilinission. 

1908.  GARNIER,  docteur  es  sciences,  boulevard  Arago,  gg,  a  Paris  (l4-). 

1911.  GAU,  maître  des  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

1896.  GALTIHER-VIFiïiARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Augustins,  55,  à  Paris  (6a). 
1890.     GEBRIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (  Italie). 

1906.  GÉRARDIN,  quai  Claude-le-Lorrain,  3a,  à  Nancy. 

1897.  GERRANS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  street,  ao,  a  Os  for  J  (Grande- 

Bretagne). 
1903.     GODEY,    ancien    élève   de   l'École    Polytechnique,    rue    du    Bois- de-Boulogne,    7.    a 
Paris  (168). 

1907.  G0T(Th.),  ancien  ingénieur  de  la  marine,  villa  Bianca,  me  Fanelli,  quai  Bompard, 

à  Marseille. 
1881.     G011RSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  h  l'École  Polytechnique, 
rue  Denfert-Rochereau,  3g,  à  Paris  (5e).  S.  P. 

1912.  GRAM0NT  (A.  de),  licencié  es  sciences,  rue  de  Ponthieu,  6a    à  Paris, 

189G.     GREVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,  1  Paris  |  5*). 

1899.  GlADET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  l'Université,  69,  i  Paris    {-')■ 

1880.  GICCIA  (Jean),   professeur    à    l'Université,    via    Ruggiaro    Seltimo,    3o,    à    Palerme 

(  Italie). 

1906.  GlERRY,  professeur  au  collège   Stanislas,  rue  d'Assas,  5o,  a  Paris    (•>")■  S.  P. 

1900.  GUICHARD    (C),     professeur    à     la    Faculté     des    Sciences,     rue     Boulaiavilliers,     1  4, 

à  Paris  (16e). 

1907.  GUICHARD  (L.),  rue  Condorcet,  42,  à  Paris  (</). 

1881.  GINTHER*  (  I)r  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière  . 
1885.     GUY0U,  membre  de  l'Institut,  boulevard  Raspail,  ?^'\,  s  Paris  (  i4"). 

1890.  HADAMARD,  membre  de  l'Institut,  professeur  au  Collège  de  France  et  a  l'École 
Polytechnique,  rue  Humboldt,  j5,  à  Paris  (i4*)«  S.  P. 

1910.  HALPHEN   (Ch.),  professeur  de  Géométrie  descriptive  au  Collet;.*  Chsptal,  Chi 

de  la  Muette,  8  bis,  a  Paris  (16e). 

1894.  IIAIiSTED  (G.-B.)i   Colorado  State  Teachere   Collège,   a   Greeley      Colorado,    BtaU- 

Unis).  S.  P. 

1901.  HANCOCK,  professeur. à  l'Université  île  Cincinnati,  Auburn  Uolel  (Ohio,  Étals-1  nia 

1909.  HANSEN,   privat-docent  a  l'Université,    Strandboulevarden,  66,   Copenhague     Dane- 

mark ). 

1872.  IIATON  DE  LA  60MMLLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'Ecole  des  Mines,  rue  de  Vaugirard  ).  S.  P. 

1905.     IIEDR1CK,    professeur  à  l'i  aiversité,  South  Nintfa  stre  1  Columhis     Missouri, 

États-Unis). 

1892.     UEKMANN,  libraire-éditeur,  me  de  la  Sorbonne,  8,  ■  Parii 

l'.Ul.     IIlKllIIOI-iZ,  professeur,  avenue  de  Belmont,   18,  a  Montreus  (Suit 

1911.  IIOLMGRKN,  professeur  à  l'Université  d'1  psal,  à  l'Observatoire,  Dpi 

1895.  IIO'IT  (S.),  professeur  a  l'École  Su-Croix   de   Neuilly,  boulevard   i' 

à    Paris  (17").  S.   P. 

1880.  UIAIRERT,  membre  de  l'Institut,  iugénieui    en  chef  des  mines,  pre 

Polytechnique,  rue  Danbigny,  6,  h  Puis  (1 
1907.     IIUSSON,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des   NercoHae,  N 

1881.  IMRER,  ancien  directeur  des  études  a  l'École  Centrale,  ancien  membr 

L'École; Centrale,  place  Voltaire,  1,  h  Paris  (n*). 
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1896.  JACQUET  (K.),  professeur,  rue  Lagarde,  3,  à  Paris  (5«). 

1898.  JAllNkE    (K.),    professeur     à     l'Académie     des     Mines,    Darmstàdtcr    strasse,    u,    à 

Berlin,  W.i5  (Allemagne). 

1903.     JE\SE\  (J.-L.-W.-V.)j  ingénieur  en  chef  des  Téléphones,   Frederiksberg  allée,  68,  à 
Copenhague  (  Danemark). 

1872.  JORDAN,   membre   de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  de 

France,  rue  de  Varenne,  48,  à  Paris  (7°]     S.  P. 
1910.      KÉIUYAIi,  professeur  au  lycée   Louis-le-Grand,  avenue  du   Maine,   46,  à  Paris   (i4e). 

1892.  KOCH    (H.     von),     professeur    à    l'École     Polytechnique,    à    Djursholm-Slockholm 

(  Suède). 
1880.      KŒNIliS,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  examinateur   d'admission   à   l'Éeoli 

Polytechnique,  boulevard  Arago,  101,  à  Paris  (1  Ie). 
1913.     K0R\    (A.),    ancien    professeur    à    l'Université    de    Munich,    Schlûterstrasse,    25,  à 

Charlottenburg  (Allemagne). 
1912.     KOWALEWSKI  (G.),   professeur  à  la  Technische   Hochschule,   Husgasse,  5,  à  Prague 

(Bohème). 

1907.  KKYLOFF,  professeur  d'analyse  à  l'École  supérieure  des  Mines,  h  Saint-Pétersbourg 

(  Russie  ). 

1897.  LACAICHIE,  ingénieur  civil,  rue  Brochant,  18,  à  Paris  (  17*). 

1873.  LA1SANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examinateur  à  l'École   Polytechnique 

rue  du  Conseil,  5,  à  Asnières  (Seine). 

1906.  LALESC0,  maître  de  conférences  à  l'Université,  str.  Luteranà,  3 1 ,  à  Bucarest. 

1893.  LAXCELIX,  astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  rue  Boissonnade,   3,   à  Paris  (i4')- 

1899.  LANDAU,  professeur  à  l'Université,  Herzbergerchaussee,  48,  à  Gôttingen  (Allemagne). 
1896.     LAR0ZE,  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Froidevaux,  8,  à  Paris  (i4")« 

1908.  LATTES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1896.     LEAII,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Denfert-Rochereau,  83,  à  Paris  (i4e)- 
1880.     LÉAUTÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,  18,  à  Paris  (17e).  S.  P. 
1896.     LEBEL,  professeur  au  lycée,  rue  Pelletier-de-Chambrun,  12,  à  Dijon. 

1902.  LEBESGUK,    maître   de   conférences   à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  avenue  de  lu 

Tourelle,  7,  à  Saint-Mandé. 

1903.  LEBEIF,    directeur    de    l'Observatoire,     professeur     d'astronomie    à     l'Université,   à 

Besançon. 
1893.     LECORMU,  membre  de   l'Institut,  Inspecteur  général  des  mines,  professeur  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  3,  à  Paris  (5e). 
1895.     LEMERAY,  licencié   es   sciences  mathématiques  et  physiques,  ingénieur  civil  du  génie 

maritime,  villa   Véga,  à  Antibes  (Alpes-Maritimes). 

1904.  LEM0YNE  (T.),  rue  Claude-Bernard,   \i,  à  Paris  (5e). 

1895.     LE  ROUX,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  de  Chàteaudun,  i3,  à  Renn.  s 

1898.  LEROY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Cassette,  27,  à  Paris  (6e). 
1891.     LERY,  agent-voyer  en  chef  de  Seine-et-Oise,  rue  Magenta,  5,  à  Versailles. 

1900.  LEVT  CIYTTA  (T.),  professeur  à  l'Université,  via  Altinate,  i'\,  à  Padoue  (Italie). 

1907.  LESGOl'RGUES,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Jean-Bar!,  4,  à  Paris  (6e). 

1909.  LEV Y  (Albert),  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  86,  à  Paris  (6e). 
1907.     LÉYY  (Paul),  ingénieur  des  mines,  professeur  à  l'École  des  Mines  de  Saint-Étiennc, 

à  Saint-Etienne. 
1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 
1898.     LINDEL0F  (Ernst),  professeur  à  l'Université,  Sandvikskajen,  i5,  à  Helsingfors  (Finlande). 
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1877.     LINDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Franz-Josefstrasse,  g,  à  Munich  (Bavière). 
1886.     LIOUVILLE,   ingénieur  des  poudres,  examinateur   des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

quai  Henri  IV,  12,  à  Paris  (4*)- 
[912.     LOVETT  (E.-O.),  Rice  Institute,  à  Houston  (Texas,  États-Unis). 
[888.     LUCAS  (Félix),  ingénieur  en   chef  des  ponts   et   chaussées  en   retrait.',   rue  Boissière, 

3o,  à  Paris  (  16e). 
1902.     LUCAS-GIRARDVILLE,  à  la  Manufacture  de  l'État,  à  Tonneins. 

1902.     LUCAS  DE  PESLOUAN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  ',  1 .  a  Paris    f  , 
1895.     MAILLET,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,   répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue 

de  Fontenay,  11,  à  Bourg-la-Reine  (Seine).  S.  P. 
1912.     MALAISE  (J.),  rue  Grandgagnage,  7,  à  Liège  (Belgique). 

1905.  MALUSKI,  proviseur  du  lycée  de  Nimes. 

1906.  MARCUS,  licencié  es  sciences,  rue  de  Ramhcrvilliers,  6,  à  Paris  (ia*). 

.904.     MAROTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  EVeuilly,  35  bis,  a  Taris  (  1  •• 
884.     MARTIIV  (Ariemas),   i535,   Colombia  Street  N.  W.,  à  Washington  D.  C.  |  États-1  1 
1897.     MEHMKE,    professeur    à    l'École    technique    supérieure,    Lowenstrasse,    à    Stuttgart  - 

Degerloch  (Wurtemberg). 
MENDIZARAL  TAMR0REL  (de),  membre  de  la  Société   de  Géographie  de    Mexico,   calle 

de  Jésus,  10,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 
MERCEREAU,  licencié   es  sciences,  docteur  en    médecine,    rue    de    l'Université,  191, 

à  Paris  (7e).  S.  P. 
MERLIN  (Emile),    chargé  des  cours   d'astronomie   mathématique  et  de    géodèsi< 

l'Université,  rue  d'Ostende,  11,  à  Gand  (Belgique). 
MERLIN  (Jean),  astronome  k  l'Observatoire  de  Lyon,  à  Saint-Genis-Laval  (Rhôai 
METZLER,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 
MICHEL    (Charles),   professeur  au   lycée  Saint-Louis,  rue  Sarre Ue,   1 '(,  a  Paris  (i','i. 
MICHEL  (  François),  ingénieur,  licencié  es  sciences,  chef   du   service  des  parcours  de 

la    Compagnie    des   chemins   de   fer    du    Nord,    Faubourg     Saint-Denis 

Paris  (109). 
M1TTAC-LEKFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Djursholm-Stockbolm  (Suède   . 
MIWA,  professeur  à  l'Université  de  Kyoto  (Japon) 

M0LK(J.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  B,  à  Nan 
MONTEL, chargé  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Vaugirar    . 

à  Paris  (i5n  ). 
MONTESSUS   DE   IULL0RE  (vicomte  Robert    db),    professeur  a    la    Faculté    libre 

Sciences,  boulevard  Bigot-Danel,  i5,  s  Lille  (Nord). 
MO0RE  (Cll.-N.),  professeur  assistant  a  l'Université  de  Cincinnati  (Etats-l  nis 
MULLER  (J.-O.),  Venusbergerweg,  3a,  a  Bonn  I  Ulemagi 
NE0VIUS,  ancien  professeur  a  l'Université  d'Helsingfors,  Chr.   Vintherai 

penhngue  (Danemark). 
NEURERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Scleaaln,  6,  a  liège  (Belgique 
NICOLLIEK,  professeur,  la  Châtaigneraie,  à  Saint   Clarena    Vaud,  Suiaae 
N1EWENGL0WSKI,  docteur  es  sciences,   inspecteur  général  de  l'Instructiou   publique, 

rue  de  l'Arbalète»,  35,  a  Paria  (5*  ). 
OCAGNE  (M.  d'),   ingénieur  en  chef  des   ponts  et    ebauaaéea,  professeui   I   l'I 

Polytechnique    et   à   l'Bcole    des    Ponts    et    (haussées,    rue    I        I    itle, 

Paris  (8°).  S.  P. 
OUIVET,  4q,  rue  d'Arras,  a   Douai. 


Date 
do 
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1 873 .  0VID10  (K.  i)'),  professeur  à  l'Université,  Corso  Sommeiller,  16,  à  Turin 
(Italie). 

1901.  PADÉ  (H.),  recteur  de  l'Académie  de  Besançon. 

1893.  PAIXLEVE,    membre  de  l'Institut,    professeur  à   la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'Ecole 

Polytechnique,  rue  Séguier,  18,  à  Paris  (6e). 
1912.     PAXGE     (de),     ancien    élève    de    l'École    Polytechnique,     rue    François     1er,    32,    à 

Paris  (8°). 
1888.     PAPEMER,   professeur  au   lycée,  rue  Notre-Dame-de-Recouvrance,  2y,  à  Orléans. 
1881.     PELIiET,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  boulevard   Gergovia,  77,  à  Clermont- 

Ferrand. 
1881.     PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  VVorcesler  (Massachusetts,  États-Unis).  S.  P. 
1892.     PERRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Tarbé,  3,  à  Paris  (17e). 
1896.     PETROVITCH,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  26.  à  Relgrade  (Serbie). 

1902.  PETROVITCH    (S.),    général    major,    professeur    ordinaire    à    l'Académie    d'artillerie 

Michel,  Sergevskaïa,  4?.,  log.  10,  à  Saint-Pétersbourg. 
1887.     PEZZO  (dbl),  professeur  à  l'Université,  piazza  San  Marcellino,  2,  à  Naples  (Italie). 

1905.  PFEIFFER,  maître  de  conférences  à    l'Université,   Szaoudl  Wladimirskaïa  45,  log  II, 

à  Kievv  (  Russie). 

1906.  PHILIPPE  (Léon),  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,   rue  de  Turin,   23  bis, 

à  Paris  (8e). 

1879.  PICARD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  membre  du  Bureau  des  Longitudes,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufac- 
tures, rue  Joseph-Bara,  4»  à  Paris   (6°). 

1872.  PICQUET,  chef  de  bataillon  du  génie,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytech- 
nique, rue  Monsieur-le-Prince,  4»  à  Paris  (6e). 

1899.  PIKRPONT  (James),  professeur  à  l'Université  Vale,  Mansfield  street,  42,  à  New  Haven 
(Connecticut,  États-Unis). 

1872.     POLIGNAC  (prince  C.  de),  à  Radmannsdorf  (Carniole,  Autriche).  S.  P. 

1906.     P0P0VICI,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Jassy   (Roumanie). 

1894.  P0TR0N  (M.),  docteur  es  sciences,  professeur  aux  Facultés  catholiques  de  l'Ouest, 

rue  Rabelais,  46,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 
1899.     PR1\GSHEM,   professeur  à  l'Université,  Arcisstrasse,  12,  à  Munich  (Bavière). 
1896.     PRIVOST,   inspecteur   général   honoraire   de    l'Instruction    publique,    11,    rue  de  la 

Tour,  à  Paris  (16e). 

1902.  PUX.  (  Victor),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

rue  Madame,  b\,  à  Paris  (6e). 
1896.      QUIQUET,  actuaire  de   la  Compagnie  la  Nationale,  boulevard    Saint-Germain,  92,  à 
Paris  (5e). 

1903.  RÉM0UNU0S,  professeur  d'anal) se  supérieure  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Spyridion 

Tricoupis,  54,  à  Athènes  (Grèce). 
1906.     REMY,  docteur    es    sciences,    ingénieur    des    mines,    rue   Jeanne-d'Arc,    25,   à  Arras 

(  Pas-de-Calais  ). 
1903.     RICHARD,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  rue  de  Fonds,  100, 

à  Gbàteauroux. 
1908.     RICHARD  D'ABOXCI)IjRT(de),  anc.  élève  de  l' École  Polytechnique,  rue  Nationale,  -\,  a  Lille. 

1908.  HISSER,  actuaire  au   Ministère  du   Travail,  rue  Sédillot,  5,   à  Paris  (7e). 
1903.     HOCHE,  agrégé  de  mathématiques,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris  (6e). 

1909,  ROSENBLATT,  docteur  en  philosophie,  rue  Basztowa,   ig,  à  Cracovie  (Autriche). 


Date 

de 
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1908.      ROTHROCK,  Professeur  à  l'Université,  à  Bloomington   (In<lian:t.   États-Unis;. 

1896.  R01GIER,  professeur  au  lycée  et  à  l'École  des  ingénieurs,  rue  Sylvabelle,  B4,  a  Marseille. 

1906.  ROUSIERS,  professeur  au  collège  Stanislas,  boulevard  du  Montparnasse.  Gi,  à  Paris  (  î  '<•). 

1911.  RUDXICKI,  licencié  es  sciences,  avenue  Rcille,  28,  a  Paris  (i',e). 

1900.  SALTYKOW,  professeur  à  l'Université,  a  Kharkow  (Russie).  S.  P. 

1872.     SARTIAIX,  ingénieur  en    chef  des  ponts  et  chaussées,  chef   de    l'exploitation    a    la 

Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
1885.      SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

1907.  SCHŒNFUES,  professeur  à  l'Université,  Schumannstrasse,  62,  a  Francfort  (Allem... 

1897.  SCHOU  (Erik),  ingénieur,  Hollaendervez,  12,  à  Copenhague  (Danemark). 

1881.  SCIIOLTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 

1901.  SEE  (Thomas-J.-J.),  Observatory  Mare  Island  (Californie). 

1896.     SEGUIER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  du  Bac,  114,  à  Paris  (  y), 

1882.  SELIVANOFF  (Démélrius),  professeur  à  l'Université,    Fontanka,  116,  log.    1»),  a  Saint- 

Pétersbourg.  S.  P. 
1900.     SERVANT,  chargé  de  conférences  à  la  Sorbonne,  à  Bourg-la-Feine  (Seine). 

1908.  SHAW  (J.-B.  )»  professeur  à  l'Université,  West  Californie,  901,  \vc  Urhana  (Illim.is. 

États-Unis). 

1912.  SIRE,  docteur  es  sciences,  rue  Royer-Collard,  !\,  à  Paris  (5e). 

1900.     SPARRE  (comte  de),  doyen    de    la   Faculté    catholique    des    Sciences,    avenu--    de    la 
Bibliothèque,  7,  à  Lyon.  S.  P. 

1909.  SPEISER  (Andréas),  privat-docent  à  l'Université,  Stephansplan,  7,  à  Strasbourg  (Alle- 

magne ). 
1912.     STECKER    (H. -F.),     professeur    de    Mathématiques,    à    Pensylvania    State    Collège}, 

Miles  St.  3o6  (Pensylvanie,  États-Unis). 
1912.     STEINIIAIS  (H.),  docteur  de   l'Université   de  Gottingen,  à  Jaslo  (Bynek)  (Autriche- 

Hongrie). 
1879.     STEPHAN0S,  professeur  à  l'Université,  rue  Solon,  20,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  ST0RHER,  professeur  à  l'Université,  Cort  Adelers  gade,  ta,  à  Christiania  (Norvège). 
1904.     SIDRIA,  directeur  de  l'École  préparatoire  à  l'Ecole  supérieure  d'électricité,  rue    de 

Staël,  26,  à  Paris  (if\"). 
1904.     SlXDMAiV,  maître  de  conférences   à  l'Université,    Fredrikagatan,    19,    à    Heleingfors 

(  Finlande  ). 
1872.     SYLOW,  professeur  à  l'Université,  Mnjorstuveien,  t6 III,  à  Christiania  [Norvège    S.  P 
1882.     TARRY  (G.),  membre  de  la  Société   Philomathique    de    Paris,   boulevard    de    Stras- 
bourg,  182,  au  Havre.  S.  P. 

1899.  THYBAUT,  professeur  au  lycée    Henri  IV,  boulevard   St-Germafn,   >-.  i  Parli 

1910.  TIMOCIIENKO,  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  11,  ■  Ki. m     Russl 
1912.     TOL'CIIARD,  ingénieur  des  Arts  et  Manufactures,  boulevard  Haussmann,  1  t,  à  Paria 

1910.  TRAYNARD,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 

1872.     TRESdA,   ingénieur   en    chef  des    ponts   et    chaussées  en  retraite,   rue  du  Gém 

Henrion-Berthier,  7,  a   Neuilly-sur  Seine  (Seine). 
189G.      TRESSE,  professeur  au   collège  Kollin,  rue    Mi/.on.  6,  I  Paris      1 

1907.     TRIPIER  (H.),  licencié  es  sciences,  me  Alphonse  de-Neuville, 

1911.  TIJRRIÈRE,  docteur  es  sciences,   professeur  au    lycée  de   Poitiers. 

1893.     VALLÉE-POUSSIN  ( Ch.-.l.  di  la),   membre  de  l'Académie   1 

Lettres   et   des   Beaux-Arts    de   Belgique,   profeaseur    1    l'Université,    me  de    l* 
Station,  i/jo,  à  Louvain  (Belgique). 
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190i.     VANDEURSN,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,  16,  à  Bruxelles. 

1905.      VAIV   VLEGK,    professeur    de    Mathématiques.    Un-iversity    oi"    Wisconsin,    à    Madisoil 
(Wisconsin,  États-Unis). 

1897.  VASSILAS-VI l'AMS    (J),    professeur    à    l'Ecole    militaire    supérieure,  rue    Epicur 

à  Athènes  (  Grèce  ). 

1898.  VASS1LIEF,  membre  du  Conseil  d'État,  Vassili  Ostrow  ligne  12,  m.  19,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie  ). 
1909.     VEIL  (  M"°  S),  licenciée  es  sciences,  boulevard  de  Strasbourg,  55,  à  Paris  (  io"). 
1901.     VESSIOT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   boulevard  Raspail,  2^4,  à  Paris  (t4*). 
1911.     VILLAT,  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Montpellier. 
1888.      YOliiEHIlA  (  Vito),  professeur  à  l'Université,  via  in  Lucina,  17,  à  Rome. 
1900.      YUIBEItT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5e). 

1880.  WAI.CKEXAEU,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  St-Germain,  218,  à  Pari» (7*). 
1879.      WElLIi,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  45,  à  Paris  (8e). 
1906.     W1LS0N  (K.-B.),    professeur    à    l'Institut  de  technologie,   à   Boston   (Massachusetts, 

États-Unis). 

1911.  WINTER,  avenue  d'Iéna,  66,  à  Paris  (16e). 

1909.     WOODS  (F. -S.  ),  professeur   à    l'Institut  de    Technologie,    à  Boston    (Massachusetts, 

États-Unis). 
1878.     W  011  AI  S  DE  IIOAIILLY,  inspecteur  général  des  mines,  en  retraite,  quai  de  Passy,  i£, 

à  Paris  (168). 

1912.  Ï0UNG    (W.-H.),  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres,  professeur  à  PUniversité 

de  Liverpool,  à  la  Nonette  de  la  Forêt,  Genève  (Suisse). 
1882.     ZAB0UDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie   d'Artillerie 

Znamenskaïa,  22,  à  Saint-Pétersbourg  (  Russie) . 
1890.     ZAIIEMBA,  professeur  à  la  Faculté  de  Philosophie  de  l'Université,  rue  Sw.  Aimy,  12, 

à  Cracovie  (Autriche). 
1903.     ZEBY0S,  professeur  agrégé  à  l'Université,  rue  Acharnon,  4i>  à  Athènes  (Grèce). 

1881.  ZEUTIIEM,   professeur  à  l'Université,  Forchhammers  Vej.   12,    à  Copenhague  (  Dane- 

mark). 
1898.     ZIWET,    professeur    de    Mathématiques    à    l'Université    de    Michigan,    South    Inp.alll 

street,  644,  a  A,nn  Arbor  (Michigan,  Etats-Unis). 
1911.     Z0ARD  DE  GÉ0CZE,  professeur  à  l'Université,  V.  Ker  foréal,  à  Budapest  (Hongrie). 
1909.     Z0RETTI,  professeur  de  Mécanique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 

Membres  décédés  en  1912  :  MM.  COMBEBIAC,  IIABICII,  LÉYY  (L.),  P01NCARÉ,  B011ABT,  T01CIIE. 
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Allemagne. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SEANCE  DU  23  OCTOBRE  1912 


PRESIDENCK    DE    M.    ANDOYER. 


M.  le  Président  prononce  quelques  paroles  au  sujet  de  la  mort  de 
M.  H.  Poincaré  et  de  celle  de  M.  L.  Lévy  et  associe  la  Société  mathé- 
matique au  deuil  de  leurs  familles. 

Sur  sa  proposition,  la  séance  est  levée  en  signe  de  deuil. 


SÉANCE  DU  13  NOVEMBRE  1912. 

PRÉSIDENCE    DE    M.  (AUTAN. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la   Société,   M.  W.-H.  Ybung, 
présenté  par  MM.  E.  Picard  et  II.  Lebesgue. 

Communication  : 

M.  Bioclie  :  Sur  l'aire  latérale  du  cane  de  révolution  tronqué. 
L'auteur  établit  la  formule 

S  ^  -«  -SA     /-r-r — -T-7-;     •      I     .^^ 
S   =  7T l/>A.>\     Ml)  -     \^  \    . 

■).  ■' 

dans  laquelle  2 désigne  Taire  latérale,  S  te  somme!  du  cône,    \  ei   \' 
les  extrémités  du  grand  axe  de  l'ellipse  de  section. 


-  16  - 


SÉANCE   DU  27   NOVEMBRE   1912. 

PRÉSIDENCE   DK   M.    ANDOÏER. 

Kl  ce  lion  : 

Fst  élu,  à  L'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  J.  Touchard,  pré- 
senté par  MM.  Appell  et  d'Ocagne. 

Communications  : 

M.  P.  Fatou  :  Sur  la  convergence  absolue  des  séries  trigonomé- 
triques. 

L'auteur  avait  montré  dans  sa  Thèse  (Acta  math.,  t.  XXX, 
p.  398)    l'intérêt    que    présente    l'étude    des    points    de   convergence 

absolue  des  séries  trigonométriques  et  avait  établi  qu'une  série    yt  À,t 

n  =  i 

où  A„  =  an  cos  nx  -+-  bn  sin  nx  ne  peut  être  absolument  convergente 
pour   les   points   d'un  intervalle,   si   petit   soit-il,   sans    que    la    série 

WrtJ+i'    converge.    Récemment    M.    Denjoy    et    M.   Lusin    sont 

revenus  sur  ce  sujet  dans  les  Comptes  rendus  et  ont  montré  que  la 

série  2,  \Zan  +  °n  est  nécessairement  convergente  si  l'ensemble  des 

points  de  convergence  absolue  a  une  mesure  non  nulle.  M.  Fatou 
établit  d'abord  ce  théorème  en  ne  s'appuyant  que  sur  les  principes 
fondamentaux  de  la  théorie  de  la  mesure.  Il  remarque  ensuite,  à 
[aide  de  la  transformation  très  simple 

A«(#o-+-  h)  -h  A„(.r0 —  h)  —  2  A„(^0)  cos  nh, 

que,  si  x0  est  un  point  de  convergence  absolue,  les  points  de  conver- 
gence absolue,  de  convergence  ordinaire,  de  divergence,  de  soni- 
mabilité;  les  arcs  de  convergence  uniforme  sont  deux  à  deux  symé- 
triques par  rapport  à  x0.  Donc,  si  les  points  de  convergence  absolue 
sont  en  nombre  fini,  ce  sont  les  sommets  d'un  polygone  régulier  inscrit 
dans  le  cercle  de  rayon  un;  s'ils  sont  en  nombre  infini,  leur  ensemble 
est  partout  dense  sur  la  circonférence.  Une  dernière  remarque,  sus- 
ceptible d'applications  diverses,  permet  de  retrouver  ce  résultat  de 
M.  Lusin  que,  dans  l'hypothèse  de  l'existence  d'une  infinité  de  points 
de  convergence  absolue,  la  mesure  de  l'ensemble  des  points  de  conver- 
gence est  égale  à  o  ou  à  271. 
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M.  H.  Lebesgue  :  Sur  des  cas  d'impossibilité  du  problème  de Diri- 

chlet  ordinaire. 

Soit  un  domaine  D  et  une  fonction  /  continue  sur  la  frontière  FcleD, 
le  problème  de  Dirichlet  ordinaire  consiste  à  trouver  une  fonction 
harmonique  V  continue  dans  D  et  sur  F  et  se  réduisant  sur  F  à  la 
fonction  /  donnée.  Lorsque  la  fonction  V  existe  quelle  que  soit  la 
fonction  continue  /on  dit  que  le  problème  de  Dirichlet  e-t  possible 
pour  le  domaine  D. 

L'auteur  rappelle  qu'il  a  démontré  dans  les  Rendiconti  de  Palerme 
que  le  problème  de  Diriclilet  est  possible  pour  tous  les  domaines  plans 
qui  sont  des  ensembles  ouverts  bornés  et  tels  que  tout  point  de  leur 
frontière  appartienne  à  un  continu  frontière.  De  sorte,  par  exemple, 
que  tous  les  domaines  limités  par  un  nombre  fini  de  courbes  ordinaires 
rentrent  dans  cette  catégorie.  Le  cas  de  l'espace  conduit  à  des  résul- 
tats tout  différents;  il  existe  dans  l'espace  des  domaines  simplement 
connexes  limités  par  des  surfaces  de  révolution  dont  la  méridienne  est 
une  courbe  analytique  présentant  un  seul  point  singulier  et  pour 
lesquelles  le  problème  de  Dirichlet  est  impossible. 

Considérons  un  segment  OA  porteur  d'une  masse  attirante  dont  la 
densité,  en  chaque  point  P,  est  égale  à  la  distance  OP.  Les  surfaces 
équipotentielles  V  =  a  sont  des  surfaces  de  révolution  entourant  le 
segment  attirant;  pour  a^i  elles  passent  par  le  point  O.  en  lequel 
V  =  i .  Soit  D  le  domaine  limité  par  les  deux  surfaces  équipotentielles 

V=  2,  V=  -\  si  l'on  essaie  de  résoudre  leproblème  de  Dirichlet  pour 

ce  domaine  avec,  comme  fonction  continue  f  sur  sa  frontière,  une 
fonction  égale  au  potentiel,  sauf  en  O  où  l'on  prendra  f  -..:  a  pour  la 
continuité,  on  voit  facilement  que,  si  ce  problème  avait  une  solu- 
tion, ce  serait  la  fonction  potentielle  dont  on  e>t  parti,  laquelle  D6 
satisfait  pas  en  O  aux  conditions  de  continuité  du  problème. 

Le  problème  de  Dirichlet  est  doue  impossible  pour  ce  domaine  D, 
En  modifiant  légèrement  l'exemple  indiqué  on  arriverait  à  un 
domaine  simplement  connexe  de  la  nature  indiquée  ci-dessus. 

M.  P.  Montel  :  Sur  quelques  généralisations  nom-ci  1rs  1rs  i< 
rentes  de  AI.  Picard. 

Dans  un  travail  récent(1),  l'auteur  a  étudié  systématiquement  les 


(')  Sur  les  familles    de  fonctions  analytique*  qui  admeti 
domaine  des  valeurs  exceptionnelles  (  [anales  de  l'École  normal 

S.  M.  —  Comptes  rendus. 
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familles  de  fonctions  holomoTphes  dans  un  domaine  D  où  elles  ne 
prennent  ni  la  valeur  zéro,  ni  la  valeur  un,  ou  bien  ne  prennent  qu'un 
nombre  Uni  de  fois  ees  valeurs.  Il  en  a  déduit  des  démonstrations  et 
des  extensions  nouvelles  des  propositions  classiques  de  MM.  Picard, 
Landau,  Schottky. 

Il  s'occupe  maintenant  des  familles  de  fonctions  méromorphes 
dans  un  domaine  D.  Soient  m,  n,  p  des  entiers  dont  la  somme  des 
inverses  est  inférieure  à  l'unité  et  considérons  les  équations 

(a)  /(»)  =  o        /(*)  =  !         /(*)  =  •• 

Les  racines  tie  la  première  équation,  dont  Tordre  de  multiplicité  est 
divisible  par  m,  seront  appelées  régulières  et  les  autres  seront  dites 
irrégulières.  Les  mêmes  dénominations  s'appliquent  aux  autres  équa- 
tions en  remplaçant  m  par  n  ou  par/?.  En  substituant  une  fonction 
de  Sclnvarz  à  la  fonction  modulaire  qui  joue,  dans  ces  questions,  un 
rôle  fondamental,  on  démontre,  avec  MM.  Carathéodory  et  Landau  ('), 
que  la  famille  des  fonctions  f(x)  méromorphes  dans  un  domaine  D 
où  toutes  les  racines  des  équations  (a)  sont  régulières,  forment  une 
famille  normale,  c'est-à-dire  que  toute  suite  infinie  de  fonctions  de 
la  famille  admet  au  moins  une  fonction  limite  méromorphe  qui  peut 
èlre  une  constante  finie  ou  infinie.  On  est  alors  conduit  aux  proposi- 
tions suivantes  : 

I.  Si  f  (x)  est  méromorphe  clans  tout  le  plan,  Vune  au  moins  des 
équations  (ex.)  admet  une  racine  irrégulière. 

II.  Si 

ao  "+"  a\  x  "+"  •  •  •         (fli^o) 

est  le  développement  taylorien  d'une  fonction  f{x)  autour  de 
l'origine,  il  existe  un  nombre  R  dépendant  de  a0  et  a{  seulement, 
tel  que,  dans  tout  cercle  de  centre  origine  et  de  rayon  plus  grand 
que  R,  une  des  équations  (a)  ait  une  racine  irrégulière,  ou  la 
fonction  f  (x)  un  point  singulier  essentiel. 

III.  Dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel  isolé  d'une 
fonction  f(x),  l'une  au  moins  des  équations  (a)  admet  une  infinité 
de  racines  ir régulières. 

Dans  le  cas  où  mz=.n  =  ^0=00,  on  retrouve  des  propositions  clas- 
siques. 

(')   Beitrûge  zur  Konvergenz  von  Funktionenfolgen  { Sitzungiberichte  dêr 

Akad.  <t.   Wissensc/iajten,  n)ii.  |>.  6o5)t 
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M.  Bioche  :  Sur  les  courbes  de  largeur  constante. 

L'auteur  présente  le  tracé  de  la  courbe  enveloppe  de  la  droite 
x  cos  a-+-ysina  —  (N  -H  cos  '\  a  )  =  o. 

Cet  le  courbe  est  convexe,  chaque  normale  est  orthogonale  à  la  courbe 
aux.  deux  points  où  elle  la  coupe  et  la  distance  de  ces  points  e*>t  16. 
La  longueur  de  la  courbe  est  167:.  Euler  avait  signalé  dans  un 
Mémoire  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg,  daté  fie  1778,  des 
courbes  de  cette  espèce  possédant  des  propriétés  qu'on  aurait  pu 
croire  caractéristiques  du  cercle. 


SÉANCE    DU    11    DÉCEMBRE    1912. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    ANDOYER. 

Communication  : 

M.  Halphen  :  Sur  un  problème  d ' en umé ration. 


SÉANCE    DU    18    DÉCEMBRE    1912 

PRÉSIDENCE    DE    M.    ANDOYER. 


Élection 


Est  élu  à  l'unanimité  M.  Tage  Berger,  présente  par  MM.  von  K 
et  Emile  Borel. 

Commit nications  : 

M.  E.  Cahen  :  Sur  un  théorème  généralisation  des  lots  de  récipro- 
cité. 

M.  Kellogg:  Sur  V indépendance  linéaire  des  fonctions  de plusieu rs 
variables. 

Il  semble  qu'on  n'ait  pas  encore  précisé  les  condition»  pour  l'indé- 
pendance linéaire  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  au   moins 
les  conditions  différentielles.  Les  conditions  de  Grain  permettent  de 
décider  la  question  moyennant  des  intégrales  définies,  mais  il  n'i  p 
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utile  de  donner  des  conditions  analogues  à  celles  qui,  pour  le  cas  d'une 
variable  indépendante,  se  rattachent  aux.  déterminants  de  Wronski. 

Pour  plus  de  simplicité  dans  l'écriture,  je, me  borne  à  des  fonctions 
de  deux  variables.  Les  résultais  sont  généraux. 

Soient /',(./•,)),  y.,(.r,  y),  . ..,  fn(x,  y)  des  fonctions  d'une  seule 
détermination  en  chaque  point  d'un  domaine  D.  Nous  admettons  que 
ce  domaine  est  tel  qu'on  puisse  passer  de  chacun  de  ses  points  à  chaque 
autre  par  des  chemins  continus  qui  contiennent  seulement  des  points 
intérieurs  à  D. 

Appelons  M„(/,,/2,  ...,/„)  la  matrice 


f    àfi  àfi  <Pfx 

Ju  dx  dy  dx* 

àfc  dfa  d*f 

dx  dy  àx2 


f     àfn  dfn  d*fn 

Jni  dx    dy    dx* 


à*-*ft     dn-ifi 


dx'1-*    dx"~'2dy 

d»-if2     d"-lf2 
àx"-*    dx"~2dy 

dx"-*    dx"--  dy 


dy"-1 

d»-lf2 
dy"-! 

dy'1-1 


Cette  matrice  contient  toutes  les  dérivées  de  f\if^>»^fn  des 
ordres  i,  2,  ...,  n  —  1. 

Pour  les  fonctions  analytiques  en  chaque  point  de  D,  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  une  relation  linéaire  avec  des 
coefficients  constants  non  tous  nuls  entre  flt  /2,  ...,  fn  est  que  le 
rang  de  \\n(f^f2,  ...,/„)  soit  constamment  moindre  que  n. 

Le  rang  de  Mn  est  évidemment  fonction  de  x  et  y.  Si  nous  appelons 
le  maximum  de  cette  fonction  dans  D  le  rang  de  M„  en  D,  nous 
pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  r  est  le  rang  de  Mn  en  D,  toutes  les  n  fonctions  sont  en  D  des 
combinaisons  linéaires  avec  coefficients  constants  de  r  de  ces  fonc- 
tions, mais  non  pas  d'un  nombre  moindre  de  ces  fonctions. 

Pour  les  fonctions  non  analytiques,  nous  devons  supposer  l'exis- 
tence des  dérivées  qui  se  trouvent  dans  M„.  Nous  admettons  de  plus 
que  ces  dérivées  sont  finies  et  indépendantes  de  l'ordre  de  difFéren- 
tiation. 

Si  le  rang  de  Mn  (/n  /2>  •••>  fn)  en  D  est  n  —  l  •>  tandis  qu'à  chaque 
point  de  I)  le  rang  de  M„_t  (/*,,  f2)  •••,  f  n  1  )  est  aussi  //  —  1  ,  il  existe 
une  relation  linéaire  avec  coefficients  constants  entre  les  /",  et  le  coef- 
ficient de  fn  sera  différent  de  zéro. 
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Remarques  : 

i°  Il  ne  semble  pas  nécessaire  d'insister  sur  le  fait  que  les  condi- 
tions du  déterminant  de  Wronski  formé  avec  les  dérivées  par 
rapport  à  x  et  le  déterminant  formé  avec  les  dérivées  par  rapport  a  y 
soient  nuls  ne  sont  pas  suffisantes  pour  une  relation  linéaire  entre  les 
/avec  des  coefficients  constants.  Les  fonctions  [x  —  i),  (v  — 
(xy  —  i)  le  montrent. 

2°  Pasch  (Journal  filr  reine  u.  angewandle  Math.)  examine  des 
déterminants 

/,  s/, ...,  *■-«/, 

A  ¥2  -..,    S"-1/* 
/«  â/„  . . . ,     8"-i/„ 


ou 


comme  extensions  des  déterminants  de  Wronski.  Mais,  il  n'est  pas 
suffisant  que  ce  déterminant  soit  nul  pour  qu'il  existe  une  relation 
linéaire,  comme  le  montrent  les  trois  fonctions  x,  y.  1. 


SÉANCE    DU    8    JANVIER    1  9 1  ;{ 


PRESIDENCE    DE    M.     INDOTER. 


La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renouvelle- 
ment du  Bureau  et  d'une  partie  du  (Ion-cil  ;  elle  entend  le  Rapport  de 
la  Commission  des  comptes  et  en  approuve  les  conclusions  à  1  una- 
nimité. 

élections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société,  M. Kornt  présenté  pai 

MM.  Picard  et  Mon  tel,  et  M.  Malaise,  présenté  par  MM.   Laisanl 
Neuherg. 

Communications  : 

M.  Sire  :  Sur  la  puissance  de  l'ensemble  des  points 
transcendants  des  fonctions  inverses  des  fonctions  enti  ■   r, 


—  °22  — 
La  fonction  entière  li  (y)  — c  4-  iyg(y2)i  ou 


0")  =  2 


r- 


V        0 


K-f-Mr(i4-va) 


(<T>0) 


et  où  c  est  un  nombre  positif  supérieur  à   [3 


S  — 

71 

L  'i 

f 

-:) 

con- 


verge uniformément  vers  le  nombre  positif  c  -f-  (3  lorsque  y  s'éloigne 
à  l'infini  en  restant  à  l'intérieur  de  l'un  des  deux  angles  : 


7C<J  S     .  n   .  7T<J  £ 

4         2  4         '-* 


71  + 


7 


-  S  6  S  2  7T  - 


4 


(e  nombre  positif  arbitraire), 


tandis  qu'elle  converge  uniformément  vers  le  nombre  positif  c —  (3 
lorsque  y  s'éloigne  à  l'infini  en  restant  à  l'intérieur  de  l'autre  angle. 
Soient  C  le  cercle  concentrique  à  l'origine  O  et  de  rayon  i ,  C,  la  demi- 
circonférence  de  ce  cercle  située  au-dessus  de  l'axe  des  quantités 
réelles.  Divisons  cette  demi-circonfcrence  G,  en  trois  parties  égales  et 
excluons  tous  les  points  intérieurs  au  sens  étroit  à  l'arc  médian,  de 
même  que  tous  les  points  intérieurs  au  sens  étroit  à  l'arc  de  la  circon- 
férence G  diamétralement  opposé  au  précédent.  Opérons  de  môme 
pour  chacun  des  arcs  restants  de  G  et  continuons  ainsi  indéfiniment. 
Nous  désignerons  par  E  l'ensemble  des  points  restants  de  la  circonfé- 
rence, les  extrémités  de  Ci  étant  supposées  également  enlevées.  Le 
nombre  des  arcs  de  la  demi-circonférence  G]  enlevés  pendant  la  /ilème 
opération  est  égal  à  X(/i)  =  2"— ',  nous  désignerons  par  <jn  leur  lon- 
gueur commune  et  par  6nj  l'angle  que  fait  la  demi-droite  joignant  le 
point  O  au  milieu  de  l'un  de  ces  arcs  avec  Taxe  des  quantités  réelles 
et  positives.  Posons 


AU) 


Mr)  =  y^ifnJ(y) 


oiifnj(y)  est  la  fonction  qui  se  déduit  de  la  fonction  A( y)  considérée 
plus  haut,  en  remplaçant  rj  par  cr„,  y  par  ye'^'1*',  et  c  par  le  nombre 
cnj  convenablement  choisi,  et  désignons  par  yj„  le  maximum  de/„  (/) 
dans  la  région  du  plan  dont  tous  les  points  sont  extérieurs  au  sens 
large  aux  angles  ayant  l'origine  O  pour  sommet  et  interceptant  entre 
leurs  côtés  les  arcs  de  la  circonférence  G  exclus  à  la  niime  opération. 
Si    nous  déterminons  la  suite  des  nombres  positifs  9(1),  9(2),  ..., 
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cp(rc),  ...  de  telle  façon  que/(  y)  =  Vyj  -oit  une  fonction  enti 

71=1 

00 

et  que  ^     /7Ï    soit  une  série  convergente,  la  fonction  /(y  )  convergera 

n  =  l 

vers  l'infini  lorsque  y  s'éloignera  à  l'infini  en  suivant  un  rayon  OM 
joignant  l'origine  au  milieu  d'un  des  arcs  de  In  circonférence  I  exclus 
et  elle  convergera  vers  un  nombre  positif  /jl  lorsque  y  convergera  vers 
l'infini  en  suivant  une  demi-droite  OL  joignant  L'origine  à  un  point 
quelconque  de  E.  A  deux  rayons  OL  distincts  correspondront  d 
nombres  /jl  distincts,  l'ensemble  des  limites  ij.  aura  donc  la  puissance 
du  continu.  Il  en  résulte  que  Yensemble  des  points  singuliers  trans- 
cendants de  la  fonction  inverse  de  cette  fontion  f\  y)  n  la  puissance 
du  continu. 

M.  Àndoyer  :  Sur  un  changement  de  variables. 

Si  dans  le  mouvement  elliptique  d'une  planète,  on  désigne  par  s.  //, 
M  l'excentricité,  l'anomalie  excentrique  et  l'anomalie  moyenne;  puis 
que  Ton  pose 

\.  —  _  fii'M  v.  —  _  (>in 

hi         2        '  YX  ~    %         ' 

Xs=  -e-'M,        yi=     e-tu 

9.  1 

en  nommante  la  base  des  logarithmes  népériens  et  /l'imaginaire  \  — i; 

ces  variables  seront  liées  entre  elles  par  les  relations 

Pour  ~kx  =  A2  =  o,  y{  et  >'.2  se  réduisent  à  zéro;  de  plus,  le  détermi- 
nant fonctionnel  de  Xj  et  >.,  par  rapport  à  v,  et  yx  n'est  .mire  que 

Far  suite,  yu  et /2  sont  des  fou  et  ion»  holomorphes  île  À,  et  >  .  lorsque 
ces  variables  sont  de  modules  suffisamment   petits.   II  s'agit  de  déter- 
miner les  rayons  des  cercles  de  convergence  associés  pour  les  dè\  el 
pements  de  Vf  et  rs  en  séries  doubles  procédant  suivant  les  puissai 
de  X,  et  Xj. 

La  question  est  facile  à  résoudre  si  l'on  admet  que  la  conv< 
a  lieu  tant  que,  pour  des  valeurs  quelconques  xy  et   r    prises  1  ! 
rieur  de  deux  cercles  de  rayons  p,  et  p  .  I<%  déterminant  fonctionnel 
i—yx  —  y^  ne  s'annule  pas;  et  l'on  retrouve  ainsi  très  aisément,  en 
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les  complotant,  les  résultats  classiques  sur  la  convergence  des  séries 
du  mouvement  elliptique  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de 
l'excentricité. 

Mais  le  vrai  problème  est  de  savoir  si  l'hypothèse  admise  est  exacte  ; 
si  cette  généralisation  des  théorèmes  bien  connus  relatifs  aux  fonctions 
d'une  seule  variable  est  légitime.  M.  Andoyer  pose  la  question  et 
serait  heureux  qu'on  levât  ses  scrupules  à  ce  sujet. 


RAPPORT  DE  LA  COMMISSION  DES  COMPTES 

(MM.  G.  Fourkt.  G.  Humbert;  Gh.  Bioche,  rapporteur.) 


Messieurs  et  chers  Collègues, 

Conformément  à  l'article  16  de  nos  Statuts  et  aux  articles  33  et  3k 
de  notre  Règlement  administratif,  j'ai  l'honneur  de  vous  présenter  le 
résultat  de  l'examen  auquel  a  procédé  la  Commission  chargée,  par 
votre  Conseil  d'administration,  de  vous  faire  un  rapport  sur  la 
gestion  de  notre  trésorier  et  sur  la  situation  morale  et  financière  de 
notre  Société. 

Les  comptes  de  l'exercice  clos  s'étendant  du  ier  novembre  191 1  au 
3i  octobre  191 2,  s'établissent  comme  il  suit  : 

États  des  recettes  et  des  dépenses  courantes. 

fr 

En  caisse  au  Ier  novembre   191 1 io5i ,  19 

Recettes. 

Cotisations 4°85 }°° 

Abonnements  au  Bulletin,    vente  de    Volumes   et 

Tables \\\\  ,95 

Subvention  du  Ministère 1000,00 

Intérêts  et  revenus 1  494  i?° 

Total  de  l'actif 907a ,  \  \ 


p—w" 
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Dépenses . 

Bulletin    (t.  XL)    :    composition,    impression,    hro-  fr 

chage,  expédition -,,,,,- 

Tirages  à  part j,. , 

Traitement  de  l'agent,  gratifications {90,00 

Frais  de  bureau,  frais  de  poste,  divers 3i6 

Total  des  dépenses 7 1  i 5  5  i s 

Excédent   de  l'actif  au  3i  octobre  191?. 1936,86 

Total  comme  ci-dessus. ......... 

Portefeuille  disponible. 

Il  y  avait   au  3i  octobre  191 1,    à    titre    de    réserve 

disponible,  498fr  de  rente    3   pour  100  sur  l'État,  fr 

ayant  coûté i63i 

Excédent  d'actif  disponible  en  espèces. 1936,86 


Réserve  inaliénable  (art.  13  des  Statuts). 

La  réserve  inaliénable  se  composait,  au  i'1  novembre  i<»i  1.  de  : 

i°  En  portefeuille,   886fr   de   rente  3  pour   100  sur 
l'Etat    et   3    obligations    des  chemins  de   fer    de  rr 

l'Ouest  à  3  pour  100,  ayant  coûté  ensemble .....      »  [9  r .  [6 

20  En  espèces 35o,  33 

Dans  le  cours   de  l'exercice  1911-19^12  il  ;i  été  en- 
caissé pour  droits  d'entrée  de  nouveaux  membres,  0 
ou  versements  sur  une  cotisation  perpétuelle...          110,00 

ce    qui    constituait,  au   3i     octobre    1912,    un    total 

en  espèces  de. 56o 

A.  titre  de  renseignement,  je  mentionnerai  l'achat,  -m-  l'excédent 
d'actif  disponible,  de  deux  obligations  des  Chemins  de  fer  du  Sud, 
achat  effectué  postérieurement  au  i^novembre  191  1  el  qui.  par  suite, 
ne  devait  pas  être  mentionné  dans  le  bilan  précédemment  établi. 

Dans  ce  bilan  j'ai  donne,  comme  on  Pavait  fait  dans  les  rapports 
antérieurs,  le  prix  d'achat  des  valeurs  appartenant  à  la  v 
matique  de  France;  par  suite  de  la  dépréciation  des  valeurs,  les  titres 
figurant  au  portefeuille  disponible  se  trouvent  représentei  un  capi 
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inférieur  au  prix  (Tachai,  Ce  prix  d'achat  se  montait  à  i63i3rr,oo,  et 
la  valeur  de  l'ensemble  de  nos  titres,  au  23  décembre  191 2,  n'était  que 
de  i4So7r,,,?.o.  Mais  heureusement  la  situation  financière  de  la 
Société  est  loin  de  nécessiter  une  vente  des  titres  actuellement  en 
portefeuille. 

En  effet,  les  dépenses  courantes  pour  l'exercice  1911-1912,  sont  un 
peu  inférieures  aux  recettes,  même  en  faisant  abstraction  du  reliquat 
en  espèces  existant  au  ior  novembre  1911.  Cela  tient  surtout,  d'une 
part  à  une  légère  diminution  du  prix  de  revient  du  Bulletin,  d'autre 
part  à  une  augmentation  de  la  subvention  donnée  par  le  Ministère  de 
l'Instruction  publique.  Celui-ci  ayant  supprimé  la  subvention  attri- 
buée à  la  Commission  du  Répertoire  bibliographique,  une  part  de 
cette  subvention  a  été  reportée  sur  la  subvention  à  la  Société  mathé- 
matique de  France,  qui  a  passé  ainsi  de  4oofr  à  iooofr. 

Nous  pouvons  donc  continuer,  sans  inconvénient  pour  nos  finances, 
à  distribuer,  comme  on  l'a  fait  l'an  dernier,  les  fascicules  mensuels 
donnant  l'indication  des  Communications  à  l'ordre  du  jour,  avec  un 
résumé  des  Communications  faites  dans  les  séances  antérieures  et  les 
différents  renseignements  qu'il  peut  être  utile  de  porter  à  la  connais- 
sance des  membres  de  la  Société.  Ces  fascicules  semblent  d'ailleurs 
intéresser  beaucoup  de  nos  collègues,  et  être  utiles  pour  la  propa- 
gande. 

Le  recouvrement  des  cotisations  s'est  effectué  de  façon  assez  salis- 
sante ;  le  total  des   cotisations  perçues  qui  avait  un   peu  fléchi  l'an 
dernier,  est  remonté  au-dessus  de  ce  qu'il  était  en   1910.  Il  y  avait, 
en  1910,  4oo5fr  de  cotisations,  en  1911,  39i8fr,5o,  et    il    y    a    /4o85f 
en   1912. 

Notre  trésorier,  M.  Servant,  vous  prie  de  vouloir  bien  l'autoriser  à 
remettre  une  gratification  de  ioofr  à  la  personne  qui  a  été  chargée  par 
lui  de  mettre  en  ordre  la  comptabilité. 

Nous  vous  prions  de  voter  des  remercîments  à  notre  trésorier, 
ainsi  qu'aux  secrétaires  MM.  Cartan  et  Mon  tel  qui  donnent  leurs 
soins  à  l'administration  de  la  Société  et  à  la  publication  du  Bulletin, 
et  d'approuver,  avec  les  comptes  qui  vous  sont  présentés,  les  conclu- 
sions du  présent  rapport. 

C11.  Biociie. 
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SÉANCE    DU    22    JANVIER     1913, 

PRÉSIDENCE    DE    If.    F.    C0SSERAT. 

Élections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  M.  Bouli«rand,  pré- 
senté par  MM.  Borel  et  Montel,  et  M.  Delville,  présenté  par  MM .  Baire 
et  Montel. 

Communications  : 

M.  R.  Bricard  :  Sur  les  mouvements  plans  à  deux  paramètre» 
doublement  décomposables. 

Soient  A0  une  figure  fixe,  At  une  figure  de  grandeur  invariable  dont 
la  position  par  rapport  à  A0  dépend  d'un  paramétre.  \2  une  seconde 
figure  de  grandeur  invariable  dont  la  position  par  rapport  à  A,  dépend 
d'un  nouveau  paramétre  indépendant  du  premier.  Si  l'on  fait  varier 
les  deux  paramètres  de  toutes  les  manières  possibles,  A.»  se  trouve 
animée  par  rapport  à  A0  d'un  mouvement  à  deux  degrés  de  Liberté 
(ou  à  deux  paramètres),  d'une  nature  particulière,  et  que  j'appellerai 
avec  M.  Kœnigs  mouvement  dccomposable  (on  peut  de  même  définir 
des  mouvements  décomposables,  dont  le  degré  de  liberté  dépa 
le  second). 

M.  Kœnigs  m'a  signalé  qu'il  serait  intéressant  de  rechercher  s'il 
existe  des  mouvements  à  deux  paramètres  décomposables  de  plus 
d'une  manière,  c'est-à-dire  tels  que  la  figure  intermédiaire  A,,  dont 
il  est  question  plus  haut,  puisse  être  au  moins  d'une  manière  rem- 
placée par  une  autre,  le  mouvement  à  deux  paramètres  de  \  restant 
le  même. 

Le  problème  conduit  à  une  équation  fonctionnelle  compliquée, 
même  dans  le  cas  des  mouvements  plans  auxquels  j'ai,  jusqu  ici, 
borné  mes  recherches  (voir  cependant,  plus  loin,  le  n  '»  J'ai  obtenu 
diverses  solutions,  parmi  lesquelles  je  citerai  les  suivantes  : 

1.  Soit  ABCD  un  parallélogramme.  Construisons  buil   roues  den 
tées  a,,  at1  (3,,  (32,  yu  ys,  àu  ô\,  ;  deux  roues  désignées  pai   la  même 
lettre  grecque  affectée  d'indices  différents  étant  solidaires  l'une  de 
l'autre  et  ayant  pour  centre  commun  le  sommel  du  parallélogramme 
désigné  par  la  lettre  latine  correspondante,  Les  roues  %\  et 

et  Vf,  y,  et  <52,  o,  et  oc2  engrènent  en  des  points  qui  app. m  tiennent  n.itti- 
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Tellement  aux  rôles  du  parallélogramme  et  qu'il  faut  supposer  <>n 
ligne  droite. 

Gela  posé,  si  le  parallélogramme  AIH1I),  dont  les  côtés  ont  des 
longueurs  invariables,  est  susceptible  de  déformation,  on  constate  que 
le  mécanisme  que  je  viens  de  définir  possède  une  liberté  du  second 
degré.  Autrement  dit,  les  angles  du  parallélogramme  et  l'orientation 
de  Tune  des  roues  par  rapport  à  l'un  des  côtés  qui  se  coupent  en  son 
centre,  peuvent  varier  indépendamment.  Si  donc  on  fixe  le  système  A0 
des  roues  a,  et  a2,  la  figure  A2  constituée  par  le  système  des  roues 
yt  et  y2  se  trouve  posséder  un  mouvement  à  deux  paramètres  double- 
ment décomposable.  Le  rôle  de  la  figure  A,  peut  être  joué,  soit  parle 
système  (|3i,  (32),  soit  par  le  système  (ô,,  ô"2).  Dans  l'un  et  l'autre  cas, 
A,  est  animée  d'un  mouvement  épicycloïdal  par  rapport  à  A0,  et  A, 
est  animée  d'un  mouvement  épicycloïdal  par  rapport  à  A,. 

On  peut  donner  au  mouvement  à  deux  paramètres  que  je  viens  de 
définir  le  nom  de  mouvement  doublement  épicycloïdal.  A  la  condi- 
tion près  que  le  cercle,  base  du  second  des  mouvements  épicycloïdaux 
ordinaires  en  lesquels  il  se  décompose,  soit  concentrique  au  cercle 
roulant  du  premier  mouvement,  il  est  aussi  général  que  possible.  Le 
fait  qu'un  tel  mouvement  est  doublement  décomposable  est  à  rappro- 
cher du  théorème  bien  connu  sur  la  double  génération  des  épicy- 
cloïdes. 

2.  On  peut  constituer  un  mécanisme  analogue  au  précédent  et 
jouissant  des  mêmes  propriétés,  en  remplaçant  le  parallélogramme 
ABGD  par  un  contre-parallélogramme,  les  points  de  contact  des 
roues  dentées  étant  cette  fois  assujettis  à  se  trouver  sur  une  parallèle 
aux  diagonales  AC  et  BD  du  contre-parallélogramme.  Les  huit  roues 
sont  alors  égales  deux  à  deux.  Ce  mécanisme  peut  être  combiné  avec 
le  précédent  et  l'on  trouve  un  mouvement  doublement  épicycloïdal 
particulier  décomposable  de  quatre  manières  différentes. 

3.  On  peut  généraliser  les  mécanismes  qui  précèdent  en  rempla- 
çant les  roues  dentées  par  des  cames  en  spirale  logarithmique.  Pour 
l'indication  précise  de  la  construction,  je  renvoie  au  travail  plus  déve- 
loppé que  je  ferai  paraître  sur  le  sujet. 

k.  Considérons  enfin  deux  quadrilatères  articulés  ABCD  et 
\  B'C '!)',  les  sommets  désignés  par  une  même  lettre  accentuée  on 
non  étant  réunis  par  une  tige  rigide,  articulée  en  ces  deux  sommets. 
Le  mécanisme  ainsi  constitué  est,  en  général,  déformable  avec  un 
seul  paramètre.    Il   devient   déformable  avec  deux   paramètres  quand 
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tous  les  quadrilatères  de  la  figure  sont  des  parallélogrammes 
banal)  et,  ce  qui  est  plus  remarquable,  quand  ce  sont  tous  des  eontre- 
parallélogrammes.  On  voit  alors  qu'en  fixant  AI*.,  la  tige  CI)  pos- 
sède un  mouvement  à  deux  paramètres  décomposable  de  deui 
manières  différentes,  suivant  qu'on  prend  comme  figure  intermé- 
diaire A'B'  ou  bien  CD  (*). 

Il  est  intéressant  de  constater  que  ce  dernier  mécanisme  peut  être 
construit  sur  la  sphère,  ce  qui  conduit  à  un  mouvement  autour  d'un 
point  fixe,  à  deux  paramètres  et  doublement  décomposable. 

M.  Zoàrd  de  Gëocze:  Sur  l'exemple  d'une  surface  dont  l'aire  est 
égale  à  zéro  et  qui  remplit  un  cube. 

Les  variables  réelles    et  indépendantes    u    et    p   variant    entre   les 
limites    o    et    i ,  soient  <p(tt,  c),   'l(u,  r),   y(u,  r)  des  fonctions  uni- 
formes, bornées  et  continues  de  ces  variables.  En  désignant  par  ./■. 
des  coordonnées  rectangulaires, 

ar  =  <p(«,p),        y  =  <\,(u,v),        z  =  /(u,v) 

seront  donc  les  équations  d'une  surface  S. 

Nous  adoptons  pour  la  définition  de  l'aire  de  S  la  définition  donnée 
par  M.  Lebesgue  dans  sa  Thèse,  et  nous  allons  montrer  que  S  peut 
être  telle  que  son  aire  est  égale  à  zéro  et  qu'elle  remplit  un  cube. 

Nous  montrons  d'abord  que,  lorsque  les  /onctions  _.  _.  /  ne 
dépendent  que  de  p,  l'aire  de  S  est  égale  à  zéro. 

En  considérant  u  et  v  comme  des  coordonnées  rectangulaires,  par- 


tageons le  carré  F 


oSj  u^  l,  <>     c      i 


en  g~  carrés,  par  des  droites  parallèles  respectivement  à  l'axe  des  // 
et  à  l'axe  des  v.  Partagons  chacun  de  ces  deux  carrés  en  deux  trian- 
gles par  la  diagonale  qui  est  parallèle  à  la  droite 


u  -+-  V  =  o. 


Le  carré  I*  scia  donc  divisé  en  %gx  triangles.  Soient  A,  B,  C  les 
sommets  de  l'un  de  ces  triangles,  M  étant  un  point  de  P,  désignons 
par  M0  le  point  dont  les  coordonnées  sonl   égales 


(')  La  figure  constituée  par  ce  mécanisme  peu!  être  considérée  comn 
lion  de  l'hexaèdre  déformable,  ayant  pour  races  des  contrc-parall< 
a  fait  l'objet  d'un  article  paru  récemment  dans  les  Nouvi  lies  A 
matiques  (numéro  de  janvier  191   ■  p. 
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•}(//,»•),  '/("•  fï  respectivement,  //.  v  étant,  bien  entendu,  les  coor- 
données  de  M.  Construisons  le  triangle  rectilîgne  dont  les  sommets 
sont  A.0l  l>0,  C0.  La  réunion  des  >.--  triangles  A0B0C0  sera  une  sur- 
face polyédrale  ùkgt  On  prouve  facilement  que  (même  dans  le  cas  où 
9,  i}>,  y  dépendent  aussi  de  //)  AA,  est  une  surface 

x  =  o,r(u,  ri,         y=^(u,  c),  z  =  fa(u,  v) 

telle  que,  pour  g  =  go  ,  9,,,  <!,,,.,  y,r  tendent  uniformément  vers  9,  ^,  y 
respectivement. 

Mais,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  9,  ^,  y  ne  dépendent  que 
de  r,  chacun  des  2^  triangles  qui  forment  AA,  sera  une  distance  rec- 
tiligne  ou  un  point.  Car,  d'après  le  choix  des  A,  B,  C,  deux  de  ces 
points  ont  la  même  coordonnée  u,  et  ainsi,  au  moins  deux  des  points 
A0,  B0,  C0  coïncident. 

Ainsi,  l'aire  de  chacun  des  1  g2  triangles  qui  forment  A^  est  égale 
à  zéro,  donc  l'aire  de  A„  est  égale  à  zéro. 

Ainsi  l'aire  de  S,  qui  est  par  définition  la  plus  petite  limite  des 
aires  des  surfaces  polvédrales  qui  tendent  uniformément  vers  S,  est 
égale  à  zéro.  On  sait  qu'on  peut  trouver  des  fonctions  <p(f>),  ^0')>  y  (r) 
de  v,  qui  sont  uniformes,  bornées  et  continues  lorsque  v  varie  entre 
o  et  1  et  telles  que  la  ligne  courbe 

remplisse  un  cube  (courbe  de  M.  Peano). 

La  surface  St  qui  est  définie  par  les  équations 

a?  =  <p(i*,  t>)=.cp(p),       y  =t=  ty(u,  p)'  =  $(t>),        z  =  yju,v)  =  y^{v) 

est  donc  telle  que  son  aire  est  égale  à  zéro  et  qu'elle  remplit  un 
cube. 

L'exemple  est  assez  banal.  Mais  on  peut  en  tirer  plusieurs  consé- 
quences curieuses.  Je  ne  cite  qu'une  de  ces  conséquences.  En  consi- 
dérant que  S,  remplit  un  cube,  que  son  aire  est  égale  à  zéro  et  que 
l'aire  de  la  projection  orthogonale  d'une  surface  polyédrale  sur  un 
plan  est  au  plus  égale  à  l'aire  de  la  surface  polyédrale,  on  voit  que  : 

La  projection  orthogonale  d'une  surf  ace  sur  un  plan  quelconque 
peut  avoir  une  mesure  intérieure  et  plane  a  (dans  le  sens  de 
M.  Jordan)  positive,  tandis  que  la  projection  orthogonale  d'une 
surface  polyédrale  qui  tend  vers  la  surface,  sur  le  même  plan,  est 

plUS   petite    que    -• 
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Mais  il  convient  de  remarquer  que  la  surface  S,  étant,  comme  il  est 
facile  de  le  voir,  telle  qu'elle  n'est  pas  une  image  biunÎToque  de  1'. 
il  est  très  probable  que  ce  fait  curieux  ne  se  présente  pas  poui  use 
surface  qui  est  une  image  biunivoque  de  P. 

M.  Lebesgue:  Observations  sur  la  Communication  précédente. 

Le  fait,  d'énoncé  si  paradoxal,  signalé  par  M.  Zoàrd  de  Gëoczi 
cependant    d'accord    avec    l'intuition    la    plus    immédiate,     puisque 
M.  Zoàrd  de  Gëocze  prouve  en  somme  seulement  que  l'aire  d'une 
courbe  est  nulle,  quelque  compliquée  que  soit  cette  courbe.  Quant  à 
la  question  de  savoir  si  toute  surface  d'aire  nulle  est   en   réalité   une 
courbe,  pour  la  préciser  il  faudrait  pouvoir  dire  ce  que  c'est  qu'une 
vraie  surface  qui  n'est  pas  une  courbe.  Il  est  évident  que  toute  suri 
d'aire  nulle  définie  à  l'aide  de  deux  paramètres  //.  v  n'est  j>;i- 
sairement  susceptible  d'être  considérée  comme  une  courbe  définit 
l'aide  du  paramètre  vu  uA  et  vx  étant  deux  fonctions  de  //  et  v  telles 
que  les  courbes  w,  =  const.,  ^j=:const.  partagent  le  plan  de-  //.  ç  eu 
quadrilatères  curvilignes   comme   cela   arriverait  s'il    s'agissait    d'un 
changement    de    variables    analytique.     Mais    il    paraît    probable     i 
M.  Lebesgue  qu'on  doit  toujours  pouvoir  tracer  dans  le  plan  des  //.  c 
une  courte* c  ne  remplissant  pas  tout  le  domaine  o  considéré  du  plan 
des  u,  v,  ne  remplissant  même  aucun  domaine  partiel  pris  dans  d,    et 
telle  cependant  que  la  courbe  c  correspondante  tracée  sur  la   surfa 
d'aire  nulle  passe  par  tous  les  points  de  cette  surface. 

M.  Zoàrd  de  Gëocze  a  d'ailleurs  prouvé  antérieurement  qu'une 
surface  sans  points  multiples,  c'est-à-dire  une  surface  image  biuni- 
voque d'un  domaine  du  plan  des  //,  c,  a  une  aire  supérieure  a  téro. 

Quant  au  fait  signalé  par  M.  Zoàrd  de  Gëocze,  qu'une  surface  peut 
être  d'aire  nulle  sans  que  soit  nulle  la  mesure  superficielle  de  la  pro 
jection  de  ses  points  sur  le  plan  des  ./■»-,  il  découle  de  suite  des  défi- 
nitions et  se  présente  dès  la  considération  de-  aires  de-  surfaces  planes. 

Soit  D  un  domaine  plan  limité  par  une  courbe  fermée  sans  point 
multiple  G  ;  Taire  de  D,  considéré  comme  sui  face,  étant  par  définition 
la  plus  petite  limite  des  aires  de  surfaces  polyédrales  qui  tendent 
vers  D,  est  la  plus  petite  limite  des  aires  «les  polygones  du  plan  de  D 

dont  les  contours  tendent  vers  G;  c'est  Ce  qu'on  appelle  I  t<  - 

rieure,  au  sens  de  M.  Jordan,  du  domaine  D,  ou  la  mesure  du  domaine 
ouvert  I).   Mais  cette  étendue   intérieure  peut   être   inférieure  .1   la 
mesure  de  l'en  semble  des  points  du  domaine  fermé  D,  laquelle  mes 
est  Pétendue  extérieure,  au  sens  de  M.  Jordan,  de  ce  domaine    |  ' 
la  Thèse  de  M.  Lebesgue,  Chap.  1  ci  l\  ,) 
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Soient  A  et  1>  deux  points  de  G  qui  divisent  G  en  deux,  arcs  G,  et 
Gt.  Laissant  Gj  li\e,  Taisons  varier  Gj  de  façon  que  G2  tende  vers  (], 
en  diminuant  continuellement  l>.  A  la  limite  I)  se  réduira  à  G,,  mais 

pourra  toujours  rire  considéré  comme  une  surface;  son  aire,  l'étendue 
intérieure  de  l>,  sera  nulle  mais  L'ensemble  des  points  de  D  ou  de  G, 
a  une  mesure  superficielle  qui  n'est  pas  nécessairement  nulle  (Thèse, 
p.   17  en  note). 

Si  nous  avions  considéré  une  surface  S,  z  =  y(.r,  y),  dont  la  projec- 
tion sur  le  plan  des  xy  est  le  domaine  D,  quand  I)  se  réduit  à  Cl  la 
surface  S,  qui  se  réduit  elle  aussi  à  une  courbe,  a  alors  une  aire  nulle 
et  la  mesure  des  points  de  sa  projection  n'est  pas  nécessairement 
nulle;  mais  Maire  de  cette  projection  est  nulle.  La  surface  S,  de 
M.  Zoàrd  de  Gëocze  est  analogue  à  la  précédente  :  si  l'on  va  du 
point  o,  o  du  plan  des  uy  v  au  point  1,  1  suivant  deux  côtés  du  carré 
ou  les  deux  autres,  on  décrit  sur  St  deux  arcs  T,  et  T2  qui  constituent 
les  frontières  de  Sj  et  qui  sont  confondus;  leur  commune  projection 
est  une  courbe  y  à  laquelle  se  réduit  la  projection  de  S,.  Seulement, 
dans  le  cas  de  M.  Zoàrd  de  Gëocze,  cette  courbe  y  est  fort  compliquée, 
tandis  que  dans  ce  qui  précède  la  courbe  analogue  C,  avait  été 
choisie  sans  points  multiples. 

Nous  ne  nous  étonnerions  pas  dénoncés  de  la  nature  de  ceux  de 
M.  Zoàrd  de  Gëocze,  s'il  ne  nous  arrivait  pas  d'oublier  qu'une  courbe 
ou  une  surface  n'est  pas  définie  par  la  seule  connaissance  de  l'ensemble 
de  ses  points,  mais  qu'il  faut  de  plus  savoir  comment  ces  points  sont 
ordonnés.  Nous  ne  serions  pas  surpris  alors  qu'une  surface  passant 
par  tous  les  points  d'un  cube  ou  d'un  carré  puisse  avoir  une  aire  nulle 
ou  une  aire  aussi  petite  qu'on  le  veut,  quelle  que  soit  la  mesure 
superficielle  ou  volumétrique  de  l'ensemble  de  ses  points.  Fait  qu'on 
peut  expliquer,  un  peu  trop  succinctement  à  la  vérité,  en  disant  que, 
dans  l'évaluation  de  l'aire,  les  points  du  contour  n'interviennent  pas 
alors  qu'ils  interviennent  dans  l'estimation  de  la  mesure. 

Gomme  nous  ne  confondrions  jamais  l'aire  d'une  surface  portée  par 
un  plan  avec  la  mesure  superficielle  des  points  de  celte  surface,  du 
fait  que  l'aire  d'une  surface  est  toujours  au  moins  égale  à  l'aire  d'une 
quelconque  de  ses  surfaces  projections,  nous  ne  serions  pas  tentés  de 
conclure  que  l'aire  d'une  surface  ne  peut  être  moindre  que  la  mesure 
superficielle  de  l'ensemble  des  points  d'une  surface  projection. 

La  Note  de  M.  Zoàrd  de  Gëocze  met  bien  en  évidence  la  nécessité 
de  ces  distinctions. 
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SÉANCE     DU     12    FÉVRIER     1913 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COSSERAT. 


SÉANCE  DU  26  FÉVRIER   1913 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COSSERAT. 


Élections 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Podtiaguine, 
présenté  par  MM.  Appell  et  Borel,  et  M.  Giraud,  présenté  par 
MM.  Lebesgue  et  Picard. 

Communications  : 

M.  Giraud  :  Sur  une  classe  de  transcendantes  admettant  un 
théorème  de  multiplication. 

L'auteur  rappelle  les  résultats  obtenus  par  M.  Poincaré  (Journal 
de  Mathématiques,  4e  série,  t.  VI,    1890)   et    M.    Picard    [Comptes 

rendus,  4  juillet  1904)  dans  la  recherche  des  fonctions  /i,/2 

de  ult  uit  . .  .,  up  satisfaisant  à  des  relations  comme  : 

fi(axuu  a2u2,  .  .  .,  apup)  =  R/[/i(w,.  1/, up  >• 

/2(«i,  Mo,  ...,  up)j  ...,/„»(  uu  us,  ....  up)  |     (*=  i,a m), 

où  les  R/  sont  des  fonctions  rationnelles  données,  et  les  <i  des  cons- 
tantes de  module  supérieur  à  1  ;  on  dit  que/,,/; /',„   admettent 

un  théorème  de  multiplication;  on  a  des  exemples  «h1  telles  relations 
pour  les  fonctions  elliptiques  et  abéliennes.  Les  fonctions  obtenues 
sont  méromorphes  pour  toute  valeur  de  //,.  u.:.  ....  up,  dès  qu'elles  le 
sont  quand  ces  variables  sont  assez  petites.  Si  Pon  suppose  que 

//(<>■  0 0)  =  0 

quel  que  soit  1,  le  point  (o,  0 o)  esl  point  double  de  la  transi 

mation 

(G)  a?/=  R/(a?i,ars >  >      >Mm). 

Alors  a*,  a a,,  doivent  être  racines  de  l'équatio 1  1 

.  ,D  R 

en   égalant   à    o    le   déterminant    tonclionnel  pn 

l'origine  et  où  Ton  a  remplace  —  par  — -        s.  Sous  quelques  resti 
s.  M.  —  Comptes  rendus. 
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lions  peu  importantes,  on  a  alors  des  fonctions  y*,,  f2,  .  .  . , /,„  méro- 
morphes  dans  tout  le  plan.  Si  la  transformation  G  est  Irrationnelle, 
el  >i  l'on  prend />  =  /«,  les  relations 

//(//,,  w2.  . .  .,  um)  —  xi        (i  =  i,  2,  .  . .,  m) 

définissent  des  fonctions  iii  des  x,-  dont  le  domaine  d'existence  est 
constitué  par  les  points  {ûsit  .r2,  ...,  ocm)  dont  les  transformés 
par  G-oc  tendent  vers  o  quand  ex.  augmente  indéfiniment,  et  qui  sont 
uniformes  dans  ce  domaine. 

Ceci  rappelé,  on  peut  démontrer  que  ce  domaine  d'existence  ne 
comprend  certainement  pas  tous  les  points  de  l'espace.  Pour  cela  on 
établit  d'abord  que,  sauf  pour  certaines  courbes  exceptionnelles,  la 
transformée  d'une  courbe  algébrique  T  par  G~a  est,  quel  que  soit  a, 
une  courbe  algébrique,  et  non  un  point  ou  une  variété  à  plus  d'une 
dimension.  Si  p  est  un  nombre  tel  que  l'inégalité 


(0 


l^iP+lar,]*- 


*mH?1 


entraîne  l'inégalité  analogue  pour  le  transformé  de  (a7l;  x2f  .  ..,  xtn  ) 
G-1,  nous  pourrons  prendre  une  variété  algébrique  à  m —  i  dimen- 
sions, i,  dont  aucun  point  ne  satisfasse  à  cette  inégalité.  Alors,  la 
transformée  de  T  par  C_oc  ayant  au  moins  un  point  commun  avec  2, 
il  y  a  sur  T  uu  point  Ma  au  moins  tel  que  le  point  MaG-a  soit  extérieur 
au  domaine  (i).  Si  M  est  un  point  d'accumulation  des  Ma,  le 
transformé  de  M  par  C— a  sera,  quel  que  soit  a,  extérieur  à  (i)  :  M  ne 
fait  pas  partie  du  domaine  d'existence  des  fonctions  u,. 

Il  peut  arriver  toutefois  que  les  fonctions  u,  n'aient  pas  d'espace 
lacunaire,  mais  seulement  des  points  singuliers  limites  de  points 
réguliers.  M.  Poincaré  en  donne  un  exemple.  Le  cas  de  l'espace  lacu- 
naire est  aussi  possible,  comme  le  montre  la  transformation 

r  a x y  -h  b x  -+-  cy  a'xy  -h  b' x 


n  xy 


c  y 


b"x 


b"x 


a  xy  -+-  o  x  -+-  c  y  a  xy  -+-  a  x  -h  c  y 

où  Ton   donne  à    b,  c,  b',  c'   les   valeurs   b\  o,  o,  c"    (ou   des   valeurs 
voisines),  et  où  l'on  s'arrange  de  façon  que 

',-hb" 


b" 


O, 


i . 


Getle  transformation  admet  en  efl'et  les  points  doubles  limite  (i,o) 
et  (o,  i),  ou  des  points  voisins.  Si  I  est  une  inversion  transformant 
ces  deux  points  l'un  dans  l'autre,  G-1 1  et  IC-1  auront  ces  deux  points 
comme  points  limites  oscillants. 
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Enfin,  si  l'on  fait  tendre  xu  x^ vm  vers  -un  point  de  la  fron- 
tière du  domaine,  le  plus  petit  entier  a  tel  que  le  transformé  du 
point  mobile  soit  intérieur  à  (i)  augmente  indéfiniment:  on  en 
conclut  facilement  que  |  ux  |2 -h  |  u2\2~  . ..  -+-|  um  |-  augmente  indéfi- 
niment. (Ceci  suppose  que  le  point  frontière  n'est  point  d'indétermi- 
nation pour  aucune  transformation  Oa.  )  C'est  un  renseignement  sui 
le  comportement  des  ut  au  voisinage  des  points  singuliers  de 
fonctions. 

M.  R.  Garnier  :  Sur  la  rationalisation  des  coefficients  des  équa- 
tions différentielles  algébriques. 

Soit  y'"  =  R(yrj/,>/,  &)  une  équation  différentielle  algébrique  do 
troisième  ordre  dont  l'intégrale  générale  y  (x)  a  ses  points  critiques 
fixes;  la  fonction  R,  analytique  en  x,  est  rationnelle  en  y  .  y'  et 
algébrique  en  y. 

M.  Garnier  montre  qu'on  peut  toujours  trouver  une  irration- 
nelle z  (y  ;  x)  liée  à  y  par  une  relation  algébrique 

(')  /Cr,*;*)  =  o 

(dépendant  de  x  analytiquement),  et  cela  de  telle  sorte  que  la  fonc- 
tion s  (&)  définie  par  (r)  (où  Ton  a  remplacé^  par  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  proposée)  ait  aussi  ses  points  critiques  La 
démonstration  de  M.  R.  Garnier  s'appuie  sur  des  théorèmes  classiq 
de  M.  II.  Poincaré  relatifs  à  la  continuité  des  intégrales  d'une  équation 
différentielle  par  rapport  à   un   paramètre;   elle  s'étend  d'ailleurs 
des  équations  différentielles  d'ordre  quelconque  I  algébriques   en 
rationnelles  par  rapport  aux  dérivées  successives  de  | 

La  proposition  précédente  trouve  une  application  immédiate  dans 
le  problème  de  rémunération  des  équations  différentielles  algébriques 
dont  les  intégrales  ont  leurs  points  critiques  fixes. 

M.   Podtiaguine  :    Sur  la  convergence  de  certaines   in 

multiples. 

On  considère  l'intégrale 

dx\  dx  . . 


fi  -s. 


a     .  /,  Je      V 


Si  P(«t,*ai >  :)      {.r]  on  trouve  pow 
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convergence  de  l'intégrale  1  la  condition 

i         i  i 

--4-*  -K..H--  <a,.. 

c.  a       &  Y 

on  obtient,  pour  la  convergence  de  l'intégrale  1,  n  conditions 

X  i        i        i  ii 

À         a        p  x        À 

I   \  Xi  I  I  T 

«2—  ?-  )  —  >  -  -4-  â  -h... H ai, 

Aj/   x         a         p  x 


ot  i  i  il 

—    > h    «-    -+-...  H h   r- 

«i         a,         0,  x,         À! 


Enfin,  dans  le  cas  où 

P(a7,,  x2,  .  ..,#„)=  (ayj  +  a:? -f- .  . .+  a?Jt_i  ■+"  #*)*' 

X  (arJ'  +  a^-K  ..-Ha^t)a*(a^"+a?j[a-l-.  .  .-+-3^*)"», 

l'intégrale  1    converge,   si   ses  paramètres  satisfont  à  o(n  —  i)  con- 
ditions dont  les  extrêmes  sont 


Xi  X2        i  i  i 


a  «i        i         i  i 

at h  a2  —  < h^-4-...+  r a3. 

a2  a2        aj         pt  Ai 


SEANCE  DU    12   MARS    1 9 1 .'{ 


PRESIDENCE   DE    M.    COSSERAT. 


Communication  : 

M.  Barré  :  Sur  les  surfaces  engendrées  par  des  hélices  circulaires. 


SÉANCE   DU   19  MARS   1913. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    (OSSERAT. 

Communication  : 

M.  P.  Fatou  :  Sur  les  conditions  d'aplanétisme  pour  un  système 
optique  quelconque. 

Il  s'agit  de  démontrer  d'une  manière  élémentaire  les  extensions 
données  par  divers  auteurs  (H.  Bruns,  M.  ïhiesen)  de-la  condition 
d'aplanétisme  bien  connue  en  optique  géométrique  sous  le  nom  de 
condition  des  sinus  ou  condition  a" Abbe. 

Etant  donnés  deux  points  O  et  O'  qui  sont  l'image  l'un  de  l'autre 
sans  aberration  pour  des  faisceaux  d'ouverture  finie,  il  s'agit  de 
trouver  les  conditions  pour  que  les  points  d'un  élément  de  plan  - 
entourant  le  point  O,  aient  pour  images  les  points  d'un  élément  de 
plan  tJ  entourant  le  point  O',  aux  infiniment  petits  du   >c  ordre  pi 

On  suppose  simplement  le  système  optique  formé  de  milieux  iso- 
tropes, sans  faire  aucune  autre  hypothèse  sur  sa  structure. 

En  s'appuyant  sur  la  notion  de  chemin  optique,  c'est-à-dire 
somme  sur  le  principe  de  Fermât,  et  imitant  la  démonstration  de 
Hockin  pour  la  condition  d'Abbe,  on  arrive  presque  sn^  calcul  au 
résultat  cherché,  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  Soient  OS  un  rayon  passant 
par  O  dans  le  milieu  objet,  O'S  son  image;  Ox  une  direction  quel- 
conque du  plan  71,  O' x'  la  direction  correspondante  du  plan  -  ;  il 
existe  une  relation  de  la  forme 

«cos(OS,  0a?)-+-ocos(O'S',  0'x1)      c. 

Contrairement  à  l'assertion  de  certains  auteurs,  la   constante  C  n'est 
pas  nulle  en  général. 

On  déduit  facilement  de.  là  une  démonstration  de  l'importante  for- 
mule (|ue  Clausius  et  rlelmholtz  ont  déduite  >!<•  considérations  d'en 

gétique  : 

//-  oos8  <•/<•)  <l</      n  /<■>  </</  . 

dans  laquelle  //  et  n'  désignent  les  indices  des  milieux  extrêmes, 
et  d(ù'  les  angles  solides  de  deux  pinceaux  de  rayons  ridants 

de  sommets  O  et  o.   dtj  et  dq'  les  aires  des  deux  éléments    pi 
correspondants  r.  et  -,  0  et  '»'  le^  angles  des  axes  des  pinceaux 
les  normales  aux  éléments. 
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SÉA.NCE  DU  9  AVIUL   1913 


PRESIDENCE    DE    M.    COSSERAT. 

Élection  : 


Est  élu,  à  l'unanimité,   membre  de  la  Société  :  M.  Ovidius  Tino, 
présenté  par  MM.  Goursat  et  Lebesgue. 


Election 


SÉANCE  DU  23  AVRIL  1913 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COSSERAT. 


Est  élu.  à  L'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  Godeaux,  présenté 
par  MM.  Appell  et  Picard. 

Communications  : 

M.  Garnier  :  Sur  les  simplifications  du  potentiel  élastique  dues  à 
la  symétrie  cristalline. 

Soit  /  le  potentiel  élastique  d'un  système  élastique  homogène  : 
toute  symétrie  dans  la  molécule  du  système  entraîne  une  simplifica- 
tion dans  la  forme  de/:  c'est  ainsi  que,  aux  différents  groupements 
cristallins  correspondent  il  formes  possibles  pour/.  M.  Somigliana 
a  montré  que,  inversement,  si  l'on  se  propose  de  rechercher  les  diffé- 
rents types  de  symétrie  moléculaire  susceptible  de  produire  des  sim- 
plifications dans  la  forme  de/,  on  retrouve  précisément  les  types  de 
symétrie  cristalline.  Celte  réciproque  a  été  établie  par  une  méthode 
analytique,  M.  Garnier  le  démontre  par  des  considérations  géomé- 
triques. 

M.  Denjoy  :  Sur  les  formules  de  M.  Jensen  et  leurs  applications 
à  l'étude  des  valeurs  rares  des  fonctions  entières. 

M.  Jensen  a  donné  plusieurs  formules  reliant  le  module  d'une  fonc- 
tion F(z)  holomorphe  dans  un  cercle  de  rayon  /'  aux  valeurs 
<7M  r/2,  .  .  . ,  an  des  zéros  de  F(z)  contenus  dans  ce  domaine. 

La  plus  connue  d'entre  elles 

-L  f     loglF(*)|flffl==iog|F(o)|4-log,        r"  , 

[z  =  reM,  F(o)^oj, 
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entraîne  la  curieuse  conséquence  suivante  :  F(z)  étant  une  fonction 

entière,  a  et  b  deux  constantes,  au  aiy  . . . ,  an,  . . .,  bu  btt .  . .,  bp 

respectivement  les  zéros  de  F  (s)—  a  et  de  V{z)  —  b,  rangea  par 

modules  non  décroissants,  si  le  quotient    '*"**,*  tend  vers  l'infini 

b,b,...bn  J 

avec  n,  le  module  minimum  de  F (z)  —  a  sur  te  cercle  de  rayon  / 

tend  vers  zéro  avec  -• 

r 

Les  autres  formules  de  M.  Jensen,  contenues  dans  le  même  Mémoire 
(Acta  mathematica),  conduisent  aisément  aux.  conséquences  sui- 
vantes :  p  étant  un  entier  quelconque,  soit  (j.p  le  module  de  l'expres- 
sion ApB'p  avec 


rP 


[-  7  — T>  +  — 7  -r~  loçF(o)    =  A,,, 
p  Ad  a»       p\  dzi'     °     v 


î 


et 


B'  =conj.  B/;; 


on  a  alors,  en  désignant  par  M (/•)  et  m(r)  le  minimum  et  le  maximum 
de  [F(~)|  sur  le  cercle  |^|  =  r,  et  par  U  le  second  membre  de  la 
relation  (i)  : 

logM(r)>U  +  -  —  >         logm(r)<U  —  -  u, 
et 

logM(/-)  —  logm(r)  >  -  u.p. 

Ces  relations,  vraies  quel  que  soit  p,  suffisent  parfois  à  montrer 
que  le  minimum  m(r)  est  infiniment  petit. 
File  permettent  d'établir  le  théorème  suivant  : 

n 

Si  la  somme     7   —  croit  indéfiniment  avec  n,  logM(i  |  est  l/i/î- 

~d  U1' 

I 

niment  grand  relativement  à  r'1. 

Ce  résultat  est  intéressant  si  Ton  remarque  que  la  croissance  de  l 
épouse  assez  exactement  les  variations  de  celles  de  ]■'.{•  peut  d< 
descendre  bien  au-dessous  du  type  r'  et  d'ailleurs  diffère  peu  de 
celle  de  M(r)  quand  les  arguments  des  séros  sonl  très  dispersa  - 
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SÉANCE  DU  U  MAI   1913. 


PRESIDENCE    DE    M.    COSSERAT. 


Élections  : 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société,  M.  E.  Bortolotti, 
présenté  par  MM.  Picard  et  Montel,  et  M.  Valiron,  présenté  par 
MM.  Denjoy  et  Montel. 


SEANCE    DU  28  MAI   1913. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COSSERAT. 

Élections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  MM.  Coblyn,  pré- 
senté par  MM.  Jordan  et  Garvallo;  Lusin  présenté  par  MM.  Vessiot 
et  Montel;  Kiveliovitch  présenté  par  MM.  Vessiot  et  Montel. 

Communications  : 

M.  Lindelôf  :  Sur  une  démonstration  nouvelle  d'un  théorème 
fondamenlal  sur  les  suites  de  fonctions  monogènes. 

Il  s'agit  du  théorème  suivant  :  considérons  une  suite  infinie  de 
fonctions  monogènes 

'   "  )  /l(*)>     M*)l       •••>      fn{x),       ..., 

holomorphes  et  bornées  dans  leur  ensemble  dans  l'intérieur  d'un 
domaine  connexe  T;  si  la  suite  (i)  converge  pour  une  infinité  de 
points  de  T  ayant  au  moins  un  point  limite  intérieur  à  T,  elle  con- 
verge uniformément  dans  l'intérieur  de  T  vers  une  fonction  holo- 
morphe.  L'auteur  démontre  directement  ce  théorème  et  en  déduit 
que,  de  toute  suite  infinie  de  fonctions  holomorphes  et  bornées 
dans  T,  on  peut  extraire  une  suite  nouvelle  convergeant  uniformément 
à  l'intérieur  de  T.  Jusqu'à  présent,  ou  avait  toujours  commencé  par 
démontrer  cette  seconde  proposition  de  laquelle  on  déduisait  la 
première. 
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M.  Vessiot  :  Sur  la  mise  en  équations  des  problèmes  de  calcul  des 

variations. 


1.  La  recherche  du  maximum  ou  du  minimum  dune  intégrale 
double  est,  comme  le  problème  analogue  relatif  a  une  intégrale 
simple,  liée  à  la  théorie  de  la  propagation   par  ondes.  <  >n  a.  en  eflet. 


de  l'intégrale 


J  =    /    /  V(x,  y,  s,  p,  g)  dx  <ly. 


étendue  à  une  portion  (S)  d'une  surface  z  =/(./•.  y)  quelconque, 
l'interprétation  suivante  :  Dans  le  mode  de  propagation  défini  par  le 
système  des  surfaces  d'onde  qui  ont  pour  plan  tangent  courant 

pX+qY  —  Z  -  \(x,  y,  z,  p,  7)=o, 

la  surface  (S),  considérée  comme  l'état  initial  d'une  onde,  i>alai»>  le 
volume  J  et,  à  partir  de  sa  position  initiale,  dans  le  temps  infiniment 
petit  et.  On  pourrait  appeler  J  la  vitesse  de  balayage  de  la  surface    S 
dans  le  mode  de  propagation  considéré. 

La  variation  de  cette  vitesse,  dans  le  même  mouvement  de  propaga- 
tion, est  donnée  par  la  formule 

U-ot  f  f\\—  —        ——        —},/rdv 
J  J        I  dx   <>]>        dy   àq        dz  \ 

Il  suffit  donc  d'écrire  que  cette  variation  particulière  esl  nulle,  pour 
toute  portion  de  la  surface  (S),  pour  obtenir  l'équation  de  Lagra 
qui  exprime  que  la   variation  de  J,  dans   le  cas   gênerai   de  variations 
infinitésimales  quelconques,  est  nulle. 

Pour  obtenir  l'équation  de  Lagrange  on  suppose,  en  général,  que  !<• 
contour  qui  limite  (S)  est  fixe.  Mais  la  variation  reste  nulle,  s'il  se 
déplace  sur  la  surface  qu'il  décrit,  lorsque  (S)  esl  entraînée  par  le 
mouvement  de  propagation  considéré. 

2.  La  méthode  indiquée  par  Fauteur  pour  exprimer  que  la  varia- 
tion d'une   intégrale  simple  est    nulle   (*),   s'étend   BU   cas  d'une    il 
grale  double,  de  la  manière  suivante. 


(')  E.  Vessiot,  Sur  l'interprétation  mécanique  dêttrai 
tact  infinitésimales  (Cf.    Bulletin  de  la   S<  mathém 

t.   \\\i\,  1906). 

(l)  Comptes  rendus  des  séances  de  la  Société  math* 

Année  i<)i^,  p.  4^s- 
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Soit,  sous  sa  forme  paramétrique,  l'intégrale 

J  =  j  j G(a?i,  a?t,  x%  \yu  y«,  y^)  ditx  du,, 
où  G  est  homogène,  de  degré  un,  par  rapport  aux  quantités 

Ô(XR,    Xy) 

>"«  =  —rr-1 t         (a-  »}  Y—  permut.  circul.  de  i,  9.,  3). 

o(/<i,  «a  I  .ii 

Posons 

G(x\y)  =  o>;         yi=iuipi         (1  =  1,2,3). 

Les  />,-  satisfont  à  l'équation 

(0  GO,,  .r2,  .r3 |/>i,/>i, /?»)  =  i, 

qui  est  l'équation  langentielle  de  la  surface  d'onde,  le  plan  tangent  de 
celle-ci  étant  écrit  sous  la  forme 

3 

(2)  Vj^X/— 1  =  0. 


/=  1 


Remplaçons  l'équation  (1)  par  sa  forme  paramétrique 

(3)  pi=  A/(a?i,  a?a,  a?i|^i»  ^2)        (1  =  1,2,  3); 
et  il  reste  à  considérer  l'intégrale 

(4)  J=  /   I  w  daj  û?w2» 

où  w  est  une  fonction  de  //,,  //2  liée  aux  fonctions  auxiliaires  X(  et  )./,. 
par  les  trois  équations 

Gela  posé,  la  variation  de  J  prend  la  forme 

3 
(6)  oJ=///  ZiWidù\  du,, 

\esz;  étant  définis  par  les  équations 
3  3 

(7)  2s'A'=|i      2  "ET"0      (*=I>2); 
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et  les  wt  ayant  pour  expressions 

(H)  -•     -   à(îxfaXy)  Q(XQ}   QX ,■)  V         dka> 

0(wi,  «>)  <>(  uu  a,  )        jLà       oxj       J 

Ces  formules  (8)  peuvent  se  remplacer  par  la  condition  suivante  : 
les  wi  doivent  annuler  chaque  intégrale 

3 

(9)  /   /  2^'u'''/"1  du-' 

i       1 

où  les  X>i  satisfont  au  système 

(  ^Mii  +  £(£Êi£i)+y,,^r^,, 

d(tti,  u-i)        0(uu  u2)       —*      ôxrx  T/ 

3.  Contrairement  à  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  des  intégrales  simples, 
on  ne  peut  conclure  de  là  que  les  Zi  sont  eux-mêmes  une  solution  de 
ce  système  (10)  en  Çj,  £2,  £:{,  qu1en  faisant  intervenir  l'hypothèse  que 
les  zt  ont  des  dérivées  partielles  en  uu  ut. 

L'objection  de  Du  Bois  Reymond,  à  laquelle  la  méthode  échappait 
dans  le  cas  des  intégrales  simples,  ne  peut  donc  ici  être  élud< 
elle  tient  à  ce  fait  que  des  fonctions,  qui  sont  des  limites  de  solutions 
du  système  (io),  annulent  les  intégrales  (9)  aussi   bien  que  Mu- 

tions elles-mêmes;  et  ne  sont  pas   forcément  des  solutions  du 
tème  (10),  car  elles  n'ont  pas  nécessairement  des  dérivées.  La  nature 
particulière  du  système  auquel  conduit  la  mise  en   équations,   pour 
chaque  propagation  considérée,   interviendra,   par  suite,   nécessaire 
ment,  pour  savoir  si  le  problème  admet  des  solutions  autres  i|iit'  celles 
qui  sont  pourvues  de  dérivées. 

Ce  système  est,  d'après  ce  qui  précède,  formé  «les  équations 
des  équations  (10),  où  les  Ç/  doivent  être  remplacés  par  1rs  valeurs 
tirées  des  équations  (7). 


(')  On  sait  que  M.  Hadamard  a  montré,  par  l'exemple  <l<-  l'intégrale 

/  f(P%—  q*)d*dyt 

que  la  méthode  do  mise  en  équations  classique,  <|ui   fait   intervenir  l'hj 
que  4  a  des  dérivées  secondes,  ne  peul  échapper  s  l'objection  de 
dans  le  cas  des  intégrales  doubles  (Comptée  rendue  de  l'Ai 
Paris,  t.  CXLIV,   1907,  [).   109a). 
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i.   <  > 1 1    peut,   en    particulier,    prendre,    pour    les    formules   (3),    loi 
équations 

ôV 

(u)  /,/=^~     u  =  i,  •>:.  3), 

en  introduisant  l'équation  ponctuelle  des  surfaces  d'onde 

ii a  |  F(#1}  xo,  a?8|  «ii  *îi  «s)  =  l, 

où  F  est  homogène,  de  degré  un.  par  rapport  aux.  coordonnées  cou- 
rantes zt ■;  les  formules  (7)  expriment  que  3,,  cs,  s3  sont  précisément 
les  coordonnées  du  point  de  contact  du  plan  (2).  On  obtient  ainsi  le 
système  définitif  formé  de  l'équation  (12)  et  des  équations 

(•3)  { 

dont  la  forme  généralise  celle  des  systèmes  canoniques.  Ce  système  (i3) 
entraîne,  du  reste,  la  condition  d¥=zo. 


M.  Boutroux  :  Le  problème  de  V intégration  des  équations  diffé- 
rentielles. 

Dans  une  Communication  faite  au  Congrès  international  de  Hei- 
delberg,  en  190:4,  M.  Painlevé  a  indiqué  comment  se  pose  aujourd'hui 
le  problème  de  l'intégration  des  équations  différentielles.  Il  est  vrai 
que,  lorsqu'on  a  affaire  à  des  intégrales  f(x)  qui  sont  des  fonctions  à 
une  infinité  de  branches,  la  définition  générale  de  l'intégration  donnée 
par  M.  Painlevé  paraîtra  peut-être  insuffisante.  Si,  cependant,  je 
fournis  un  moyen  de  calculer  une  valeur  approchée  d'une  branche 
quelconque  de /(a?)  pour  une  valeur  quelconque  de  x  et  de  déter- 
miner, en  outre,  toutes  les  branches  qui  appartiennent  à  une  même 
intégrale,  si  les  formes  de  représentation  analytique  que  j'emploie 
mettent  en  évidence  et  situent  approximativement  tous  les  points 
singuliers  de  /(x),  découvrent  le  mécanisme  de  rechange  des  branches 
entre  elles,  indiquent  enfin,  suivant  l'expression  de  M.  Painlevé,  le 
rôle  des  conditions  initiales,  il  semble  que  je  serai  bien  en  droit  de 
regarder  les  intégrales  f'x)  comme  connues. 

Le  problème  se  décompose  en  deux  : 

I.  Etude  des  branches  d'intégrales; 
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II.   Reconnaître  quelles  sont   les  branches  qui  appartiennent   à 

une  même  intégrale. 

Problème  1.   —  Convenons,  pour  fixer  les   idée-,  de   définir   une 
brandie  de  fonction  f{x)  comme    l'ensemble  des   valeurs   de   / 
qu'on  obtient  en  suivant  les  rayons  issus  d'un  même  point  ./ ■„  à  partir 
d'une  même  valeur  initiale  :  nous  désignerons  une  telle  branche  de 

fonction  par  le  symbole /(.z). 

J'ai  indiqué  déjà  les  divers  types  de  brandies  de  fonctions  que 
définissent  les  équations  différentielles  les  plus  simples  ;  branches 
asymptotes  à  des  fonctions  rationnelles,  à  des  fonctions  entières  ou  i 
des  fonctions  méromorphes. 

Il  existe  un  type  particulièrement  remarquable  (type  \  |  d'équa- 
tions rationnelles  du  premier  ordre  dont  toutes  les  intégrales  sont 
asymptotes  à  des  fonctions  rationnelles.  Considérons  l'équation 

.  x  ,__  A0+ Ai-5  -4-. .  .h-  Xnzi' 

\  }  Z  =  =  B9  +  Bi*+...+  B,,~'/' 

où  A0,  .  . . ,  Bq  sont  des  polynômes  en  x  ayant  respectivement  pour 

degrés  m0,- .  .  .,  nq.  L'équation  (i)  sera  d'u  type  A  si  l'on  a  />  <  q 

m0—  nq-+  i 

et,  en  posant  s  = - > 

r  q  -M 

m!+(T<m0,         ...,  nip-hpo  <  mg, 

Ai0H-a  —  i  <  m0,         ...,         />,,   i  •   (j~~\       m%. 

J'ai  pu  faire  une  étude  asymptolique  détaillée  des  branches  d'inté- 
grales des  équations  du  type    \,   déterminer  la   situation   de   leurs 

points  critiques,  les  représenter  par  des  développements  qui  nu-lien! 
en  évidence  leur  allure  et  leurs  propriétés. 

Problème  II.  —  Posons-nous  maintenant  le  problème  II  poui  une 

équation  particulière,  par  exemple  l'équation  du  type   V 

(?.  )  sz'-h  $z  —  ■'(■'■  —  *)<  •'■  -    ;>     ' 

qui  contient  deux   paramètres  «  el   (3  (les  coefficients   numériq 
sont  choisis  de  manière  à  simplifier  les  calculs 


Les  branches  d'intégrales  s(x)  sonl  asymptote  \ 

./•,  est  une  constante  arbitraire.  Les  branches  asymptol  \ 
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on  particulier  sont,  au  voisinage  de  x  =  00,  de  la  forme 

7  -4-  2(a  -+■  ft) 


-  =  a?- 


./• 


-4-  développements  en  puissances  de  .r_1  et  de  (Cj-i- ï),Iog.r);r  2, 

d  étant  un  paramètre  variable  et  yj,   un  polynôme  en  a,  j3.  A   une 

branche  d'intégrale  correspond  une  valeur  de  C,,  et  réciproquement. 
Notre  problème  II  revient  donc  à  la  question  suivante  :  Quel  est 
l'ensemble  des  valeurs  de  Ct  qui  appartiennent  à  une  même  inté- 
grale ? 

J'ai  obtenu  de  ce  problème,  du  moins  pour  a  et  (3  intérieurs  à  cer- 
taines régions  de  leurs  plans  respectifs,  la  solution  suivante  : 

On    peut    définir    trois    branches    de   fonctions   ^(Cj),    <J>2(C,), 

^(C,)  qui  présentent  chacune  deux  points  critiques  seulement,  qui 
peuvent  être  étudiées  par  les  mêmes  méthodes  que  les  branches  de 
fonctions  du  problème  1  et  qui  nous  fournissent  trois  substitutions 
fondamentales  donnant,  par  leur  combinaison,  l'ensemble  des  va- 
leurs Ct  cherchées.  Appelons,  en  d'autres  termes,  (Sj),  (S2),  (S3)  les 
substitutions 

[c„  «Me,)],    fc„^(Gi)],   [gh^goJ, 

définies  d'une  manière  univoque  pour  tout  G,  puisque  les  branches 

/\    S\    S\ 

-.!;,.  du,  J/3   sont,    par  définition,  uniformes.  Opérant   sur  une   valeur 

initiale  de  C,  toutes  les  substitutions  obtenues  en  combinant  (S,), 
(S2),  (S3),  nous  aurons  toutes  les  valeurs  de  C!  qui  appartiennent  à 
une  même  intégrale. 


SÉANCE  DU   11   JUIN  1913 


PRESIDENCE    DE    M.   COSSERAT. 


M.    Barré   donne   quelques   indications   sur    un    travail    relatif  an\ 
surfaces  hélicées. 
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SÉANCE    DU    r:>   JUIN    1913 

PRÉSIDENCE    !>K    M.    C088ERAT. 


Election 


Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société  :  M.  Tamarkine,  pré- 
senté par  MM.  Kryloff  et  Mon  tel. 

Communications  : 

M.  Got  :  Sur  les  domaines  fondamentaux  de  certains  groupes 

fuchsiens. 

Parmi  les  groupes  fuchsiens  arithmétiques  de  Poincaré  i1»  ceni 

qui  se  rapportent  aux.  formes  du  type 

f=x*  —  <?(y,  z  i, 

où  cp  est  une  forme  quadratique  définie  positi\<\  sonl   des  p  1  u ^  inté- 
ressants :  ces  formes  et  leurs  groupes  jouent,  en  effet,  un  rôle  împ 
tant  dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  doublement  singulii 
de    M.    Humbert.    A   côté    des    mélhodes    de    réduction    continuelle 
(Hermite-M.  Selling)     et     d'extension     du      groupe     par     syméti 
(M.Klein),  la   méthode  de  rayonnement  de  M.  Pricke   permet   de 
déterminer  aisément  leur  domaine  fondamental  normal  et  par  suite 
leurs  substitutions  génératrices. 

Considérons    en    effet    tous    les    points    <>    équivalents   à    l'on 
O (  i ,  o,  oj,  par  les  opérations  du   groupe   reproductif  de  la   forme  : 
leurs  coordonnées  sont  trois  entiers  «/,  y  .  ;    vérifiant  l'équation 

(0  V-  ' 

L'ellipse  x2 — <p(y,  s)  — o  étanl    prise   pour  absolu     I    lylej 
pseudo-distance  non  euclidienne  (  )(  >,    telle  que  la  définit  M.  Klein 

est  alors  

£00,      log(«     ■  y7*?— '  »■ 

En    langage   pseudo-géométrique,    l»v>   perpendiculaires    en    l<'in 
milieu  à  un  certain  nombre  de  segments  00,  de    ;  minirai  limitent 


(l)  Journal  de  Liouville,  \    lérii    i    III- 
(7)  C'est  le  logarithme  «lu  rapport  enharmonique  de  00 
section  de  00.  avec  la  conique. 
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un  polygone  normal,  ou  plutôt  le  double  d'un  domaine  normal,  parce 
(jue  le  point  0  est  point  fixe  de  substitution  elliptique  de  période 
deux.  Or  la  £  varie  dans  le  même  sens  que  .r,.  Il  suffit  donc  de  cal- 
culer les  premières  solutions  de  l'équation  (i)  par  ordre  de  grandeur 
croissante  des  a-,  en  conservant  seulement  les  points  équivalents  à  O. 
On  s'arrête  lorsqu'on  a  obtenu  un  polygone  convexe  qui  n'est  plus 
traversé  par  aucune  perpendiculaire  ultérieure  :  un  nombre  fini 
d'opérations  suffit  pour  s'en  assurer. 

Pour  distinguer  les  solutions  a,-,  (3/,  y,  de  l'équation  (i)  qui  ré- 
pondent à  des  points  équivalents  à  O,  on  peut  employer  l'un  des 
procédés  suivants  : 

i°  Réduire  par  la  méthode  de  M.  Selling  la  forme  définie 

/  =  j(*/a,  +  r/pi+.-i/fY*),--/(a?.Jri  «). 

associée  à  f  pour  la  réduction  continuelle.  Pour  que  0/  soit  équi- 
valent à  O,  il  faut  et  il  suffit  que  la  réduite  correspondante  obtenue 
pour  la  forme  indéfinie  soit  identique  à  /  (qu'on  suppose  bien  entendu 
réduite  en  O). 

2°  Utiliser  les  formules  d'Hermite  pour  les  substitutions  sem- 
blables S  d'une  forme/,  en  fonction  de  quatre  indéterminées/?,  q,q',q'\ 
vérifiant  une  équation 

(2)  p*+F(q,q',q")=V 

(F  adjointe  de  /,  P  diviseur  du  quadruple  du  discriminant).  En 
exprimant  que  0/=  OS,  on  a  trois  équations  permettant  avec  (2)  de 
calculer  les  quatre  indéterminées  :  pour  que  Oz  soit  équivalent  à  O, 
il  faut  et  il  suffit  que  leurs  valeurs  soient  entières  et  donnent  une  S 
entière. 

En  traitant  par  cette  dernière  méthode  la  forme  de  discriminant  29, 

X2  _  3^+  iyz  — 10 s2, 

on  trou\e.  pour  le  groupe  fuchsien  correspondant,  la  signature 
(o,  6;  2,  2,  2,  2,  3).  Le  polygone  normal  est  obtenu  dès  qu'on  atteint 
0^=30,  mais  pour  en   être  assuré,  il  faut  pousser  le  calcul  jusqu'à 

M.  Lebesgue  :  Sur  l'équivalence  du  problème  de  Dirichlet  et  du 
problème  du  calcul  des  variations  considéré  par  Riemann . 

\n  problème  de  Dirichlet  qui  consiste,  comme  on  sait,  à  trouver 
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une  fonction  harmonique  dans  un  domaine  borné   l>  et  prenant 
valeurs  données  continues  sur  la  frontière  F  de  l>.  Riemann  substitue 
la  recherche  d'une   fonction  continue  dan^    D    et   sur    F,    dérivable 
dans  D,  prenant  les  valeurs  données  sur  F  et  rendant  minimum  une 
intégrale  qui,  dans  le  cas  de  deux  \  ai  'iables,  s'écrit 

M.  Hadamard  a  signalé  un  cas  où  les  deux  problèmes  ne  sont  pas 
équivalents:  c'est  celui  où  l'intégrale  de  Riemann  n'a  de  sens  pour 
aucune  des  fonctions  du  champ  fonctionnel  considéré.  Pour  les  autres 
cas  les  deux  problèmes  sont  bien  équivalents,  mais  la  démonstration 
classique  n'est  pas  entièrement  suffisante;  elle  utilise,  en  effet,  la 
formule  de  Green  appliquée  au  domaine  D  et  cela  suppose  <|u<-  1  ail 
une  normale  et  que  les  fonctions  dont  on  s'occupe  aient  certaines 
dérivées  sur  F.  M.  Lebesgue  a  déjà  signalé  cette  difficulté  dans  les 
Rendiconli  del  Circolo  di  Palernw,  il  montre  ici  comment  on  peut 
la  lever. 

Il  suffit  de  prouver  que  toute  fonction  /  harmonique  dans  I  >  et  telle 
que  I  (/)  soit  finie  est  solution  du  problème  de  Riemann.  Le  raison- 
nement classique  suffit  quand  F  a  une  dérivée  normale  el  quand  f  t 
des  dérivées  partielles  môme  aux.  points  de  F.  Soit  maintenant  une 
fonctiony  harmonique  dans  un  domaine  l>  quelconque  el  Boit  -  une 
fonction  prenant  les  mêmes  valeurs  continues  sur  la  frontière  F  de  l>. 
Il  faut  prouver  qu'on  a  I  (  ç>  )  >  l  (./');   il   suffira   d'ailleurs  d'obtenir 

l'inégalité  l(cp)  >  I  (/)  pour  toute  loue  t  ion  p  j r  qu'on  puisse  conclure 

que  l'égalité  est  impossible.  Cette  égalité,  en  effet,  si  elle  était  n  ali 
pour  une  fonction  »,   entraînerait   cette  conséquence  que    -    est    une 
solution  du  problème  de  Riemann,  donc  est  harmonique;   par  suite, 
©ne  pourrait  différer  de  /'. 

Soit  4  la  fonction  définie  par  la  condition  d'être  égale  .  quand 

o  -h  g  est  inférieur  à  /,  d'être  égale  à  p  —  e  quand  est  supéi  ieui 

a/,  enfin  d'être  égale  à /aux  autres  points.  Si  !(/)  n'est  pai  infini, 
l(4<)  tend,  quand  e  tend  vers  aéro,  vers  [(9).  Oi  tanl  identique 

à/  en   tous  les  points  suffisammenl    voisins  d<    I      an   utilisant 
raisonnement  classique  appliqué  .1   un  domaine  !'■  intérieur  I  l(  et 
dont  La  frontière  F,  est   tout  entière  dans  la  p. nue  de  I1 
on  voit  que  1(4),  étendue  à  D,,  est  inférieure  a  I(/)    Û 

à  D,  1(4)  est  aussi  inférieure  .1   [(/)  el   la   prODOsitioi 

Une  légère  modification  au  raisonnement  qui  vienl        l  ii*se 

permet  de  se  débarrasser  de  l'h\  pothèse  que  I  J  |  es! 

S.  M,        '  ■■"'/■  les  1  <  "■ 
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>  M.  Lebesgue  a  signalé  récemment  (')  qu'il  existe  des  domaines 
très  simples  de  l'espace;  à  trois  dimensions  pour  lesquels  le  problème 
de  Dirichlet  n'a  pas  de  solution  ;  pour  ces  domaines,  le  problème  de 
Kiemann  n'a  pas  non  plus  de  solution. 

M.  G.  Bouligand  :  Sur  la  fonction  de  Green  du  cylindre  indéfini. 

Soit  G  (M,  P)  la  fonction  de  Green  d'un  cylindre  indéfini  à  section 
droite  fermée. 

L'axe  (  )z  a  été  pris  parallèle  aux.  génératrices.  La  fonction  G(M,  P) 
est  ainsi  définie  : 

i°  La  différence  G  —  rjlT  est  une  fonction  harmonique  du  point  M 
dans  tout  le  cylindre;  de  plus,  elle  est  régulière  à  l'infini, 
2°  G  s'annule  sur  le  cylindre. 

La  fonction  G,  symétrique  par  rapport  auv  deux  points  M  et  P,  ne 
fait  intervenir  leurs  cotes  que  par  leur  différence  z.  Soient  m  la  projec- 
tion de  M  sur  la  section  droite  de  P  et  Ç\(m,  P)  la  fonction  de  Green 
de  la  section  pour  l'équation 

d*  U       d*  U 
dx*  +  ày* 
on  a  la  relation 


x*u; 


G(M,  P)  =  -   /         <jl(m,  P )  cos X z  dl, 


d'où  Ton  déduit 


ffx('«,  ï') 


-/ 


G(M,  P)cosX-^; 


pour  \  =z  o,  Ç\  se  réduit  à   la  fonction   de  Green  ordinaire  g  de  la 
section  droite  et  l'on  a 


*(m,P)=  /        G(M,P)dk, 


cest  une  relation  entre  la  fonction  de  Green  du  cylindre   et  celle  de 
sa  section  droite  :  elle  est  due  à  M.  Paul  Lévy. 

On  peut  en  trouver  une  seconde,  d'un  caractère  différent,  par  le 
procédé  suivant  :  Soit  une  section  droite  et  l'un  des  demi-cylindres 
qu'elles  détermine.  Appelons  (H)  toute  fonction  harmonique  dans  ce 
demi-cylindre,  s'annulant  sur  sa  surface  et  régulière  à  l'infini.  Entre 
la   distribution    de    ses   valeurs    U  (P)    et   de    celles    de    sa    dérivée 


'  '  j  Comptée   rendus   des  séance*  de  la  Société  mathématique  de   France, 
p.  17  (1913). 
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normale  V(P)  le  long  de  la  section  droite,  on  a  les  relations 

(i)  V(P)=- -L  ffv(M)(M,P)dSM, 

(2)  V(P)=1a  ^/'u(M)G(M,PrfSM> 

les  points  M  et  P  étant  dans  la  section  droite  en  question,  et  A  repré- 
sentant le  symbole  de  Laplace  à  deux  dimensions. 

Si  U  est  donné  l'équation  (2)  fera  connaître  Y  et  si  V  est  connu, 
l'équation  (1)  donnera  U.  Dans  (2)  remplaçons  l  par  sa  valeur  (1). 
Nous  avons  une  identité  satisfaite  quel  que  soit  \.  et  qui  a  comme 
conséquence  immédiate 

A  y  rG(M,P)G(M,Q)rfSM  =  o. 

Ainsi  l'intégrale^   f  /*G(M,  P)  G  (M,  Q)  ds^oh   If,    I'    Q   sont 

trois  points  d'une  même  section  droite,  est  une  fonction  harmonique  : 

elle    s'annule    sur    (C)     et    possède     la    singularité    I ■■_  s —    < 
donc^"  (P,  Q).  D'où  une  nouvelle  relation  entre  G  et 

2T,g(l\Q)  =  J  ^G(M,P)(M,Q)rfSM. 

M.  Montel  :  Sur  les  équations  linéaires  au  c  a\  ris  1  es  partielU 

point  de  vue  des  variables  réelles, 

M.  Baire  a  posé  la  question   de    avoir  s'il  existe  pour  une  équation 

aux.  dérivées  partielles  d'autre  solution  que  celles  fourni*  |  If- 
méthodes  classiques  qui  supposent  la  continuité  des  d<  :  [ue 
Ton  emploie.  Prenons  par  exemple,  l'équation 

dz 

F  (  z  )       \  I  .1 .  1  B 

v    [  ■      àx 

et  cherchons  toutes  les  fonctions  :  admettant  des  dérn  rtielles 

du  premier  ordre  et  vérifiant  cette  équation.  La  fonction  im« 

plément  assujettie  à  être  continue  par  rapport  1  chaque  rtriable  et  I 
admettre  des  dérivées  du  premier  ordre  finies;  les  fonctions  \  et  B 
sont  telles  qu'on  puisse  définir  un  champ  réguliei  liques. 

M.  Baire  a  démontré  que,  si  l'on  suppose  la  fonction  continue  | 
rapport  à  V ensemble  des  deux  variable*  il  n'y  1  pas  d'aul 
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solution  que  la  solution  classique.   L'auteur   montre  que  ce  résultat 
esl  général.  Soit.  G(//)  le  premier  nombre  de  l'équation  adjointe  de 

l'équation  donnée 

.       .       d(\u)        à(VMt) 

On  a 

à(Auz)        d(ftuz) 


«F(4+  «G(h)== 


<).r  dy 


Soient  z  une  intégrale  quelconque  de  F (z)  =  o  et  ux  une  intégrale 
quelconque  de  G  (m)  =  o,  on  a 

d(ku \  z)        d(B«t  z)  _ 
ôx  ày 

Or,  l'auteur  a  établi  précédemment  que  cette   condition  exprime, 
avec  les  hypothèses  du  début,  que  l'expression 

ii[Z(  Bdx —  Ady) 

est  une  différentielle  exacte;  on  en  déduit  aisément  que  Bm^  est 
constante  sur  chaque  caractéristique  et  en  remplaçant  l'intégrale  ux 
par  une  seconde  intégrale  u2  de  l'équation  adjointe,  on  voit  que 
toute  intégrale  z  de  l'équation  proposée  est  constante  sur  chaque 
caractéristique. 


SÉANCE   DU   9  JUILLET   1913. 

PRESIDENCE    DE    M.    FOUCIIK. 


SÉANCE  DU  22  OCTOBRE  1913. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COSSERAT. 

M.  d'Ocagne  offre  à  la  Société  mathématique  une  iNotice  qu'il  a 
rédigée  sur  Albert  Kibaucour  et  rappelle  à  grands  traits  les  décou- 
vertes importantes  de  Kibaucour  en  Géométrie. 


SEANCE   DU   12  NOVEMBRE   1913. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COSSBRAT. 

Communication  : 

M.  Bioche  :  Sur  certains  ombilics. 

Il  peut  arriver  qu'en  un  point  simple  m  d'une  surface  le  plan  tan- 
cent coupe  celle-ci  suivant  une  section  avant  un  point  triple  en  M 
point  est  alors  une  sorte   d'ombilic   par  lequel  passent  trois  lignes  de 
courbure  et  trois  lignes  asymptotiques;  ces  dernières  étant  tangentes 
aux  branches  de  la  section  faite  par  le  plan  tangent. 

Si  les  tangentes  aux  trois  lignes  asymptotiques  sont  réelles,  les  tan- 
gentes aux  lignes  de  courbure  le  sont  aussi,  et  il  y  a  une  tangente  de 
chaque  espèce  entre  deux  de  l'autre.  En  particulier,  >i  deux  tangentes 
de  même  espèce  se  confondent,  elles  se  confondent  avec  une  tangente 
d'espèce  différente. 

Si  l'une  des  tangentes  considérées  est  bissectrice  «les  deux  autre- 
tangentes  de  même  espèce,  elle  est  bissectrice  de  deux  de-  tangentes 
d'espèce  différente  et  perpendiculaire  à  la  troisième.  Eu  particulier, 
si  deux  tangentes  de  même  espèce  sont  isotrope-,  deux  des  tangentes 
de  l'autre  espèce  sont  isotropes,  et  les  tangentes  réelles  des  deux 
espèces  sont  rectangulaires. 


SÉANCE  DU  26   NOVEMBRE   1913. 

PRB8IDBNCE    Dl     M     I  D881  I  v  i 

.    Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  '  >s*  ild  \  eblen, 
présenté  par  MM.   Eisenhardl  et   P.   Boutroux;   M.  Edward  Kasnen 
présenté  par  MM.  Eisenhardl  et  l\  Boutroux;  M.  V.  Koslitxin,  pi 
sente  par  MM.  Lusin  et   Kivéliovitch, 

Communications  : 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  mouvements  à  deux  paran  doua  le  n 

décomposantes  et  les  surfaces  engendrées  d  manièi 

mouvement  d'une  courbe  invariai 
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Soient  A  et  C  deux  corps  dont  le  mouvement  relatif  dépend  de 
deux  paramètres;  ce  mouvement  est  dit  décomposable,  s'il  existe  un 
corps  B  intermédiaire  tel  que  le  mouvement  relatif  de  B  par  rapport 
à  A.  et  celui  de  C  par  rapport  à  B  dépendent  chacun  d'un  seul  para- 
mètre. Le  mouvement  est  dit  doublement,  décomposât  le,  s'il  existe 
un  autre  corps  D .possédant  la  même  propriété  que  le  corps  B.  Si  l'on 
désigne  par  M  un  point  quelconque  du  corps  C,  ce  point  M  possède 
dans  H  et  D  deux  courbes  trajectoires  y^,  yJJ  et  dans  A  une  surface 
trajectoire  <I>J.  Il  est  clair  que  <I>*!  est  le  lieu  des  courbes  yJJ,  yjj  au 
cours  du   mouvement  de  B  par  rapport  à  A  et  de  D  par  rapport  à  A. 

M.  Kœnigs  donne  un  exemple  d'un  tel  mouvement  fondé  sur  la 
considération  d'un  quadrilatère  gauche  articulé  ABCD  dans  lequel 
les  côtés  opposés  sont  égaux.  Il  existe  une  déformation  de  ce 
quadrilatère  dans  laquelle  les  angles  des  plans  menés  par  un  côté 
quelconque  et  les  six  côtés  adjacents  demeurent  constants  ;  si  l'on  élève 
alors  en  A.  B,  C,  D  les  perpendiculaires  #,  b,  c,  d  aux  plans  DAB, 
ABC.  BCD.  GDA,  deux  perpendiculaires  a  et  b  forment  avec  la 
tige  AB  un  système  invariable  2  r>,  et  l'on  a  de  même  les  systèmes 
invariables  2R(:,  ic  ,  ZDA,  articulés  suivant  les  axes  a,  b,  c,  d. 

Si  l'on  imagine  alors  quatre  corps  2A,  %y,:  2c,  — d  pouvant  tourner 
librement  autour  de  a,  b,  c,  d  respectivement  et  réunis  par  des  engre- 
nages hyperboloïdiques  à  la  Bélanger,  de  sorte  que  les  vitesses  de  A 
par  rapport  à  2AP,  étant  &AB  et  de  même  pour  les  sept  autres  £2  analo- 
gues, les  rapports  des  vitesses  angulaires 

--AB    •    "AB  PAB>  ^bc    •   "BC  "~  PnCi 

^CD   ■   ^CD  —  PCD'  "I>A   :   ^DA  =Z  PdA 

soient  constants. 

Si  l'on  choisit  convenablement  ces  rapports,  l'établissement  des 
engrenages  n'empêche  pas  la  déformation  du  système  articulé  et  le 
mouvement  du  corps  2C  par  rapport  au  corps  2A  est  à  deux  paramètres 
et  doublement  décomposable  comme  le  manifeste  l'existence  des  corpg 
intermédiaires  2B)  2D.  La  courbe  yJJ  est  une  sorte  d'épicycloïde  gauche 
engendrée  par  un  point  d'un  hyperboloïde  de  révolution  virant  sur  un 
autre  hvperboloïde  de  révolution.  De  même  v*1.  La  surface  <I>M  résulte 
de  la  courbe  yJJ  (ou  de  la  courbe  yj)  solidaire  elle-même  d'un  hyper- 
boloïde de  révolution  qui  vire  sur  un  autre.  Ces  surfaces  nouvelles 
offrent,  comme  on  voit,  la  particularité  de  contenir  deux  familles 
de  courbes  égales. 

Pour  ce  qui  est  des  valeurs  des  rapports 

Pab»       Pbc1       Peu*       i°  1  »  \  ' 
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on  a 


"BC  ■    !>\ 


où  /*  est  une  constante  quelconque. 

Lorsque  n  est  commensnrable,  la  surface  <I>\'  e>t  algébrique  ainsi 
que  les  courbes  yJJ,  y* 

M.  Coblyn  :  Sur  les  couples  de  nombres  premiers. 

La  présente  Note  a  pour  objet  d'examiner  les  ressources  qu'offre 

I'  \rithmétique  élémentaire  pour  rechercher  s'il   \    a    une  limite 
série  des  nombres  premiers  dont  la  différence  est  le  nombre 
Tout  d'abord,  de  tels  nombres  sont  de  la  forme 

(i)  6P±i; 

P  sera  V ordre  du  couple  de  nombres,  premiers  ou  non,  représenté 
par  l'expression  (i);  on  peut  construire  un  crible  donnant  par  exhaus- 
tion  les  ordres  des  couples  de  nombres  premiers. 

Si  la  série  des  nombres  premiers  est  limitée,  à  partir  d*un  certain 

rang,  l'expression 

6aj3  +  £«  +  £ 

dans  laquelle  on  donne  à  a  et  [3  toutes  le<  valeurs  entières  possibles  et 
où  £  et  ef  représentent  l'unité  affecter  du  signe  -•  <>u  du  signe  — .  doit 
représenter  tous  les  nombres  entiers. 

D'autre  part,  l'auteur  démontre  ce  corollaire  du  théorème  de 
Wilson  : 

Pour  que  le  nombre  p  soit  premier,  il  faut  el  il  suffit  que  le  nombre 

(,._,)!  (/>-,•)!  +(-.)•    ' 

soit  multiple  de  />,  r  étant  un  entier  quelconque,  premier  ou  non, 

inférieur  à  p. 

On  en  déduit  que 

■i(<i/'         ;    • 

36/>J  —  t 
aura  comme  reste 

—  (6/>  -+-  3)  si  6/>  —  i   et  6/3  ;  »   sont  tous  deux  premii 

o         si  (>/>  —  i  et  6/0  -   i   sont  loua  deux  comj 

—  a(6/»  +  i)sî  t')/'  —  i  seul  est  premier, 
5«  —  r      si                    •'/'      i   seul  est  prem 
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Enfin,  si  l'un  des  nombres  (\p —  i  ou  6/?  H- i  est  composé,  le  pro- 
duit 36p-  —  i  peut  être  décomposable  de  plusieurs  manières  en  pro- 
duit de  deux  facteurs;  on  peut  trouver  alors  un  nombre  premier 
(>a  ■+-  e,  a  étant  pins  petit  que  p,  qui  divisera 


6/?  -+-  s'      et      p 


7 '.. 


SÉANCE  DU  10  DÉCEMBRE  1913 

PRESIDENCE    DE    M.    F017CHE. 


SÉANCE    DU  17   DÉCEMBRE    1913. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    COSSERAT. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société,  M.  A.  Bilimovitcli, 
présenté  par  MM.  Appell  et  Borel,  et  M.  de  Hoorn,  présenté  par 
MM.  Borel  et  Montel. 

Communications  : 

M.  G.  Bouligand  :  Le  problème  de  Dirichlet,  relatif  à  l'équa- 
tion A u  =  pu  pour  un  cylindre  indéfini. 

Ce  problème  s'énonce  ainsi  :  trouver  une  solution  de  l'équation 

,   N  <)*u        d*u        d*u 

ox1         ôy2         dz- 

continue  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  secondes  à  l'intérieur  du 
cvlindre,  régulière  à  l'infini,  et  prenant  sur  le  cylindre  des  valeurs 
données   H  (s,  z  )(  O:  est  une  parallèle  aux    génératrices;  s,   l'arc  de 

section  droite).  Nous  supposerons  l'intégrale  /  |H(s,  z)\dz  unifor- 
mément convergente. 
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Le   problème    ainsi    posé    n'est    jamais    indéterminé,    car    aucune 
solution  de  (i),  régulière  à  l'infini,   ne   s'annule   sur   le  cylindre 
s'annuler  à  l'intérieur.  Par  contre,   il  existe  des  solutions,  non  rég 
lières  à  l'infini  et  s'annulant  sur  le  cylindre  :   telle-  sont  les  fonctions 


v/<(t,  y  \e  pour        u  +  %\  ,     o 

et 

?*(*>  r)™*  W—  t*  —  *l*)    p°'"-    y     A    °- 

ofi  9/4  désigne  une  fonction  fondamentale  de  la  seetion  droite  'il 
s'agit  naturellement  de  fonctions  fondamentales  s'annulant  au 
contour)  et  — v.\  la  constante  caractéristique  correspondante. 

Théorème.  —    Si  l'on  a  \j.-\-  <y.\  <  o,  les  valeurs  \\  (s,  :  tur 

le  cylindre  par  une  solution  F(.r,  y,  z)  de  l'équation  (  i),  règuli 
à  l'infini,  satisfont  au.r  deux  relations 


i    s  f  do/,    .     f    *  __  cos , 

(2)  /    —7—  US    /  II  (s,  Z)     .      <  »/  —  u  —  7.   -.'/;:=  ... 

Je  dn      ./_„  sin 


C'est  ce  qu'on  voit  en  appliquant  la  formule  deGreen 


f/( 


iï  </N        \  l/[    \ 

U  — \  -7-  )  '/s  - 

(in  iln 


aux  deux  fonctions 


U=  V(.t,j.  s)        el        V  =<pACsjnS|  \       H1  —  9 

(le  domaine  d'intégration  sera  un    cylindre   droit   dont    on    él< 
indéfiniment  les  bases  de  part  et  d'autre. 

Conséquence.  —  Supposons  qu'on  ait 

le  théorème  précédent  nous  donne  2p conditions  de  possibilité  :stToii 

les  conditions   (2)    pour   //        1      - p  (si  l'on  suppose 

le  nombre  de  ces  conditions  >";il>. tisse  d'un  nombre  égal  .»   l'ordre  de 
multiplicité  de  —  a;,). 

Nous  nous  trouvons  ;iin>i  en  présence  de  conditions  n< 
remplir  par  II  (\,  :)  tontes  les  fois  qu'il  existe  au  moins  une  constante 
caractéristique  tic  la  section  droite  supérieur 
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Conditions  suffisantes,  —  Nous  supposerons  que  H  (s,  z)  puisse  se 
mettre  sous  la  forme 

H(s,z)=  !         V(*,X)cqsX*c?Xh-  /        B(s,  XisinXc  ,/X, 

oo  «•'  —  <» 

et    que   les  intégrales    /   |  A  (x,  X)|  r/X  et    /  |  B  (x.  X)|  dl  soient  unifor- 

mément  convergentes. 

Si  H(x,  z)  est  ainsi  choisi,  on  démontre  que  les  conditions  (2) 
suffisent  à  assurer  .l'existence  d'une  solution  de  notre  problème: 
celle-ci  sera  donnée  par 

¥(x,y,  X)cosX-srfX-+-  /        G(>,  j,  X)sinX*  r/X, 

où  F(  jr,  1',  X)  et  G(x,  y,  X)  sont  les  solutions  de  l'équation 

d*v       d*v 

(jui  prennent   respectivement  les   valeurs  A(x,  X)   et  B(.9,  X)   sur  le 
contour  de  la  section  droite. 


M.  Fouché  :    Sur  l'axiome  d'Archimède  et  la  continuité  géo- 
métrique. 


M.  E.  Cartan  :  Remarques  sur  la  composition  des  forces. 

Le  problème  de  la  composition  des  forces  en  Statique  peut  être 
énoncé  mathématiquement  de  la  manière  suivante  {voir  par  exemple 
une  Note  de  M.  Darboux,  dans  la  Mécanique  de  Despeyrous)  : 

Déterminer  une  loi  de  composition  de  vecteurs  <T  origine  donnée  O 
satisfaisant  aux  deux  conditions  suivantes  : 

i°  La  résultante  d' un  nombre  quelconque  de  vecteurs  ne  dépend 
pas  de  r  ordre  suivant  lequel  se  fait  la  composition; 

20  La  loi  de  composition  est  invariante  par  le  groupe  de  rotations 
autour  du  point  O. 

En  partant  de  cet  énoncé,  et  en  admettant  que  la  loi  de  composi- 
tion respecte  la  continuité,  M.  Darboux  a  trouvé  la  loi  la  plus  générale 


—  m  — 

qui  se  déduit  facilement  de  la  loi  classique;  il    se  sert  à   cet  eflet  de 
constructions  dans  J'espace. 

Le  problème  pourrait  être  traité  dans  le  plan,  les  conclusions 
seraient  alors  à  modifier  si  l'on  ne  tient  compte  que  de-  rotations 
proprement  dites  (sans  retournement)  autour  du  point  (  >. 

Le  problème  peut  aussi  être  généralisé  en  substituant  à  la  considé- 
ration des  vecteurs  celle  de  figures  absolument  quelconques.  Poui 
restreindre  un  peu  l'indétermination  de  ce  nouveau  problème,  <»u 
devra  convenir  que  deux  systèmes  (S)  et  (2)  de  figi  ni  équiva- 

lents s'il  existe  entre  les  figures  des  deux  -\  sternes  un*'  correspondance 
univoque  telle  qu'à  la  résultante  des  deux  figures  F,  et  F,' de     S 
responde  la  résultante  des  deux  figures  coi  i('-|.oii(l;mt<'- <1»,  et$*de   1  . 

Avec  cette  convention   de  langage,  on  arrive  à  des  résultats  plus 

précis.  Étant  donnée  une  figure  quelconque  1"  il  sera  possible,  si  la  l"i 

de  composition  est  supposée  exister,  de  définir  ce  qu'il  faut  entendre 

par    la  figure  x   (F)   où   x  désigne   un    nombre   réel   quelconque.   Il 

faudra,  pour  cela,  faire,  sur  le  système  (S),  certaines  hj  pothèses  de  la 

nature  de  celles  qu'on  est  amené  à  faire  dans  la  théorie  de  l<«  mesure 

des  grandeurs.  Il  existera  alors  un  entier  n  (ordre  du  système)  tel  que 

toute  figure  de  (S)puisse,  d'une  manière  et  d\uw.  seule,  se  metti 

la  forme. 

^TjF,  4-  xt¥t  +  .. .    t   xR  I 

où  F„  F2,  ...,  F„  désignent  n  figures  particulières,  formant  un 
D'après  cela,   toute  figure  du  système  est  bien  définie  par  les    n   n-. .li- 
bres réels  [xu  x2,  ....  xn),  qu'on  peut  appeler  ses  coordoi 

Toute  rotation  autour  de  O  se  traduira  par  une  transformation 
continue  sur  les  coordonnées  laissant  invariante  la  loi  de  composition 

x]  =  xx  -f  œj,  .r".,      xt   l  a/, 

ce  sera  donc  une  substitution  linéaire  et  homogène. 

Le  problème  se  ramène  alor^,  comme  on  le  voit,  à  la  recherche  des 
groupes  linéaires  et  homogènes  à  n  variables  isomorphes  au  groupe 
des  rotations  autour  de  O. 

Dans  l'espace,  on  trouve  facilement  que  n  esl  au  moins  égal  i 
que,  si  n  =3,  le  système  (S)  esl  équivalent  bu  système  d< 
issus  de  O,  la  loi  de  composition  étant  Paddition  géométrique.  I 
déduit  facilement  de  là  que  chaque  figure  F  est  de  révolution  aut 
du  vecteur  qui  lui  cor,-. pond  et  que  deux  figures  F  correspond»! 
doux  vecteurs  de  même  longueur  m, ut  égales.  H  est  d'ailleurs  facile 

d'indiquer  la   solution  générale  du  problème  pour  /. 
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Dans  le  plan.  //  est  au  moins  égal  à  ?..  Si  n  est  égal  à  2,  le  système  (S) 
peut  être  équivalent  au  système  des  vecteurs  issus  de  O,  la  loi  de 
composition  étant  l'addition  géométrique.  Mais,  il  y  a  d^  autres  solu- 
tions. D'une  manière  générale,  tout  système  (S)  d'ordre  r  est  équi- 
valent au  système  formé  des  polygones  réguliers  de  p  côtés  ayant 
pour  centre  le  point  O,  p  étant  un  entier  fixe,  d'ailleurs  arbitraire; 
la  loi  de  composition  de  ces  polygones  serait  définie  par  la  formule 

z"P  z=  Zp  -+-  z'r. 

en  désignant  par  z,  z' ,  z"  les  affix.es  de  fun  des  sommets  de  chacun 
des  polygones  composants  et  du  polygone  résultant.  On  retrouve  la 
loi  de  composition  des  forces  pour  p  =  1 . 
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